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(CHARTREUX

PyraHoN - Cours 3

RECHERCHE DE VALEUR APPROCHEE DE SOLUTION D)]:ZQUATIONS

L'objectif de ce cours est d’étudier trois algorithmes de résolution d’équations du type f(x) = 0.

Considérons la fonction f : x = e¢~* — x, définie sur [0;1]. Démontrer que ’équation f(x) = 0 posséde une

unique solution, notée a, et que cette solution appartient a [0;1].

I PAR BALAYAGE

La méthode consiste a partir d'un réel a et d’incrémenter un pas constant a 4 jusqu’a observer un change-
ment de signe.

A laide d’un algorithme de balayage, déterminer un encadrement de « d’amplitude inférieure ou égale a
1078,

import numpy as np

def f(x):
y=np.exp(—x)—x
return y

def valeurapp(a,b,p):
A=a+p
while f(a)xf(A)>0:
a=a+p
A=A+p
return (a,A)

I PAR DICHOTOMIE

On rappelle le principe de la méthode ci-dessous :

On construit deux suites (a,) et (b,) telles que ag = a et by = b et pour tout n € IN :
b b
i Sif(“n)f(%) <0, alors on pose a,.1 =a, et by = %;
+b +b
* Sif(“n)f(a”Tn) >0, alors on pose a,41 = H”T" et by =by;
b b
° Sif(ﬂn)f(%):O, alors on pose a,41 =bpy1 = a”; n

A l'aide d’un algorithme de dichotomie, déterminer un encadrement de a d’amplitude inférieure ou égale a
1078

o

La solution de I’équation

e —x = 0 est parfois appelée
constante Q, et est I’évalua-
tion en 1 de la fonction de
Lambert (ou parfois nommée
fonction Q), qui est la réci-
proque de x —> xe* (bijective
de [~1;+co[ dans [—¢™;+o0]...
11 est impossible de résoudre
algébriquement I’équation
e —x = 0 et impossible
d’exprimer la constante Q)
avec les fonctions usuelles. La
seule chose possible est d’en
obtenir une valeur approchée

par des méthodes numériques
I

— UN PEU D’HISTOIRE
Jean-Henri Lambert (1728-
1777, suisse-allemand,
presque francais) est peu
connu du grand public, méme
sion lui doit la premiére dé-
monstration de l'irrationalité
de 7; mais également d’im-
portants travaux en géomé-
trie, puisqu’il est I'inventeur
de plusieurs systemes de pro-
jection cartographique, donc
certains sont encore utilisés...

— PETITE REMARQUE

On pourra ajouter un comp-
teur d’étapes...

— = RAPPEL...

Dans le chapitre 13, nous
avons démontré que la mé-
thode de dichotomie permet-
tait de construire deux suites
adjacentes qui convergent
vers une solution de I’équa-
tion f(x)=0.

— PETITE REMARQUE

On pourra ajouter un comp-
teur d’étapes...
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import numpy as np

def f(x):
y=np.exp(—x)—x
return y

def dicho(a,b,p):

while b—a>p:
m=(a+b)/2
if f(m)==0:
a,b=m,m
elif f(m)xf(a)<0:
b=m
elif f(m)xf(a)>0:
a=m
return (a,b)

III AVEC UNE SUITE RECURRENTE !

L'idée ici est de poser g: x +—> f(x)+ x, de sorte que f(x) =0 & g(x) =x.
Donc, plutdt que de chercher un zéro de f, on cherche un point fixe de g... Et on considere ainsi la suite (u,)
définie par :
uo €[0;1] ; VneN, uny1 = glin)

On sait que si la suite (u,) converge vers un réel ¢, alors on obtient ¢ = g(¢) : ¢ est un point fixe de g.
Par conséquent, si (1) est convergente, alors u, fournit une valeur approchée d’un point fixe de g pour n
suffisamment grand.
De facon générale, deux problémes pour cette méthode :

1. la méthode ne permet pas toujours de fournir une valeur approchée d’un point fixe; en effet, il est

possible que la suite (u,) diverge...

2. silasuite (uy) converge, on ne sait pas toujours étudier sa vitesse de convergence...

X

Reprenons toutefois le cas de la fonction f : x = ¢~* — x. Considérons donc la fonction g: x — e ¥ et la

suite (u,) définie par :

up=0
{ VneNN, up = gup)
L'exercice 11 du chapitre 13 a permis d’obtenir :
e la suite (up,) est décroissante, de limite «;
e la suite (up,41) est croissante, de limite «.

En déduire un programme permettant d’obtenir un encadrement de a d’amplitude inférieure ou égale a
-6
107°.

import numpy as np

def g(x):
y=np.exp(—x)
return y

def valeuralpha ():

u=0 #uo0

v=1 #ul

while abs(u—v)>10x%(—6):
u=g(v)
v=g(u)

return (u,v)

En fait, on peut plus ou moins
prédire le comportement de
(uy,), mais ces résultats sont
hors programme en ECG.

PeTITE REMARQUE

4 Dans un prochain chapitre,
nous verrons un théoreme
qui pourra étre utile dans
I’étude de ces suites et qui,
dans certains cas, assurera la
convergence de la suite (uy)...

4 On pourra ajouter un comp-
teur d’étapes...

’7 PeTITE REMARQUE

Cest le programme type pour
déterminer un encadrement
de la limite commune a deux
suites adjacentes...
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