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CONSIGNES A LIRE !

La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont des
criteres importants d'évaluation.

Quelques précisions :

la copie doit étre prise de sorte que la marge se situe a droite de chaque page, |

e la premiére page de la copie doit rester vierge et sera réservée aux appréciations,

toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,

les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans lordre du sujet.

Pour toutes les questions Python du sujet, on supposera avoir importé les différents modules nécessaires de la sorte :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import numpy.linalg as al
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé.

X Attention !
Les éléments surlignés ne sont
pas les seuls éléments de ba-
reme ! Ils sont simplement ceux
qui ont souvent été oubliés.
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Toutes les variables aléatoires de ce probleme sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (Q2, A, IP).

Pour les programmes en Python, on suppose importées :
e la bibliotheque numpy sous l'alias np,
e la bibliotheque numpy.random sous l'alias rd,

e la bibliothéque matplotlib.pyplot sous l'alias plt.

Définition. Soient (X,),en+ une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire, toutes définies sur (Q2, A, P).
On dit que la suite (X,),en+ converge en probabilité vers X lorsque :

Ve >0, llT P([|X, —X| >¢]) =0

On notera X, L, x

n—-+0o0a

On rappelle le résultat suivant :

Inégalité de Markov. St X est une variable aléatoire a valeurs positives admettant une espérance, alors :

Ve >0, P(X > ¢]) < @

PARTIE 1

Soient f une densité de probabilité sur R, X une variable aléatoire réelle ayant f pour densité et F sa fonction de
répartition. On note & l'ensemble des réels en lesquels la fonction F n'est pas de classe €.

Soit (X)ien+ une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes, de méme lot que X.

Pour tout entier n > 1, on ordonne, pour chaque w € Q, le n-uplet (Xj(w), Xo(w), ..., X, (w)) en :
Xinn(w) < X (w) < - < Xy (w),
et on admet que les applications X, s ainsi définies sont des variables aléatoires réelles sur (Q, A, IP).
Pour tous k, n entiers tels que 1 < k < n, la variable aléatoire X, ) donne la k-iéme valeur obtenue en classant dans

l'ordre croissant les valeurs prises par les n premiéres X..

On remarque en particulier que X,1) = min (X)) et X5, = max (X;).
1<ign 1<ign

1. Soit n € N*.

1.a. Exprimer, a l'aide de F, la fonction de répartition F,, de la variable aléatoire X, . En déduire que X,
admet comme densité la fonction f, , définie par :

Vx €R, fonlx) = nf(X)F(X)”71.

e Soit x € R.
Fiom () = P (X < x])
= P ([max(X;, ..., X;) < x])
=P ﬂ[X < x| ‘
i1 / indépendance de X X
= |_|]P([X < d)
/‘ X X, ont méme loi que X

= F(x)"

e Ensuite :

v Continuité?
Puisque X est a densité, la fonction F est continue sur R; donc F(, , également.

v Caractére €' ?
Puisque F est &' sur R, sauf sur &, la fonction Fn.m également. Or X est a densité, donc l'ensemble
& est fint.
Ainst, F, , est ¢" sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points
Conclusion : la variable aléatoire X, est une variable aléatoire a densité et admet pour densité la
fonction f, ) définie par
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* pour tout x € R\ & :

!’
[(/%”)(X) - /C[N,H)(X)
= nF'(x)F(x)""
= nf(x)F(x)"" X Attention !
On n'oublie pas de poser des
# et pour tout x € &, on pose valeurs “arbitraires positives’ en
les points en lesquels F(, ) n'est

fiom(x) = nf(x)F(x)" 1 pas €.

Conclusion : la variable aléatoire X, ) est a densité et la fonction fi, 5 : x — nf(x)F(x)”"‘ en est une
densité.

1.b. Par une méthode similaire, montrer que X, 1) admet comme densité la fonction f, ) définie par :

Vx €R, fio(x) = nf(x)(1 — F(x)"".

e Soit x € R.
F(/z 1)()() - IPUX(/M) < XU
= ([m'm(M LX) < x])
=1-— P([m'm(Xw, LX) > x])
=1-DP (X > x
Q' ' J indépendance de Xj, ..., X,
=1- P([X; > x
|:| (l ‘) J X1, ..., X, ont méme loi que X
=1—(1-F()"
e Ensuite :

v Continuité ?
Puisque X est a densité, la fonction F est continue sur R; donc F, 1) également.
v Caractére €' ?
Puisque F est ¢ sur R, sauf sur &, la fonction Fn1) également. Or X est a densité, donc l'ensemble

& est fini. | On pourrait aller plus vite ici,
Ainsi, 1) est € sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points. puisque les arguments sont iden-

. . , . . , ) . o o tiques a ceux de la question pré-
Conclusion : la variable aléatoire X[, 1) est une variable aléatoire a densité et admet pour densité la | cédente.

# Rédaction ———

fonction f(, 1) définie par :

* pour tout x € R\ & :

f[MJ(X) = F[/M](X)
= nF )1 = Fx)"

=nf(x)(1—Fx)" 1 X Attention !
On n'oublie pas de poser des
* et pour tout x € & on pose valeur§ ‘arbitraires positives” en
1 les points en lesquels F, 1) n'est
/(u,'\)(X):”/(X)“ 7F(X)) pas €.

Conclusion : la variable aléatoire X, 1) est a densité et la fonction f, ) : x — nf(x)(W - F(x))/7 en est
une densité.

2. Soit x € R et soient n et k deux entiers tels que 1 < k < n.
Pour tout i € N*, on note Y;, la variable aléatoire indicatrice de lévénement [X; < x| Cest-a-dire la variable
aléatoire définie par :

T st Xi(w) < x

w e Vialw) = 0 sinon

2.a. Déterminer la loi de Y;,. On veillera a donner un parametre indépendant de i.
Puisque Y;,(Q) = {0; 1}, la variable aléatoire Y;, suit la loi de Bernoulli de parametre P([Y;, = 1]).

Or :
P([Y, = 1)) = P(IX < x|
( . ) ( ' ) J X; a la méme loi que X Remarque ————
=Fi) En particulier, st F(x) = 0 ou
F(x) =1, la variable aléatoire Y;
Conclusion : Y, — Z’(F(x)) suit une loi certaine.

CONCOURS BLANC - EPREUVE 1 - Page 3/22



2.b. Montrer l'éqgalité d'événements :

Xinp < x] = [Z Yix = k] .
=1

Remarque
Soit w € Q. Par définition de X, la valeur X, (w) est la k-iéme valeur la plus grand prise parmi 4 o pourrait également procéder
Xi(w), ..., Xp(w). Ainst :

par double-inclusion.

w € [Xnpy <x] &= Xpplw) < x
= (ll existe k valeurs parmi Xj(w), ..., X, (w) qui sont inférieures ou égales a x)

= (il existe k valeurs parmi Yj (w), ..., Y, «(w) qui sont égales a 1)
J les Y} . sont a valeurs dans {0;1}

= Z Virlw) > K
i=1

= we[i%,,\2k]
i=1

Conclusion : [X, 4 < x| = {Z e k} .
i=1

2.c. En déduire que la fonction de répartition F(, s de la variable aléatoire X, est donnée par :

VX € R, Fylx) = Z (’;) F()°(1 — F(x))"".

o=k
Soit x €R. On a:
F(/L/\\(X) - IP([)QHJ\) > k])
. J question précédente
=P Zy,x>k})
i=1 J en notant Z, , = Z Yix
Or
v Yix, ... Y. suivent toutes la méme lot de Bernoullt de parameétre F(x);
v X, ..., X, sont indépendantes, donc par lemme des coalitions, Y;,, ..., Y, sont également indépendantes.;

v ZH,,\ - i \/I‘X'
i=1

Par conséquent :
Loy < B(n; F(X))

D'ou, puisque Z,, est a valeurs dans [[0; n] et que k € [1;n] :

P Z/LA 2 k P ZN,X =/
([ ]) 9[ ]) J incompatibilité des évenements de la famille (77,“ = ;])“*[[MI
=) P(Z.=1)
[ J Zo > B(n; F())
. n v n—~¢
- (g)uxw(wux))
0=k
Conclusion : Vx € R, F(,4(x) = (2) F(x)°(1 — F(x))"".
=k

3. Pour tout triplet d'entiers (n, k, ) tel que 0 < k < n et 0 < ¢ < n, on introduit les fonctions polynomiales b, o et
a,« définies respectivement par, pour tout z € R :

boolz) = (;)zm — et apul2) = ibn,g(z)A
0=k

On convient également que pour tout n € N*, la fonction b,_ , est identiquement nulle.

3.a. Soient n € N* et ¢ € [1; n]. Montrer que pour tout z € R :

nel2) = n(ba1o1(2) = baae(2)).

Distinguons deux cas.
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e Si/<n: — Important !

La fonction b, ¢ est polynomiale dont dérivable sur R; et, pour tout z € R : 4 La rédaction fait apparaitre la

disjonction de cas immédiatement.
, n o1 net .y b1 En revanche, la réflexion est

b, o(2) = (@Z (1—2) —(n=20z(1-2) ) différente : on commence souvent

¢ sans repérer les disjonctions, qui

nous "tombent dessus’ plus tard.

n! nl

=—— 0/ =) - ———(n=0) (1 —z)" ] Ici, cest au plus tard au moment
dn—a? U= — gt —020-2) ) etoetn-eqol T
hl / nl ) . de simplifier m(nfé)
- . /-1 1 — n—0 __ : 0 1— 7t il L ion d
7(@7 Tin = g)!z ( z) 7@(” - 1)!Z ( z) g:stna_utgsi %?.ser a question du
(n—1)! 01 (01 (n—1)! 0 10
_ 1 o n o= o\ /I o n
T —i—e—nc 79 T TR

1 —1
n (Z » )ZMU —z) N g (n , )Zé(1 —z) "t

- /7(b/7 1,0 W(Z) 7b/7 1,V(Z))
e Sil=n:
On a, pour tout z € R :

n—1

bn,ﬂ(z) - Z” , b/7—1,n—1(z) =7z ) bn;},m(z) = 0 (él’]OI]Cé)

Ainsi, la relation trouvée est encore valable quand ¢ = n.

Conclusion : Vz € R, b;{(Z) = n(b,,,«g,q(Z) — b”,«é(z)).

3.b. Soient n € N* et k € [1;n]. Déduire de la question précédente une expression de a;,, en fonction de l'une
des fonctions by, avec m et £ a déterminer en fonction de n et k.
La fonction a, ; est dérivable sur R comme somme de telles fonctions; et, pour tout z € R :

n
0(2) = ) b,l2)
—k J question précédente, licite car ¢ parcourt [k; n] et que [k;n] C [1;n]
n
=) (bn-10-1(2) = b1 (2))
0=k

J télescopage
- ”(b” 1.k 1(Z) - bn W,n(Z))
J bn—1., est nulle
nb,_1-1(2)

Conclusion : Yz € R, a), ((2) = nb,_1-1(2).

3.c. Soient n € N* et k € [1;n]. Montrer que la variable aléatoire X, admet comme densité la fonction f, 4
définie par :
n—1

R, f, =
Vx € R, (,k)(X) n(k—1

) F)F()" (1= Fx)" ™"

On rappelle que :
VX & R, F(,,‘k)()()

I
—_—
— =

Ly
=

\

iy
=
I

v Continuité ?
Puisque X est a densité, la fonction /= est continue sur R; donc F, x) également.

v Caractére €' ?
Puisque F est €' sur R, sauf sur &, la fonction Fin 6 également. Or X est a densité, donc 'ensemble &
q (nk) €9
est fini.
Ainsi, Fi, 1y est €' sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.
(n.k) p

Par conséquent, la variable aléatoire X, s est a densité.
Ensuite, on remarque que pour tout x € R :

Fun() =) bne(F()
0=k
- Gu,k(F(X))

Par conséquent, X, admet pour densité la fonction f, s définie par :

e pour tout x € R\ & :

fn iy (x) = Flo (%)
= F'(a, (F()
= F'(x)nby_14-1(F(x))
= f(x)nby_1 -1 (F(x))

J question précédente

] J définition de b, 151, licite car 0 < k—1<n—1
n—

= f(x)n (k N ) F(x) (1= F(x)

n—k
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e et, pour tout x € &, on pose

n—1
k—1

n—k

Tk (X) = f(x)n ( ) F(X)H (1 — F(X))

Conclusion : la variable aléatoire X, s est a densité et la fonction f, 4 : X — n (

n—k e
en est une densité.

Fx)

n—1
k—1

) F)F ()" (1=

4. Soit x un réel tel que 0 < F(x) < 1.

4.a. Soient a €JF(x); 1| et € > 0 tel que a — F(x) > .
Montrer que pour tout entier n suffisamment grand, on a Uinclusion d'événements :

B

et en déduire que :
llm F(n,LanJ)(X) = O.

n—-+00

n

e Soit n un entier suffisamment proche de +oc0. Soit w € [Z Yie = Lanj]. Autrement dit :

i=1
Zyx(w) > LO.HJ

D'ou, puisque |an| > an—1:
Zyy(w) = an —1

Et ainsi : ; :
7Z/7x o F > S F o
7, lw) = F(¥) > 0= F()
Or: :
lim a—F(x)——=a—F(x) > ¢
n—-+o00 n
Donc, pour n suffisamment proche de +o0, on a :
1
a—Fx)—=2>¢

n
Et ainsi, pour n suffisamment proche de +o0 :
1
;Zm(w) —Fx)> ¢

Ainsi, par croissance de |.| sur R* (¢ > 0) :

Conclusion : pour tout entier n suffisamment proche de +o0, on a

[Z V> LanJ] c { Y v - Ft
i=1 i=1

26}

e On a, pour tout n suffisamment proche de +oo :

F(n,[zmj)(x) - IP([X(H,[UMJ) < X])

i e [anJ] )

=1

LSy, Fiy
i=1

D'oli pour tout n suffisamment proche de 400 :

J question 2.b.

=P

<P

28]

>

0< F(u,{mzj](x) <P

Or, (Yix)ien+ est une suite de variables aléatoires :
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point précédent et croissance de P

= Pour info... ———
< Tous les réels de 0; a — F(x)|
conviennent...

= Rappel...
Vx €R, Ya € RT,
xX=a
x| >a < < ou
X< —a




v indépendantes,
v admettant la méme espérance F(x) et la méme variance (car toutes de loi %’(F(X)))A

Ainsi, d'apres la loi faible des grands nombres, licite car € > 0 :

2%

Conclusion : par théoreme d'encadrement, on obtient lim F, |4))(x) = 0.
+o00

n—+o

1

B Z Viw = F)

lim P

n—+o00

=0

4.b. Soient a €]0; F(x)[ et € > 0 tel que F(x) —a > &.
Montrer que pour tout n € N* :

G

et en déduire que :

1
Soit N*. Soit -SN Y. —F
e Soitn & otwe['nz ‘ (x)

—&< 12”,/\(0‘)) o F(X) <e
n

Ainsi, puisque € < F(x) — a :

a—F(x) < %Z,Y‘X(w)ff(x) < Flx)—a

Dot :
an < Z,(w) < 2nF(x) —an

En particulier, puisque an > |an], on a :

Par conséquent :

Conclusion : pour tout n € N,

[i e [anJ] D {

e On a, pour tout n € N* :

F(H,‘OHH(X) - IP([X(/WlO'”‘) < X])

J question 2.b.

=P Y, = |an
; S [ J} ) J point précédent et croissance de IP
1 n 1
>P — Yi.—F
> : Z «—Fl|<e )
D'oti pour tout n € N* :
T=P | [|=) V= F() 25] < Finfan(x) < 1
i=1

Or, comme en question précédente, d'apres la lot faible des grands nombres :

! > Yie — F(x) 28:|
n
i=1

Conclusion : par théoreme d'encadrement, on obtient lim F, |40 (x) = 1.
n—+oo

lim P

n—+o00

-0

5. On suppose pour cette question qu'il existe un intervalle ouvert / =]a; b|, avec éventuellement ¢ = —oco ou b = +o0,
tel que f est continue sur /, f(x) > 0 pour tout x € [ et f(x) = 0 pour tout x € R\ /.
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5.a.

5.b.

Montrer que la fonction de répartition associée F est bijective de / dans ]0; 1.
Puisque f est continue sur /, la fonction F est %" sur | et pour tout x € [ :

F'(x) = f(x) >0

Par conséquent, la fonction F est :
v continue sur / (comme fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité),
v/ strictement croissante sur /.

Ainsi, par théoréeme de bijection, la fonction F est bijective de / dans F(/), avec :

F(l) = F (Ja; b]) R - e
. . est continue sur |a; b| et strictement croissante sur |a;
=|lim F(x); lim F(x)[ J
a x—=b J F est continue sur R
=|F(a); F(b)[
Or :
a
F(a) = f(x)dx — Remarque
—o0 J f est nulle sur | —o0; @ Un tel niveau de détail pour les
=0 valeurs de F(a) et F(b) n'était
sans doute pas attendu; mais il
) convient tout de méme de justifier
et: 4 au moins brievement. Dans l'idéal,

F(b) F(x)dx

o]

|
/f: F(x)dx — /Dmf(x)dx
1

b

J relation de Chasles

J f est une densité: et f est nulle sur U), +r>o{

Conclusion : F est bijective de / dans |0; 1[.

On note F~" la bijection réciproque de la fonction F restreinte & / et on fixe a €]0; 1],

Montrer que la suite de variables aléatoires (X, an)))nen converge en loi vers une variable aléatoire certaine
égale & F7'(a).

Soit Z une variable aléatoire suivant la loi certaine égale & F~'(a). Notons F sa fonction de répartition. On

a ainst :

0 six<F (o) p

WER Fzlx) = {1 Sstx > F’W(a)

On sait que F est continue sur R, sauf en F~'(a). Soit alors x € R\ {F~'(a)}.
Puisque o €)0; 1[ et que F~'(]0;1[) =Ja; b[, on @ F~'(a) €]a; b. Distinguons alors quatre cas.

e Six<a:
Dans ce cas F(x) = 0 et on a aussi, pour tout n € N*, F, |an))(x) = 0.
Dot :
lim Fojanp(x) =0
notoo | : J)( ) J x<a<F ()
= Fz(x)

e Sia<x<F'(a):
Dans ce cas, puisque F est strictement croissante sur }a; b[ :

Fla) < F(x) < a

Autrement dit :
0<Flx) < a

Ainsi, d'aprés la question 4.a., licite car 0 < F(x) < 1 et que a €]F(x);1], on a :
im Fianplx) =0

n—+o00 x < F 1(0)
= Fz(x) J

o SiFa)<x<b:
Dans ce cas, puisque F est strictement croissante sur |a; b| :

a < F(x) < F(b)

Autrement dit :
a < F(x) <1

Ainsi, d'aprés la question 4.b., licite car 0 < F(x) < 1 et que a €]0; F(x)], on a :

liTrFm,\anu(X) =1 -
e J x> F"a)
— F7(X)
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il serait tout de méme bon de
procéder comme rédigé pour bien
faire apparaitre l'importance des
hypotheses faites sur f.

— ¥ Conseil du chef ¥ —

Lorsque la loi limite est donnée, il
est utile de commencer par rappe-
ler sa fonction de répartition :

o si elle n'était pas déja donnée,
il y a un point de baréme pour le
faire;

o 'avoir sous les yeux permet de
mieux distinguer les cas |




5.c.

e Six>b:
Dans ce cas f(x) = 1 et on a aussi, pour tout n € N*, F(, o (x) = 1.
D'ou :

lim Fm ('u“\(X) =1 1
n——+00 J x=b>F '(a)
= Fz(x)

On a ainsi démontré :
Vx € R\ {F (@)}, lim Fpjan(x) = F2(x)

n—+o00

Conclusion : (X, lan]))nens — Z, ou Z suit la loi certaine égale a F ‘(0’).

n—-+o00

En déduire que la suite de variables aléatoires (X, |on)))nen+ converge en probabilité vers une variable aléatoire
certaine égale & F~'(a).
Soit € > 0. Pour tout n suffisamment proche de +o0 :

P ([ X janpy — F ()] = €]) =1 =P([[ X janpy — F ()] < €])
=1—P([—& < Xy jan) — F (@) < €])
:Wilp([F ‘(O)ié—(\)\/\u\/'m(\l[ 1(C/)“rc‘:)
| ! J Xin,lan]) €st a densité (question 3.c)
=1-F, (;M\(F (O)JFE)JF’E““\H“\J(F ((1)75)‘
Or :

e >0 donc F '(a)+ &> F '(a) et ainsi, d'apreés la question précédente :

lim Fioanp (F (@) +€) =1

n—-+0o0
e >0 donc F '(a) — e < F'(a) et ainsi, d'apreés la question précédente :

‘Mm’ Finl. ,,Jy(f"(a) — 5) =0
Par conséquent :
im 1= Fioanpy (F (@) + €) + Finjan (F(0) —€) =0

n—+o00

Conclusion : la suite de variables aléatoires (X, |an)))nen+ converge en probabilité vers une variable

aléatoire certaine égale a F'(a).

En général, la CV en loi n'im-
plique pas la CV en proba (cest
la réciproque quti est vraie). Mais
dans le cas d'une CV en lot vers
une loi certaine, c'est le cas.

Remarque —————

Comme dit dans le "Pour info' ci-
dessus, si (Z,),en* CV en loi vers
une VA Z suivant une loi certaine
égale a ¢, alors (Z,),en* CV en
proba vers c.

La démonstration est identique

a celle rédigée ici. A écrire pour
s'en convaincre.

6. Dans cette question, on souhaite écrire une fonction Python d'en-téte def tri(L) : permettant de trier dans l'ordre
croissant les valeurs d'une liste L sans utiliser de fonction de tri prédéfinie dans Python.
Pour cela, on utilise un algorithme de tri appelé tri par insertion et défini de la fagon suivante :

On aqit sur les coefficients de la liste L, que l'on suppose numérotés de 0 a s — 1.

Pour chaque k compris entre 1 et s — 1, avant l'étape k les coefficients numérotés 0 a kK — 1 de L ont déja été
classés dans lordre croissant, les coefficients suivants étant inchangés.

['étape k consiste alors a insérer la valeur x du coefficient numéroté k de L en bonne position parmi les k + 1
premiers coefficients de L afin qu'a lissue de l'étape k les coefficients numérotés 0 a k de L soient classés
dans lordre croissant, les coefficients suivants étant inchangés.

Par exemple, en partant de la liste L=[38,28,35,24,31,15], les étapes de l'algorithme de tri par insertion donnent
successivement :

[28, 38, 35, 24, 31, 15]
[28, 35, 38, 24, 31, 15]
[24, 28, 35, 38, 31, 15]
[24, 28, 31, 35, 38, 15]
[15, 24, 28, 31, 35, 38]

Compléter la fonction tri ci-dessous afin que son exécution mette en ceuvre l'algorithme de tri par insertion décrit
ci-dessus puis renvoie la liste L dans laquelle les valeurs sont rangées dans lordre croissant.

def tri(L):
s=...
for k in
x=L[k]
i=...
while x<L[i] and i>=0:
L[i+1]=...
return L
Voici :
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def tri(L):
s=1len (L)
for k in range(1,s):
x=L[k]
i=k-1
while x<L[i] and i>=0:
L[i+1]=L[1i]
i=i-1
L[i+1]=x
return L

On écrit le programme Python suivant a la suite de la fonction tri :

def echantillonX(m):

def X(n,k):
L=echantillonX (n)
return

n=5000

A=np.linspace(0.01,0.99,99)

B=[]

for a in A:
k=int(np.floor(n*a)) #k=partie
B.append (X(n,k))

plt.plot(A,B,"r+")

plt.show ()

entiére de n*a

La fonction echantillonX, que l'on suppose déja écrite pour les trois questions suivantes, renvoie, sous la forme
d'une liste, une réalisation du n-uplet de variables aléatoires (Xi, X, ..., X,).
On suppose que la densité de X satisfait les hypotheses de la question 5..

7.a. Compléter la fonction X afin qu'elle renvoie une réalisation de la variable aléatoire X, lorsqu'on lui fournit
en entrée deux entiers n et k tels que 1 < k < n. On pourra utiliser la fonction tri.
Il suffit d'ajouter return tri(L) [k-1] qui permet de trier la liste L puis d’en récupérer le k-ieme plus grand
nombre.
7.b. En exécutant le programme, on obtient l'affichage suivant :
6.0 _FFFF'j—
i
5.5 ;de#
A
H
5.0 - P
ol
4.5 #ﬁ
;#
4.0 ﬁfﬁ
i
+
3.5 1 ++;q+
44
L
3.0 A
o
+p‘*FFF
2.5 1 ﬁdﬁ
2.0 - #
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
A quoi correspondent les points affichés sur cette représentation graphique?
Les 99 points de ce graphique ont tous une abscisse @ € {0,01;0,02;...;0,99} et une ordonnée correspondante
étant une réalisation de la variable aléatoire X, |an)) lorsque n = 5000
XxX—2
7.c. Démontrer que pour tout x €]2;6, F(x) = = En déduire la loi commune des X; simulées par la fonction
echantillonX.
e D'apres la question 5.c., pour tout a €]0; 1], la suite (X(nan}))nen+ converge en probabilité vers F "a).
On peut donc considérer que pour tout a €[0;1], toute réalisation de X 5000,|5000¢)) fournit une valeur

approchée de F~'(a).
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Par conséquent, les points du graphique ci-dessus sont tous proches des points ((I,/L ‘((7)) lorsque
a €{0,01;0,02; ..;0,99}. Ainsi, on peut donc légitimement supposer que F~' est une fonction affine sur
10; 1] telle que

imF'x)=2; limF'(x)=6

x—0 x—1
x>0 x<1

Dot :
Vx €]0;1], F'(x) = 4x + 2
Enfin, on sait que F " est bijective de |0; 1[ dans |2; 6. Soit donc y €]2; 6. Résolvons F~'(x) = y, d'inconnue
x €l0;1].
Soit x €]0; 1. On a :
Flx)=y e 4x+2=y

_y=2?

— X 4

-2
Conclusion : Yy €]2;6[, F(y) = £l .

e On reconnalt la fonction de répartition de la lot uniforme sur ]2; 6. Or la fonction de répartition caractérise
la loL.

Conclusion : la loi communie des X; simulées est la lot uniforme sur [2; 6[. |

7.d. Compléter alors la fonction echantillonX par une ou plusieurs lignes de code pour que le script produise une
représentation graphique de valeurs simulées proche de la représentation graphique ci-dessus.
Il suffit d'ajouter la ligne : return 2+4*rd.random(n).

PARTIE 2

On s'intéresse dans cette partie au cas ol (X)ien+ est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant toutes la méme lot exponentielle E(A), avec A €]0; +oq.

On admet le résultat suivant :

Remarque
%n trouve l'expression de téte !

= Rappel... ——
JiPour simuler une uniforme sur
[

a; b] : a+(b-a)*rd.random()

Remarque
La ligne return
[2+4*rd.random() for k in
range(n)] convient également.

St Y et Z sont deux variables aléatoires a densité, indépendantes, de densités respectives fy et f telles qu'au moins
l'une de ces deux densités est bornée, alors la variable aléatoire Y + Z est a densité et admet pour densité la fonction
h définie sur R par :

+00

Vx €R, h(x) =/ fy(x — t)f2(t)dt

—00

8. Soit n € N* fixé.
8.a. On note (T4, ..., T,) une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que :
pour tout i € [1;n], T; suit la loi exponentielle E((n — i + 1)4).
Pour tout k € [1;n], on note de plus Sy = T1 + ... + T.

Montrer par récurrence sur k € [1;n] que la variable aléatoire Si est une variable aléatoire a densité de
densité la fonction g, définie par :

n—1

Yx € R, goilx) = ”(k—1
0 st x <0.

))\e_M”_k“)X(T _ e—)\X)k—1 st x > 0,

e Initialisation. Pour k =1 :

a 71 = 11, 1S it le i i arametr A Al S‘, ,71 /aria aléatol Fs ité
Onas T4, et T; suit la lol exponentielle de paramétre nA. Ainsi, Sy est une variable aléatoire a densité
o ) 0 six <0

et admet pour densité la fonction x — N .
nie six >0

Or, pour tout x € R:

n—1
B /‘L@—/;/;,\U oMb i x > 0,
QM(X) - ( 0 ) )

0 st x <0.
| nke Msix >0
0 six <0

Ainst Sy est une variable aléatoire a densité, de densité la fonction g, : l'initialisation est vérifiée.

e Heérédité. Soit k € [1; n—1]. Supposons que Sy est une variable aléatoire a densité, de densité la fonction
gnk; et démontrons que Sgyq est une variable aléatoire a densité, de densité de la fonction g, 1.
Remarquons que :

Skt = Sk + Tiga

Or:

CONCOURS BLANC - EPREUVE 1 - Page 11/22



v par hypothese de récurrence, Si.q est une variable aléatoire a densité, de densité g, ;

v Tiiq suit la lot exponentielle de parametre (n — k)A; donc Tiyq est une variable aléatoire a densité,

(n — k)Ae "I six >0

0 six<0’

v les variables aléatoires Ty, ..., T, sont mutuellement indépendantes, donc par lemme des coalitions,
les variables aléatoires Sy et Tyyq sont indépendantes;

v la fonction f7, ., est bornée (minorée par O et majorée par f7,,(0), car décroissante sur R™).

de densité la fonction f7,, 1 x —

Remarque
Par conséquent, d'aprés le résultat encadré dans l'énoncé, la variable aléatoire Siyq est a densité, de Puisque S + Tyt = Teet + St

+0o0
S . on a le choix de la densité qui
densité la fonction x — j fr.,(x = t)gnk(t)dt. porte le x — ¢ (un changement de
. > variable permet également de s’
Or, puisque g, est nulle sur | —o0; 0], on a: ramener)P E v

+oo +00
Vx € R, / frm (x —t)gn(t)dt = / frm (x — t)gni(t)dt
. 0

00

Soit maintenant x € R.

* Six<0:
Dans ce cas, pour tout t € R*, x — t < 0 et donc

Vt € R+, f’kM(X* t) -0
Ainst :
+00
/ f/kM(X_t)gn,k(t)dt:O
0

- gn,k’JH(X)

N
>
N
o

* Six>0:
On a, pour tout t € R :

t>0 £>0
—
f/kH(X_t):O X—téO

= t>x
Dol :
+0o0 X
/ kafw(X — l’)gmk(t)dt = ka—1 (X — f)gn’k(t)dt
0 0 x > 0, donc pour tout t €]0; x|,

_ /X(n — K)he kit (” =1 ) e A=k (g _ gty J t>0etx—t>0

0 k—1
— n(n— k) (n—1)! Ja—(n—kIw /X elr—RItg—(n—kiit g =t _ q=ht)k=1 gy

(k —1)l(n — k)! 0 Jk<ndoncnfk#0
(n—1)! —(n—k) [X —ht —Atyk—1

=n— —————— e " AT (1 —e7 M) dt

(k—=Nln—=1—k) 0 Jk—ﬁé—w
-1 (n - 1)‘ /\ef(nfk)/\x 1 (»] o efkt)k :

(k—=Nln—=1—k) k 0

(n—"1)! ik ok
. 7/\ (n—k)Ax /I o AX
Tam—1-r"¢ (1—e)
n—1 k

=n )\ef(nfk))\x 1 — ef/‘x

( k ) ( ) x>0
= Gnk1(X) Remarque

Ce n'est pas la question la plus
Par conséquent, Sy, est a densité, de densité g, .1 : U'hérédité est établie. facile; mais elle rapporte beau-

coup de points, il faut donc s'en-
| tratner pour en récupérer le plus
possible !

|Conclusion : pour tout k € [[1; n], la variable aléatoire Sy est a densité, de densité la fonction g,, .

8.b. Soit k € [1; n]. Vérifier que Sy suit la méme lot que X, 4.
D’apres la question 3.c., X, « admet pour densité la fonction f, , avec, pour tout x € R :

fni(x) =n (n o ) F)F () (1= F(x))”’k

k=1 J ici, Xi, ..., X, suivent la lot &(A)
0 six <0
- n—1 —x Iy k=T1 [ a=Ax\ 1k
e Ao — e M) (e) six>0
0 six <0
- -1 ‘ ,
n (Z : ))\ef)xef(nf/\')/\x(»] o efAX>k7W Six > 0
0 six <0
- n—1 —(n—k+1)hx —ayk—1
AP Ae (T—e™ stx >0
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= gnk(x)

Par conséquent, Si et X, 4 ont méme densité.

Conclusion : Sy suit la méme loi que X, 4.

9. Soit (n, k) un couple dentiers tel que 1 < k < n.
Montrer que X, admet une espérance et une variance données par :

K 1k
B = 7 ey o Ve =

—L+1

k

On sait que S = g T:. Ainsi, la variable aléatoire S; est une somme de variables aléatoires admettant une

i=1

espérance et une variance; elle admet donc également une espérance et une variance, et :

k
—E[)_T
J linéarité de l'espérance, licite car toutes existent

i=1

k
:ZE
- J ie [Lk] T &((n—i+1)A)
_,:\ (n—i+1)A
_ly
A n—i+1

V(S) =V

k
)T
i=1 J T4, ..., Tk sont indépendantes

k
Zv
J Vie [Tk T &((n—i+ 1))

~

(n—i +1)/\)Z
k

: /771+1

i=1

l
N2

=

Conclusion : d'apres la question précédente, on en déduit :

V(X ) = S
Ko )\Z7fl+1' Xiax) AZZ(nf[JrT)Z

10.10.a. Montrer que pour tout entier j > 1 et tout x € [j;j+ 1] on a :

o<1 2
jox X2
Soient j € N"etx €[j;j+ 1. Ona:
PR R R
/X XJ X° Jx,/‘)O
2
— 0<x—j<—
X JX>O
= 0<x(x—)) <2

x = >0, donc:
x(x—/) =0

e la fonction f : x —— x” — xj est dérivable sur [j; j + 1] et, pour tout x € [j;j 4+ 1] -

fl(x)=2x—|
(x) J /@/

> A
>0 JieN
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10.b.

10.c.

La fonction f est donc croissante sur [j; j + 1]; d'ol :

Vx e+ fx) <f(j+1)

Et
G+ =0+0G+1=))
=j+1 ‘
<2j J s
Ainsi :

x € [jij + 1), x(x — j) <2

Par conséquent, on a :
Vxelij+1, 0<x(x—j) <2

Conclusion : par équivalences, on a établi

x| =
>
N

Vie N, Yxeli;j+1], 0<

- =

En déduire l'encadrement, pour (n, k) € N” tel que 1 < k < n:
1 n+1 1Ln n+1 +g 1 1
)\ n—k+1 S n—k+1 A\n—k+1 n+1)°

Soit (n, k) € N? tel que 1 < k < s
e D'une part, d'apres la question 9. :

k
1 1
EXp ) =~y ——
(Xin.k) A%;n71+1 J/:”7W1
B 1 n 1
)\/—/77k-1 j

1 1

x ] Tx  x
Do, en intégrant sur [f; j + 1], licite car les fonctions en jeu sont continues sur le segment [j; j + 1] et par
croissance de l'intégrale (licite car j < j+ 1) :

j+1 j+1 j+1
[ Mo [ 1 2]
j X j ] j X X

L I
)+ 1) = n(j) < = <o+ 1) - Ln(j)+2(m,7)

D'oti, en sommant pour j € [n — k + 1; n], licite car k < n, doncn—k+1>=1:

Autrement dit :

n n

: : 1 - _ 1
Y (nj+1 =)< Y jé > (G +1) = In() +2 Z: (7—717)

j=n—k+1 j=n—k+1 j=n—k+1 j=n—k+1
Ainsi, par télescopages :
n(n+1)—In(n —k+1) < Z 1 In(n+1) —In(n —k +1) + 2 S
n—k+1 n+1

j=n—k+

D'our le résultat, puisque A > 0.

Conclusion : pour (n, k) € N? tel que 1 < k < n

1 n+1 1 n+1 2 1 1
) <EXp) < | ————— ) S — — — —
An(nkarT) (Xiow) /\ln(nf/<+1)+)\(nf/<+1 n+1)
Montrer que pour tout a €]0; 1] :
HLLTOOE(X(,, Lan] )) = —fln(1 —a).

Soit @ €]0; 1]. Ainsi, pour tout n € N*, on a an < n et, pour n suffisamment proche de +o00, on a également
an = 1. D'ol, pour tout n € N, suffisamment proche de +o0 :

1< an| <n

et donc, d'apres la question précédente :

n+1 1 n+1 2 1 1
7l‘ T o a gEX” an gil T T A I o
/\n(nf[anJ+1) Xinany) An(nf[a/7J+1)+/\(nfLanJ+1 n+1
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— Remarque

Il serait sans doute accepté

d'écrire directement que

lan] ~ an; mais il faut
n—+o00

® Oh a

n+1 141
n—lan|+1 1— 41
tout de méme justifier proprement

mats que lim (n—|an|)=1—a;et
an—1 _|an| _ an Ut ,

< pour cela, nous n‘avons pas trop

n n n le choix que de procéder comme

4 je lai fait..

D'ot, par théoreme d'encadrement :

_ an
lim J =a
noteo Remarque

Ainsi, par opérations et composition, puisque 1 —a % 0 : — 1

' ' Ou continuité de ln en T

T+ 1
lim n liw” =In
n—+00 1 — % + ,17 1—a

lan|

= @, on obtient :

lim ! - lim ! ! -
noteo \ n—lan]+1  n+1 n—too | N1 — @ +1 o+

0

e ef, en utilisant a nouveau Llim
n—+o00 n

2170%0

D'ou :

lim 1ln n+1 lim 1[1 n+1 +2 1 1 1[1 1
— — = I — r S — — = —|r
ps o A n—lan] +1 p oo A n—lan]+1 A\n—lan]+1 n+1 A 1—a

Par théoreme d'encadrement, on obtient finalement :

1 1
lim E(Xin|an)) = 1 n ( )

n—+o0Q

1
Conclusion : Va €[0;1], lim E(X‘”,‘m‘,) =3 In(1 — a).

n—+o09

11. Montrer que pour tout a €]0; 1] :
lim V(X(n,[anj)) =0.

n—-+o0

Soit a €]0; 1]. Comme en question précédente, on peut appliquer le résultat de la question 9. pour n € N* suffisamment
proche de +oo, et ainsi :

lan]

1 1
VXn,un = 75 T 12
(Xin Lan))) AZ;(nflJrT)Z J/:/)7i+1

1T &1
:PZF

j=n—lan]+1

1 1
- Zﬁ,
j=1

n—|an|

1
L7

Or: . == Pour info...
1 — 1 +00 2
v la série — est une série de Riemann convergente, notons S = — 1_n
> gene > L o
j21 j=1 j=1
v dapres ce qui a été fait en question précédente :
) an
lim n—|an] = lim n (1 _ Lan] )
n—+o00 n—-+00 n J 1—a > 0
= +00
Par conséquent :
1 n 1 n—|an| ]
lim V(X 1ann) = lim — - — -
n—+00 ( (n,lcn|)) n—+o00 )\Z jZ /‘Z
j=1 j=1

Conclusion : Va €]0; 1], lim V(X an))) = 0.

n—+o00

12. Soit a €]0;1].
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12.a. Soient n € N* et € > 0. Montrer que :

1

1
P (‘)((n,[anj) + I In(1—a)| = 6) < ;E

1 2
(X(n,[anj) + X ll’](] — a)) ) .

2

. 2
Notons Z, = (X(,7,|m) + 3 In(1 — a)) . La variable aléatoire Z, :

v est a valeurs positives,
v admet une espérance, car X, |4y} admet un moment d'ordre 2, donc cest également le cas de X, |an)) +

1
3 In(1 — a).
Ainsi, d'apres l'inégalité de Markov :

Ainsi, avec g = & > 0 :

Or, par stricte croissance de V- sur R* :
P(Z/7>52):IP( Zn)‘g‘)

D'ou le résultat, puisque € > 0.

1 1
Conclusion : P ( X lan)) + ) In(1—a) —E

26)<

1 2
(X(,,‘L(,,,J) + X ln(1 — a)) ) .

12.b. En déduire que la suite de variables aléatoires (X(n,[(mj)) converge en probabilité vers une variable aléatoire

) neN*
certaine égale a -3 In(1 — a).

Soit € > 0. D'apres la question précédente :

1
VneN, 0<P (‘X(”,lam + (1 — a)

(XMCHJ) + % In(1 — a)) )

Or, d'apres la formule de Koenig-Huygens : :

2

1 2
(X(,ﬂnﬂ\) + —In(1T — a))

E
A

1 1 2
=V (X@ﬂmﬂ)‘i’*[ﬂ“ 7@)) + (E (X(/7“0/7|)+7|~m(,| 7(1)) )
A A J linéarité de l'espérance, propriété de la variance

2

1
:VX/L(/H +(EX/7,0/7 +*ll11*0{)
( o J)) ( o J)) A ( ) J questions 10.c. et 11.

— 0
n—+o00

Par théoréme d'encadrement, obtient :

1
lim P (‘X(,MM‘) + -1 —a)

n—-+o0o /\

26)20

Conclusion : on a établi :

: 1
Ve > O' I]LETDCP ('X(/7,|0'/7|) + ; ln(1 — O)

25)20

Ainsi (X[m‘ lan]) )

neN*

converge en probabilité vers une variable aléatoire certaine égale a -3 In(1 — a).

13. Quelle question de la partie 1 permet de retrouver le résultat précédent?
Il s'agit de la question 5.c.. En effet, avec [ =R™ et f : x +— {O B S.L XS O, la fonction f est :
de ™ six >0
v/ continue sur /,
v strictement positive sur /,
v/ nulle en dehors de /.

Ainsi les hypothéses de la question 5.c. sont respectées. Par conséquent (X(MMJ)) converge en probabilité vers

neN*
une variable aléatoire certaine égale & F'(a).

Or, pour tout y €]0; 1], pour tout x € R™ :
Fix)=y < 1—e M =y

= e M=1—y
J 1—y>0140
-1
= X:Tln(ng)

—1
Et ainsi, puisque o €]0;1[, on a F~'(a) = - n(1 — a).
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PARTIE 3

14. On admet pour cette question le théoréme suivant :

Théoréme :
Pour tout n € N¥, il existe une famille (7,1, ..., T,,) de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que : Remarque
e pour tout i € [1;n], la variable aléatoire T, suit la loi exponentielle E((n — i+ 1)A) ; ILy a une légére ambiguité dans
. le sujet : il faudrait, la encore,
o pour tout k € [1;n], on a X = Tot + - + Tk supposer que X, ..., X, suivant la

lot &(A) pour comparer les deux
En quot ce théoreme donne-t-il un résultat plus fort que ce qui a été prouvé en 8.b.? résultats.. On pourrait penser
En question 8.b., on a seulement établi que X, 4 et T3 4+ ...+ T (ot T; suit la loi rf’(/z — i+ 1)/))) ont méme loi. Ce |94 C® t_heoreme est valable pour
R . . . . . , . A . ) / toute loi commune aux X, ce qui
théoreme affirme en fait qu'il existe des variables aléatoires 7; de loi & (n —i +W)A)) telles que X, et 71+ ...+ Tk | wa aucune raison dtre le cas.

sont égales : ce qui implique en particulier le résultat de la question 8.b.. Les hypotheses de la question 19.
confirment cela.

o~

Le but de la fin du probléme est de démontrer ce théoréme dans le cas ol n = 2.
Soit g €]0; 1] et soit p = 1 — g. On dit qu'une variable aléatoire Z a valeurs dans N suit la lot £(g) st :

Vk €N, P([Z = k]) = pq".

15. On suppose que Z suit la lot £L(g). Donner la valeur de l'espérance et de la variance de Z. Déterminer IP([Z > 5])
pour tout £ € N.

e Remarquons que, pour tout i € N* :

P(Z+1=i)=P(Z=i-1)

_ gt J[q;iN

Ainst Z +1 — ¥4(p). Or Z = (Z 4+ 1) — 1, donc Z admet une espérance et une variance...

Conclusion : E(Z) = q et V(Z) = %
P f

e Soit £ € N. Puisque ¢ est entier et que Z est a valeurs entieres, on a :

Ainsti :
P(lZ>7]) =P =k
([ . ]) ,\L'J/[ ) / incompatibilié des évenements de ([Z = k]), _p, ool
00
=Y P(Z=k)
— J >0
: k
=) _rg
P, / i=k—"¢
+00
=pq’ Z q'
i=0
= pg® ; Remarque
Pq 1—q Dans le cas ol Y — ¥(p), on
démontre souvent que pour tout
. . , . n €N, P([Y>n])=(1-p)". On
Conclusion : V¢ € N, ]P(‘Z > ;U =q. retrouve bien cela ici...

16. Soit n € N* et soit (£, ..., Z,) une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes de lot £(q).
On pose U, = min(Zy, ..., Z,).

16.a. Calculer P(U, > ) pour tout ¢ € N.
Soit £ € N.

P(H»’,, > Fl) - ]P(\m'm(Zw, )=V
Nz =e¢
i=1
=[r(z > )
i=1
= |_|q"/
i=1

Conclusion : V¢ € N, P([U, > ¢]) = ¢"".

)

=P

J Zy, ..., Z, sont indépendantes

J pour tout i € [1;n], Zi < L(q) et question précédente, licite car £ € N
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16.b. En déduire que U, suit une lot L£(r) pour un certain parametre r a déterminer.
Soit £ € N. On a

U, =0 =1[U, =¢]UlU, > 7]
) J U, est a valeurs entiéres et ¢ est entier
— (U, = 0U[U, > £+ 1]
Dol :
P([U, > ¢)) = P([U, = €]U[U, > ¢ +1]) o
a té de [U, = 0] et [U, >
:IP([U”:@])JrIP([U”>€+H) Jm(ompnuu(u' i Jet] +1]
Ainsi : # Rédaction
On peut aller plus vite et certai-
P(U, =7¢]) =P([U, > ?¢]) —P([U, > ¢ +1 nement se contenter de donner
([ ' ]) (/[ T ) ]) <[ o ]) J question précédente, licite car £, ¢ +1 &N directement cette égalité pour dé-
= (7”‘ — (7”“ H buter (sans ce qui précede).
= (q”)LU —-q") * Classique ! %

Les questions 15., 16.a. et 16.b.

- sont trés classiques (voir d'ailleurs
Conclusion : U, — L(q"). | ( Question classique 11) Il n'au-
rait d'ailleurs pas été surprenant
. . SO L A . . . ue 'énoncé ne guide pas et de-
17. Soient /;,Z, deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi L£(q). Soient ki, k, deux entiers naturels. ﬂ,ande dlrectemegm la l%i de U,

Montrer que :

P2 > kN2 — 2 > k) = —— g g,

1+4q
D'aprés la formule des probabilités totales, avec ([Zw = iUFN comme systéeme complet dévenements, la série
ZIP([Z =iN[Z > kN[Z — Z1 > k) est convergente et :
i=0

P4 =2 kn[LH -4 2 k) = P(lZ=in[4 =2 kNL -4 2k
4> kinl 1 ) ; ( Inia > kin| ] ])J Vi<k, [Z1=00Z > k=02

— Z]P([Z — LJQ[Z1 2 k}Jﬂ{Zﬁ —Z] 2 /(ZJ)J o

iy Z ki L =lcliZhk

— iIP([Z =inL—-24 > /QJ)

i=kq

~3 BZ=niz> i+ k)

i=ky J Zy et Z; sont indépendantes

. ;IP([Z B [](IP([ZZ o kl]) 7 — L(q) et

)
Wiz k. (€N i+keN

i—ky J/‘—szq

o 2ky+ky
(1=q)(1+q)

2ky +ky 1

=4 14+gq

Conclusion : Yk, k, € N, P([Z > kN -2 2 ky]) =T
q

18. Soient Xj, X; deux variables aléatoires indépendantes suivant la lot exponentielle £(A). Soient x, y deux réels positifs

ou nuls.
18.a. Soit m un entier naturel non nul. On pose Z; = [mXy] et Z, = | mX3]. Montrer que les variables aléatoires Z, Remarque
et Z; suivent toutes les deux la loi £(g), oli g est un paramétre que l'on précisera. Question classique 34..

e Puisque X; et X suivent la méme loi, les variables aléatoires /Z; et Z, également.
e Puisque X; < &(A), on considere que X;(Q) = R™. Ainsi (mX;)(Q) = R™ et donc :

Z1(Q) =N
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e Soit keN.Ona:

lmX;] = k) |
k<mXy < k+1]
k k+1 J om0
oneiz)

<X < ——
m J X est a densité

+ 1 k
=F —-F =
( m ) (m) k k41

1 K ) m' m

>0

= Rappel...
VxeR, YkeZ,

x| =k & k<x<k+1

Conclusion : /7, 7, — E(efﬁ )

18.b. On conserve les notations de la question précédente et on pose de plus ki = | mx| et k, = [my]. Montrer les

inclusions entre événements :
[Z1 >k1+”C[X1 >X]C[Z1 >k},

[Zz >k + 2] C [XZ X > g] C [ZZ kz]

e Soitwe ). Ona:

Zi(w) =k +1 = |[mXi(w)] = [mx]| +1
= mXj(w) > mx

J [ mXi(w)| < mXi(w) et mx < |mx|+1
m >0
— Xi(w) > x /

On a donc établi :
[Zj >/<1+/I]C[X1 >X]

Et en poursuivant, puisque m > 0 :

Xi(w) > x = mXj(w) > mx
i d R
. [IT)XW((U)J > [me J croissance de |.| sur

— Z‘\((A)) > kq

On a donc établi :
X > x| C 4 2 ki

# Rédaction
Pour changer un peu, et parce-
que Ga s'y préte bien.. On aurait
d'ailleurs pu rédiger ainsi en
questions 4.a. et 4.b..

Conclusion : [21 > /(1 + ” C [X\ > X] C [Z1 > /(1]

e Soit we Q. Ona:

OH(w) = Zi(w) = ke +2 = |mXo(w)] — [mXi(w)] = |my]| +
= mXo(w) — (MXi(w) = 1) > my +1 J
= m(Xo(w) — Xj(w)) > my
— Xolw) — Xi(w) > g Jn
On a donc établi :
Xo=Xi >k +2]C[Xo— X >y
Et en poursuivant, puisque m > 0 :
Xo(w) — Xi(w) >y = mXo(w) — mXi(w) > my
= |[mXo(w)] +1—|[mXi(w)] > my
= [mXo(w)] — [mXi(w)] > my —1

Par conséquent, [ mXo(w)| — | mXi(w)| est un entier strictement supérieur a my — 1. Or, par définition de
la partie entiére, [ my| est le plus petit entier strictement supérieur a my — 1. Par conséquent :

[mXo(w)] — [mXi(w)] = | my]

On a donc établi :
Xo =Xy >yl ClLH— 24 = k)

J mXo(w) < [mXo(w)] +1; mXi(w) = [mXi(w)]

Conclusion : [Z_} —21 > kZ + 2] C [XZ — X'\ > Lj] - [Zz —21 > k}]
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[mXo(w)] < mXo(w); [mXi(w)] > mXi(w) — 1 et my < [my|+1

Remarque

Des manipulations élémentaires
pourtant la question n'est pas si

facile : il ne faut pas se perdre

dans les majorations et minora-
tions.




18.c. En déduire l'encadrement :

1 oplmx+t ) myl+2 1 _oplmd ) Imy]
Tr et moe T ]P([X1 >X]N[Xo =X > y]) < Fprpe— +e_Mme e w Rappel...
(Aq C B1 ET Az C Bz)
D'apres la question précédente : = AINA CBNB,.
Se démontre aisément , et si clest
([21 > /(1 + ” N {Zz — 21 > /Q + ZJ) C HX} > XJ N {XZ — X'\ > UJ) C (121 = /<1J N {ZZ — 21 > /QJ) vrai pour 2..
ainst par croissance de IP :
P(Z >k +1N[ZL -2 2k +2) <P(X >xNX =X > y)) <P(Z = kn[Z - Z > k)
or :
e dapres la question 17., licite car ky + 1, k; +2 € N; et puisque /;, 4, — L(e’f/?) :
} 2A(kq +1) Akp+2)
lP([Z1 > kq +1]Q[Z;wa >/<)+2]) =———7Fe " e
T+e n
e de méme : 1
2)k Ak
P(Z > klN[ZL—-Z 2 k)= ———e me 7w
T+em
D'oli le résultat, par définitions de kq et k.
Conclusion : L I S P P(X > XN =X >y]) < ————e g
: 1 +e Alm = 1 < 1 Yl) s 1+ e Alm
18.d. Montrer que :
1
IP([X1 > X} N [Xz - X7 > y]) = ieﬂxe’”,
D'apres la question précédente, on a :
Vm & N* 7T e 247 "e P IP([X > x| N[Xo — X > (}) < 71 e Z"Me AL
! j+e—/‘5‘m - 1 2 1 y - 1 +ef/u“m
n n
Or, comme établi précédemment :  lim Lmx] =xet lim M =y.
m-—-+0Q m m-—+0Q m
Par conséquent, par opérations :
) 1 oy lmx 1 [myl+2 ) 1 2 Lmx] Lmy] T o i
/nll>n\1>o 14 eAlm : ” - m“»nﬂm 1 4 eAlm ‘ o o EC e
Ainsi, par théoreme d'encadrement :
1 )
lim P([X; > x]N[Xo — X; > y]) = ie"”e’“/ Remarque

Mais P([X; > x]N[Xo — X; > y]) est une constante par rapport & m..

Raisonnement intéressant : on
encadre une expression constante
par rapport a m par deux expres-
stons ayant une limite commune

1T,
Conclusion : ]P([)G >XN[Xo— X > y]) _ Eefz“e*“/_

quand m — +o00. Cela change un
peu !

19. Soient Xj, X; deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle £(A). On note X5 et Xy les

variables aléatoires notées précédemment X1y et X2

19.a. Montrer que 1P([X1 = Xz]) = 0. En déduire que les variables aléatoires X et Xjz — Xj13) sont presque-siirement

a valeurs strictement positives.

e V Les variables aléatoires X; et —X, sont a densité (car X, lest..);

v les variables aléatoires aléatoires X et X, sont indépendantes, donc par lemme des coalitions, X; et

—X5 le sont ausst;
v X; — &(A), elle admet donc une densité bornée.

Par conséquent, d'apres le résultat admis en début de partie 2, la variable aléatoire X; — X, est a densité.

Dol :
P([X — X, = 0]) =0

Conclusion : P([X; = X;]) = 0.

e Ensuite, puisque X;(Q) = X5(Q) C R™, on a
P([Xy) > 0]) =1

Or, d'aprés la question 1.b., Xy) est a densité, donc

Remarque

A ce stade du sujet, on peut se

Conclusion : P([X;;) > 0]) = 1.

contenter de ces arguments, sans
repasser par le fait que [Xj1) >

0] = [Xo) = 0]U[Xy) > 0]..
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e Puis, par définition de X5y et Xy :

Ainsi :

Or :

Ainsi, d'apres le premier point, on obtient :

P([Xg — X = 0]) =0

Conclusion : P([X; — Xy > 0]) = 1.

19.b. Montrer que pour tous réels positifs x et y :
P([Xq) > x]N[Xg) — Xy > y]) = 2P (X > x]n[Xo = Xi > y]).

Soient x,y € R". D'aprés la formule des probabilités totales avec ([X; = Xi|,[Xo < Xi]) comme systeme
complet d'évenements :

P([Xq) > X]ﬂ[ X( > yl)

=P([X; > > XN [Xg = Xoy > yl) + P (X2 < XN Xy > 50 [Xe) = Xy > y]) /

—P(X, > x1 >N =X > ) + PG < X016 > X N[ — X0 > g)) ) i = mina, X et X = B -
_p(x, — X > ) + P > X0 X — X > g)) Jy}(),don([)(gf)ﬁ>’Lj]CVXg>X1];[X17X3>U]CVX1>X;
= 2IP([X¢ > x] [Xg - X > y)) symétrie des roles de X; et X, car indépendantes et de méme loi

Conclusion : Vx, y € R™, P([Xy) > x| N [Xp — Xpy > y]) = 2P([X; > x| N [X; — X; > y]).

19.c. Montrer que les variables aléatoires 77 = X3 et T, = X5 — X(5) sont indépendantes, de loi respective £(24) et
E(A). Conclure quant a lobjectif de cette partie.
D'aprées la question précédente et la question 18.d. :
— Remarque

V(X’ U) = (Ri)E' IP([TI - X] a [TZ > Lj]) - ° Z’Xe*“/ (*) Résultat intuitif et vrai, méme s'il
n'est pas dans le cours... Voict une
e En prenant y = 0 dans (*) : démonstration rapide dans le cas
général.
Vx € RT, IP([T] > x|N[T; > O]) — o M Soient A et B deux événements
B tels que P(B) = 1. _
Or, d'aprés la question 19.a., P([T, > 0]) = 1. Dol : < B)ipnr]isslaCEFf’T avec (B, B)
¥x € R, P([Ty > XN [T > 0]) = P([Ty > x)) P(4) = P(An B) + PAND)
OrAnNB C B etP(B)=1-—
Par conséquent : P(B) = 0. Dol :
Yx €RY, P([T1 > x]) =e ™ P(A) = P(AN B)

Et ainsi, puisque T; est presque-slirement a valeurs strictement positives (question 19.a.), on a finalement :

0 six <0

—2Mx

VXE R, IP([T‘\ gX]) = {1 -

Conclusion : T — &(24).

e De la méme facon, en prenant x = 0 dans (%), on obtient :
Vy eRY, P([To > y]) =
Et donc:

0 sty <0
1—e™ siy>0

Conclusion : T, — &(A).

e De la relation () et des deux points qui précedent, on a :
Yix,y) € RV, P(T >N [T2 > y]) = P([Ti > x]) « P([T2 > y])
Et on vérifie aisément que cette relation est encore valable lorsque x < 0 ou y < 0.. On a donc :

Vix,y) €R?, P([T: > XN [T > y]) =P([Ty > x]) « P([T> > yl)
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Conclusion : 7 et T, sont indépendantes.

e Pour finir, en posant To; = Ty et T,, = T, d'aprés ce qui précede :
v T, et T,, sont indépendantes ;
V Li = E(R-1+1)4);
vV T — é”((Z -1+ Z)A') ;
v oet:

N
Il

Xoyy=Xny=T =Ty ; Xog=Xg=T+1

Ce qui est bien le cas n = 2 du théoreme énoncé en début de partie 3.

Ak Ak ke ke FIN dedk % deodkokok
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