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CONSIGNES A LIRE !

La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont des
criteres importants d'évaluation.

Quelques précisions :

la copie doit étre prise de sorte que la marge se situe a droite de chaque page, |

e la premiére page de la copie doit rester vierge et sera réservée aux appréciations,

toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,

les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

Pour toutes les questions Python du sujet, on supposera avoir importé les différents modules nécessaires de la sorte :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import numpy.linalg as al
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé.

"Ce qui m'importe, ce n'est pas darriver, mais d'aller vers.
Antoine de Saint-Exupéry
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EXERCICE 1

Dans ce sujet on s'intéresse a un probleme d'arrét optimal c'est-a-dire au probleme du choix d'un moment pour entreprendre une action spécifique, afin
de maximiser un gain attendu ou de minimiser un co(it attendu.

Des problemes d'arréts optimaux peuvent étre trouvés dans les domaines des statistiques, de l'économie et des mathématiques financieres (par exemple
dans la tarification des options américaines).

On peut modéliser le probleme étudié comme suit. Supposons que nous recevions une suite finie de nombres réels, un par un. Ces réels sont des
réalisations de variables aléatoires indépendantes de lois connues a 'avance mais pas nécessairement identiques. Nous ne pouvons garder qu'un seul
nombre de la suite. A chaque observation, nous pouvons soit sélectionner le nombre actuel, soit pousser notre chance et passer & l'observation suivante.
Notre objectif est de maximiser la probabilité de sélectionner le nombre maximal de la suite.

Dans tout le sujet on considére un espace probabilisé (Q), A, P). Toutes les variables aléatoires réelles et événements qui interviennent dans cet énoncé
sont définies sur cet espace.

On rappelle que si A désigne un événement, 1, est la variable aléatoire qui vaut 1 sur A et 0 sur A

La partie 2 utilise des résultats de la partie 1. La partie 3 est indépendante des deux premieres et seules les deux dernieres questions 20 et 21 de la
partie 4 utilisent des résultats établis dans les parties précédentes.

Un aide-mémoire Python se trouve a la fin de 'énoncé. Pour les scripts et fonctions Python, on supposera que les instructions suivantes ont été
exécutées :

import numpy as np, numpy.random as rd, matplotlib.pyplot as plt

PARTIE | - DES RESULTATS GENERAUX

1. Montrer que pour tout ¢ réel, e' = 1+ ¢ et que, pour tout ¢ > —1, In(1 + t) < t.

2. On définit la fonction f sur [0;1] par f(t) = (1 + t)e™" — ¢.
2.a. Etudier les variations de f et montrer qu'il existe un unique a €0; 1 tel que f(a) = 0 et que pour tout t € [0;1], f(t) > 0 < < a.
2.b. Ecrire un programme Python qui renvoie une valeur approchée de a & 107> preés.

2.c. Montrer que pour tout t € [0;1], e < 1+ 2t. En déduire que a > 7
3. Soit U une variable aléatoire a densité, a valeurs dans [0; 1], qui suit la loi uniforme et p €]0; a[. On pose B = f(p). On définit les variables
aléatoires X et Y par :
K

X = Lip<u<p+p) et pour tout w € Q, Y(w) = min {k eN/Uw) < Z ’[;‘ep}
i=0
+0o0 p(
3.a. Rappeler la valeur de ZO ie’P.
En déduire que la variable aléatoire Y est bien définie et déterminer la loi de X.

k L
3.b. Ecrire une fonction Python, minimum(x,p) qui renvoie le minimum de l'ensemble {k eN/x< Z Plep} lorsque x € [0; 1] et p €]0;1]. En
i!
i=0
déduire une fonction simulY(p) qui réalise une simulation de Y.
3.c. Montrer que Y suit la loi de Poisson de parametre p.

3.d. Soit k un entier, kK > 2. Montrer que si [Y = k] est réalisé alors [X = 0] lest.
En déduire que P([X = 0]N[Y = k]) = %k'e’ﬁ.
3.e. Montrer que [X =0]N[Y = 1] = @. En déduire que
P(X=1]n[Y =1]) =pe” ; P(X=0n[Y=0])=8; P(X=1n[Y=0])=p(1—e7)
3. Montrer que P([X # Y]) =1+ p— (14 2p)e?, puis que P([X + Y]) < 2p°.

4. Inégalité de Boole - Soit (Bi)ren+ une suite d'évenements. Démontrer :

Vn e N*, P

5. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. On pose
+00
o(X,Y)= Z |IP([X =k))—P(Y = k])| et d(X,Y)=P(X+ Y]
k=0

5.a. Justifier que la série définissant 0(X, Y) est bien convergente.
5.b. Soit k € N tel que P([X = k]) = P([Y = k]). Montrer que [P([X = k]) — P([Y = k])| < P([X = k|N[Y + k).
5.c. En déduire que pour tout k € N,

|P(X =K]) —=P([Y = k])| SP([X = k|N[Y + k]) + P([X # k] N[Y = k])
5.d. En conclure que o(X, Y) < 2d(X,Y) <2
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PARTIE 2 - UNE INEGALITE D'APRES HoDGE ET LE Cam

On conserve les notations de la partie 1.
On considére une suite (Ug)ken+ de variables aléatoires a densité indépendantes qui suivent la loi uniforme sur [0, 1].

Soit n € N* et pq, ..., p, des réels appartenant a 10; 1. Pour tout ke [1;n], on définit, comme X et Y dans la question 3. de la partie 1, X et Y; avec

Uy et py a la place de U et p. On pose)\n—Zpk S”_ZXk et T, —ZYk
k=1 k=1 k=1

On souhaite établir l'inégalité : 0(S,, T,) < 4Zpk (LC).

6. Montrer que si l'un au moins des py est supérieur ou égal a a alors (LC) est vérifiée.
» On suppose dans la suite de cette partie que pour tout k € [1;n], px < a.
7. Justifier brievement que Xj, ..., X, (respectivement Y, ..., ¥;) sont indépendantes.

A
8. Quelle est la loi de T, 7 Si les py sont tous égaux a " (avec A un réel strictement positif), quelle est la loi de S, ? Quelle est alors la limite en loi
de la suite (Sp)pen+?

n

9. 9.a. Montrer que [S, + T,] C [ JIX # Y]

k=1
9.b. En déduire que pour tout n € N*, 6(S,,, T,,) < 42,0%
10. Un cas particulier - On suppose dans cette question que tous les py sont égaux a — (avec A un réel strictement positif). Montrer que pour tout
n

NIRRT

11. Une application - Soit n un entier, n > 2, on réalise n expériences de Bernoulli indépendantes avec les probabilités de succeés respectives

n e N,

n

)

k=0

1 1 1 S
PUNE R TR e On note S, le nombre de succes de l'expérience totale et s, = g Tk
sﬁ s 4
11.a. Montrer que pour tout k € N, |P([S, = k) — e "< -

11.b. Etablir que pour tout k € [1;n],

k1 1 koo
| dt< <[
«  h+t n+k 1 n+t

11.c. En déduire un encadrement de s, puis que UT sp = n(2).

11.d. Conclure que (5,),>2 converge en loi vers une variable aléatoire S qui suit la loi de Poisson de parametre n(2).

PARTIE 3 - ETUDE DU MAXIMUM D'UNE FONCTION

e¥ —1

six>0

Pour tout x € [0; +00], on pose h(x) = X
1 six=0

12. Montrer que h est de classe €' sur R* et préciser la valeur de h'(0).

On définit alors la fonction g sur R* par g(x) = e’X/ h(t)dt.
0

13.13.a. Montrer que pour tout x >0, g'(x) = e™* (1 - / (h(t) — h/(t))dt)‘
0

t_ ] —
13.b. Montrer que pour tout t > 0, h(t) — h'(t) = etilt.
13.c. En déduire que pour tout t > 0, h(t) — h'(t) > 0 et l'er / (h(t) = h'(t))dt =
X——+00 0

13.d. Dans un méme tableau, représenter le signe de g’ et les variations de g en justifiant que g posseéde un maximum qui est atteint en un unique
réel noté y > 0 que l'on fera apparaltre dans ce tableau.

—1—t 1
14.14.a. Montrer que pour tout t > 0, 5 < ET < ze'.
J3—er , 7X X
14.b. En déduire que pour tout x >0, e 5 <g(x)<e (1—5).

14.c. En conclure que y € [In(3); 2].
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15.15.a. Soit n € N* et x € [0; n], montrer que :

n Xk o< n Xk X" +00 X k—n _ n Xk Xn'H
SE ST et B EE iy
k=0 k=0 k=n+1 k=0
n k=1 n k=1 n
X X X
du § — < < E A
et en déduire que 2 0 S h(x) < 2 7 + o
15.b. En conclure que pour tout n € N* et x € [0; n],
n K n « ]
X X X
e | <g)<e ) | et
( wik | SIS ( kik (n 1)
k=1 k=1
+o0 Xk
puis que pour tout x = 0, g(x) =e™* E e

16. Compléter le programme suivant pour qu'il trace la partie de la courbe de g comprise entre les abscisses [n(3) et 2, les valeurs de g étant calculées
a107" pres :

11X = np.linspace(np.log(3),2,100)
Y = []

3 for x in X:

4 n=2; s =x + x*%2/4; 4 = x*x3/6
5 while d * np.exp(-x) > 0.0001:
6 n=mn+1

7 s = s + .

8 d =4d % x /

9 Y.append(s * ...)

ol plt.plot (X,Y)

nplt.grid ()

12 plt . show ()

On obtient le graphique suivant :
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PARTIE 4 - LE PROBLEME DU MEILLEUR CHOIX

On consideére (Xi)ren+ une suite de variables aléatoires indépendantes a densité.
Soit s € R, pour tout n € N* on définit des variables aléatoires, a, s, Y,s, Z, et K, ¢ par, pour tout w € Q :

ans(w) = min ({k e [1:n] I Xe(w) > s}t U {n}) b Vas(w) = Xo, ww) 5 Zo(w) = k?ﬂ?);]] (Xk(w))

et K, s(w) est égal au nombre d'indices k € [1; n] tels que Xi(w) > s.
On cherche a choisir s pour maximiser r, = IP([YN‘S = Zn]).
On pose pour tout k € [1;n], px = P([Xx > s]) et on suppose que py # 1.

17. Une minoration dans le cas général.
17.a. Montrer que P([Y,, = Z,]) > P([K,. = 1]).
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17.b. On pose 6 = IP([Z, < s]). Montrer que P([K,, = 1]) = 6

17.c. En déduire que P([Y, s = Z,]) = —01n(6).
17.d. En déduire l'existence d'au moins une valeur de s, que l'on définira a l'aide de la fonction de répartition F, de Z,, pour laquelle IP([YF,,S =
1
Z)) = -.
)]

» On suppose désormais que les X; suivent la méme loi donc que les py sont tous égaux, non nuls. On note p cette valeur commune, F la
fonction de répartition et f une densité communes aux Xi.

On admet que si X et Y sont deux variables a densité indépendantes, de fonction de répartition Fx pour X et de densité fy pour Y, on a alors

P(X<VY]) = /jm Fx(tfy(t)dt.

00

On rappelle que si A est un événement de probabilité non nulle, (Q, A, IP4) est un espace probabilisé admettant les mémes variables aléatoires et
ayant les mémes propriétés que (Q, A, P).
18. Une estimation - On suppose dans cette question les X suivent la loi uniforme sur [0; 1].
18.a. Montrer que s =1 —p.
18.b. Ecrire une fonction Python simulCouple (n,p) qui renvoie une simulation du couple (Z,, Y, ).
18.c. Ecrire un programme Python qui réalise et affiche une estimation de rig dans ces conditions lorsque n = 10 et p = 0, 15.

19. Une expression explicite de r, - Soit k € [[1;n], on note /, ..., /(ﬂ) les parties a k éléments de [1;n]. Pour tout j € [[1; (Z)H on définit A;
['événement ﬂ[X[ >s]| N m[)ﬂ <s) .

i<l i,

19.a. Montrer que pour tout x réel et i € /,

et que les X; pour i € /; sont indépendantes pour la probabilité IP4..
19.b. En déduire que pour tout r € /; :

1 +o00 P fl
Py, ([X, = rpga/f(Xl)]) = R//s (F(t)y—F(s))" f(t)dt = T
19.c. Montrer que :
) 1
P([Yos = ZIN[Kos = K]) = )_P([Yos = ZINA)) et que Py ([Vos = Z]) = ¢
j=1
1
19.d. Montrer de méme que IP([Y,,,S =Z,N[K,s = O]) = EU —p)".
19.e. En conclure que r 71(1 )”—Fi1 " (1 )k
.. ure que r, = — p kzwkkp p)" k.
20. Comportement asymptotique - On suppose que p = o A étant un réel strictement positif ne dépendant pas de n.
20.a. En utilisant un résultat de la partie 2, montrer que pour tout n € N,
ST (A) (1=4) T e <
k| \k n n k! Son
k=1
+00 /\k
o . _ A
20.b. En déduire que nLlToo r, = ( klk) e .
k=1
+00 k
21. On suppose que n est assez grand pour pouvoir considérer que r,, vaut (Z k'k) e~*. Comment choisir s pour que cette probabilité soit maximale ?
k=1 """

e d Ak ke ke FIN vk s ke dkeok ke
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