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Remarques et conseils
Mes étudiantes et étudiants diront que mon expression préférée est :LE COURS, LE COURS, LE COURS !Dans un cours complet, vous trouvez :
• Les définitions, propriétés, théorèmes : à parfaitement connaître. C’est la base de tout acquis en mathématiques...
• Des exemples bien choisis : à faire autant de fois que nécessaire pour se familiariser avec les méthodes,mais également avec la rédaction.Le cours nécessite un travail quotidien et répétitif. Exemple : si un chapitre débute le lundi, il faut travaillerle cours le lundi soir. Puis, si le cours se poursuit le mardi, alors le mardi soir, on retravaille l’intégralité duchapitre, en insistant sur ce qui a été nouvellement vu le mardi, etc.

Les exercices viennent ensuite, pour s’exercer, une fois le cours connu. Ce document contient 200 exercicesqui répondent aux attendus de la filière. Les corrigés sont disponibles dans mon livre, qui sera prochainementà la vente sur mon site internet.
Pour chaque exercice, j’ai donné une indication de sa difficulté :
•◦◦ : des exercices qui se résument souvent à de l’application de techniques ou de méthodes classiques ;sans vraiment de difficulté calculatoire ou de raisonnement. Les indispensables pour réussir !
••◦ : des exercices intermédiaires souvent proches, dans la difficulté et les raisonnements, des exercicesque l’on peut trouver sur les épreuves écrites conçues par Ecricome, EDHEC et emlyon. Ce sont de bonsentraînements pour les écrits. À travailler sans modération !
••• : des exercices plus difficiles, sur les calculs et/ou les raisonnements. À travailler si les exercices dedifficulté inférieure sont déjà maîtrisés ; donc plutôt en fin de chapitre ou lors d’un passage ultérieur. Ilssont toutefois intéressants, sinon ils n’apparaîtraient pas ici, et permettent d’amorcer l’entraînement sur desépreuves écrites conçues par HEC et ESSEC ou pour l’épreuve orale d’HEC.
J’espère que ces exercices vous seront utiles dans votre travail des mathématiques durant vos années declasse préparatoire.
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1
Raisonnements et rédaction

On commence par un chapitre essentiel qui permet de structurer à la fois les raisonnements fréquents enmathématiques, mais également la rédaction.La rédaction est en réalité très personnelle. Tout au long de ce livre, vous trouverez ma rédaction, libre àvous de vous en inspirer pour créer la vôtre. Je la veux à la fois claire et exhaustive et elle est, je l’espère,structurante. Point essentiel : la rédaction que vous trouverez dans ce livre peut être mise en place lors desconcours.Ce chapitre sera également l’occasion de s’entraîner sur la résolution d’équations et inéquations.

Exercice 1 - •◦◦ - Écriture quantifiéeTraduire avec des quantificateurs les assertions suivantes.1. Tout réel positif est le carré d’un réel.2. A tout réel, on peut trouver un réel qui lui soit strictement inférieur.3. La fonction f , définie sur R, est constante égale à 1.4. La fonction f , définie sur R, n’est pas la fonction constante égale à 1.5. La fonction f , définie sur R, est constante.
Exercice 2 - •◦◦ - Négation1. Donner la négation de chacune des phrases ci-dessous.1.a. Tous les élèves de cette classe sont des filles.1.b. Il a fait beau tous les jours de la semaine.1.c. Il existe une copie de synthèse de textes sans faute d’orthographe.1.d. Tous les véhicules avec 4 roues sont des voitures.2. Écrire la négation de chacune des assertions suivantes.

On désignera par f une fonction définie sur R et à valeurs dans R ; et par (un)n∈N une suite de réels
définie sur N.2.a. ∀x ∈ [−1; 1], x2 ⩽ 12.b. ∀x ∈ R, f (x + 1) = f (x)2.c. ∀x ∈ R, f (x) = 2 =⇒ x = 02.d. ∀(x, y) ∈ R2, (x ⩽ y =⇒ f (x) ⩽ f (y))2.e. ∃N ∈ N / ∀n ⩾ N, 4 ⩽ un ⩽ 52.f. ∀ε > 0, ∃N ∈ N / ∀n ⩾ N, −ε ⩽ un ⩽ ε
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Exercice 3 - ••◦ - Équations et inéquationsRésoudre les équations et inéquations suivantes :1. x3 = x , avec x ∈ R2. x4 − 2x2 + 1 = 0, avec x ∈ R3. x4 + x2 − 2 = 0, avec x ∈ R4. x2 ⩾ 5, avec x ∈ R5. −(x + 3)2 ⩾ −4, avec x ∈ R6. x2 > x , avec x ∈ R7. x + 2
−x + 3 ⩾ 0, avec x ∈ R \ {3}

8. x + 2
x − 3 ⩾ 1, avec x ∈ R \ {3}

9. √x + 2 = x , avec x ⩾ −2
Exercice 4 - •◦◦ - Terme général & récurrence1. Considérons la suite (un)n∈N définie par :{

u0 = 1
∀n ∈ N, un+1 = un + 2n + 1

Démontrer que pour tout entier naturel n, un = n2 + 1.2. Considérons la suite (un)n∈N∗ définie sur N∗ par :{ u1 = 0
∀n ∈ N∗, un+1 = 12un + 2

Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, 0 ⩽ un ⩽ un+1 ⩽ 4.3. Considérons la suite (un)n∈N définie sur N par :{
u0 = 1, u1 = 6
∀n ∈ N, un+2 = 6un+1 − 9unDémontrer que pour tout entier naturel n, un = (n + 1) × 3n .

Exercice 5 - •◦◦ - Disjonction de cas
1. Montrer que pour tout n ∈ N, n(n + 1)2 est un entier.2. 2.a. Démontrer que pour tout n ∈ N, l’entier n2 + n est pair.2.b. Démontrer ce résultat par récurrence.
Exercice 6 - ••◦Démontrer :

∀a, b ∈ R+∗, √a + b <
√

a +√b

Exercice 7 - ••◦ - Inégalité de BernoulliDémontrer :
∀n ∈ N, ∀x ∈ R+, (1 + x)n ⩾ 1 + nx
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Exercice 8 - ••• - Nul ?Soit a ∈ R+ . Établir : (
∀ε > 0, a ⩽ ε

)
⇐⇒ a = 0

Exercice 9 - ••• - Équation fonctionnelleDémontrer que la fonction identité (la fonction idR : x 7−→ x) est la seule fonction f définie sur R et vérifiant :
✓ f est strictement croissante sur R,
✓ pour tout réel x , f

(
f (x)) = x .
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2
Sommes & produits

Petit chapitre de technique calculatoire. Il est important d’avoir en tête ce que signifient les symboles ∑et ∏. En cas de besoin, il n’est jamais idiot de revenir à l’écriture avec des pointillés si cela permet de leverle doute.Les calculs de produits sont moins fréquents que ceux des sommes, mais il faut tout de même s’entraîner unpeu. Quant aux calculs de sommes, nous aurons de nombreuses occasions d’en faire sur le reste du livre.

Exercice 10 - •◦◦ - Calcul de sommesCalculer les sommes et produits suivants :
1. 20∑

k=1 3
2. n∑

k=0 1, pour n ∈ N

3. 100∑
k=0 (−1)kk

4. 15∑
k=1

2k + 53
5. n∑

k=3 (2k + 4), pour n ⩾ 3
6. 10∑

k=2 (k − 2)2
7. n∑

k=0 3k+1 , pour n ∈ N

8. n∑
k=0 23k+2 , pour n ∈ N

9. n∑
k=0

123k+2 , pour n ∈ N
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10. n∑
k=2
−13k , pour n ⩾ 2

11. n∑
k=0 k (k + 1)(k − 1), pour n ∈ N

Exercice 11 - ••◦ Somme, Python & récurrence1. Écrire une fonction Python telle que, pour tout n ∈ N, l’exécution de somme(n) renvoie la valeur de
n∑

k=0 (−1)kk .
2. Démontrer : ∀n ∈ N,

n∑
k=0 (−1)kk = (−1)n(2n + 1)− 14 .

3. Que dire de la fonction mystere suivante ?
1 def mystere ():

2 n=0

3 while somme(n)==(( -1)**n*(2*n+1) -1)/4:

4 n=n+1

5 return n

Exercice 12 - ••◦ - Sommes & produits télescopiques
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Établir : ∀k ∈ N, 1(k + 1)(k + 2) = 1
k + 1 − 1

k + 2 .
En déduire 98∑

k=0
1(k + 1)(k + 2) .

2. Soit n ∈ N∗ . Calculer n∑
k=1 ln(1 + 1

k

).
3. Soit n ∈ J2; +∞J. Calculer n∏

k=2
(1− 1

k2
).

4. 4.a. Déterminer les réels a, b, c tels que pour tout k ∈ N∗ :1
k (k + 1)(k + 2) = a

k + b
k + 1 + c

k + 2
4.b. Calculer ensuite n∑

k=1
1

k (k + 1)(k + 2) pour n ∈ N∗ .
5. Soit n ∈ N. Calculer n∑

k=0 k × k !.

Exercice 13 - •◦◦ - Grand classique...Soit n ∈ N∗ . Considérons la fonction f définie sur R par :
∀x ∈ R, f (x) = n∑

k=0 xk
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En exprimant de deux façons différentes la dérivée de f , établir :
∀x ∈ R \ {1}, n∑

k=1 kxk−1 = nxn+1 − (n + 1)xn + 1(1− x)2
Exercice 14 - ••◦ - Sommes doublesSoit n ∈ N∗ . Calculer les sommes doubles suivantes.
1. n∑

i=1
n∑

j=1 1
2. n∑

i=1
i∑

j=1 1
3. n∑

i=1
n∑

j=i
1

4. n∑
i=1

n∑
j=i

i
j

Exercice 15 - ••• - Grand classique... à l’aide d’une somme doubleSoient n ∈ N∗ et x ∈ R \ {1}. En utilisant une somme double, calculer n∑
k=1 kxk .
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3
Rudiments sur les ensembles

Voici quelques exercices assez théoriques (le chapitre l’est et il n’est d’ailleurs souvent pas très apprécié).Volontairement, il est séparé du chapitre suivant sur les applications.L’idée ici est essentiellement d’acquérir les bons réflexes lorsque l’on demande d’établir des inclusions /égalités entre ensembles. Les exercices 19, 20 et 21 peuvent être mis de côté lors d’une première lecture.

Exercice 16 - ••◦ - Vrai ou faux ?Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?1. Pour tout ensemble E et tous A, B, C ∈ P(E ) :
A ⊂ B ∪ C =⇒ (

A ⊂ B ou A ⊂ C
)

2. Pour tout ensemble E et tous A, B ∈ P(E ) :
A ⊂ B ⇐⇒ B ⊂ A

3. Il existe un ensemble E et A, B ∈ P(E ) tels que A ∩ B = A ∪ B.4. Pour tout ensemble E et tous A, B, C ∈ P(E ) :
A ∩ B = A ∩ C =⇒ B = C

5. Pour tout ensemble E et tous B, C ∈ P(E ) :(
∀A ∈ P(E ), A ∩ B = A ∩ C

) =⇒ B = C

Exercice 17 - ••◦Soient A, B, C trois ensembles.1. On suppose que A ∪ B = B ∩ C . Montrer que A ⊂ B ⊂ C .2. En déduire que si A ∩ B = A ∪ B, alors A = B.3. Démontrer qu’on a même : A ∪ B ⊂ A ∩ B =⇒ A = B.
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Exercice 18 - ••◦ - Une différence...Soit E un ensemble non vide.On rappelle que, pour toutes parties A, B ∈ P(E ), A \ B est l’ensemble défini par :
A \ B = {x ∈ E / x ∈ A et x ̸∈ B} = A ∩ B

1. Soient A, B ∈ P(E ). Simplifier : A \ A, A \∅, A \ E , A \ (A \ B).2. A-t-on : ∀A, B, C ∈ P(E ), (A \ B) \ C = A \ (B \ C ) ?3. A-t-on : ∀A, B ∈ P(E ), A \ B = B \ A ?4. 4.a. Démontrer : ∀A, B, C ∈ P(E ), A \ (B \ C ) = (A \ B) ∪ (A ∩ C )4.b. Démontrer : ∀A, B, C ∈ P(E ), (A \ B) \ C = A \ (B ∪ C )5. Démontrer : ∀A, B ∈ P(E ), A \ B = ∅ ⇐⇒ A ⊂ B.
Exercice 19 - ••◦ - Fonction caractéristiqueSoit A une partie d’un ensemble E . Dans tout l’exercice on appellera fonction caractéristique de A l’application
fA définie sur E par :

∀x ∈ E, fA(x) = { 1 si x ∈ A0 si x ̸∈ ASoient E un ensemble non vide ainsi que A et B deux parties de E dont les fonctions caractéristiquessont notées fA et fB . Démontrer que les fonctions suivantes sont les fonctions caractéristiques d’ensembles àdéterminer.1. g : x 7−→ 1− fA(x)2. h : x 7−→ fA(x) × fB(x)3. i : x 7−→ fA(x) + fB(x)− fA(x)fB(x)
Exercice 20 - ••• - Cardinal de P(E)Démontrer que pour tout n ∈ N∗ et tout ensemble E à n éléments :

Card(P(E )) = 2n

Exercice 21 - •••Établir :
∀a ∈ R,

+∞⋂
i=1
[
a − 1

i ; a + 1
i

] = {a}
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4
Applications, injections, surjections, bijections

Chapitre qui vient compléter le précédent. Là encore, quelques exercices plus théoriques, mais dans l’ensembletous accessibles. C’est un chapitre qui a l’avantage de nécessiter peu de connaissances : les définitionsd’injection, surjection et bijection suffisent presque à traiter l’ensemble des exercices proposés ici. On insisteà nouveau sur les réflexes de rédaction à acquérir...

Exercice 22 - •◦◦ - Vrai ou faux ?1. La composée de deux injections est une injection.2. La composée de deux surjections est une surjection.3. La somme de deux bijections est une bijection.
Exercice 23 - ••◦ - Injection ? Surjection ? Bijection ?Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives de leur ensemble de départ dans leurensemble d’arrivée ?1. f : N −→ N

n 7−→ n + 1
2. f : Z −→ Z

n 7−→ n + 1
3. f : R

2 −→ R(x, y) 7−→ x + y

4. f : R −→ R
2

x 7−→ (x, x)
5. f : R

2 −→ R
2(x, y) 7−→ (x + y, x − y)

6. f : R
2 −→ R

2
x 7−→ (x + y, xy)

7. f : P(E ) −→ P(E )
A 7−→ A
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Exercice 24 - ••◦ - Bijection et bijection réciproqueDans chaque cas, démontrer que f est bijective de I dans J et déterminer l’expression de sa bijectionréciproque.1. f : x 7−→ 2x + 1, I = R et J = R.
2. f : x 7−→ x21 + x2 , I = R

+ et J = [0; 1[.
3. f : x 7−→ x2 − 2x + 3, I = [1; +∞[ et J = [2; +∞[4. f : x 7−→ e2x + 2ex , I = R et J = R

+∗ .5. f : x 7−→ ex − e−x2 , I = R et J = R.
Exercice 25 - ••◦ Imparité d’une bijection réciproqueSoient E et F deux sous-ensembles de R et f une bijection de E dans F . Démontrer que si f est impaire,alors f−1 également.
Exercice 26 - ••◦ - Nombre de bijectionsSoit E un ensemble fini de cardinal n, avec n ∈ N∗ . Combien existe-t-il de bijections de E dans lui-même ?
Exercice 27 - ••◦Soient E, F, G trois ensembles ainsi que f : E → F et g : F → G deux applications.1. Démontrer que si g ◦ f est injective, alors f est injective ;2. Démontrer que si g ◦ f est surjective, alors g est surjective.
Exercice 28 - ••◦Soient E et F deux ensembles ainsi que f : E → F et g : F → E deux applications telles que f ◦ g ◦ f soitbijective.Démontrer que f est bijective. En déduire que g l’est aussi.
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5
Coefficients binomiaux

Voici quelques exercices sur les coefficients binomiaux et la formule du binôme de Newton. Tous trèsclassiques ! Un peu de dénombrement pour commencer. Les questions de dénombrement sont très rares(voire inexistantes) sur les épreuves écrites Ecricome, EDHEC et emlyon ; en revanche, on en trouve parfoissur les épreuves HEC et ESSEC ainsi qu’aux oraux d’HEC.

Exercice 29 - •◦◦ - Dénombrements avec coefficients binomiauxSoit E l’ensemble à 10 éléments {a, b, c, d, e, f , g, h, i, j}.1. Combien E possède-t-il de parties ?2. Combien E possède-t-il de parties à 5 éléments ?3. Dénombrer les parties de E à 5 éléments qui contiennent :3.a. a et b ;3.b. a mais pas b ;3.c. b mais pas a ;3.d. ni a, ni b.
Exercice 30 - •◦◦ - Podium !Une compétition sportive oppose 10 concurrentes, dont Marie-Gertrude.1. Combien y a-t-il de podiums possibles ?2. Combien y a-t-il de podiums dans lesquels Marie-Gertrude est première ?3. Combien y a-t-il de podiums dont Marie-Gertrude fait partie ?
Exercice 31 - •◦◦ - Code de carte bancaireLe code d’une carte bancaire est composé de 4 chiffres allant de 0 à 9.1. Combien y a-t-il de codes possibles ?2. Combien y a-t-il de codes contenant au moins un 1 ?3. Combien y a-t-il de codes contenant exactement un 1 ?4. Combien y a-t-il de codes composés de quatre chiffres distincts ?5. Combien y a-t-il de codes composés d’au moins trois chiffres distincts ?
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Exercice 32 - ••◦ - Calcul sur les coefficients binomiaux
Les questions de cet exercice sont indépendantes.1. Démontrer la relation de Pascal en utilisant l’expression de (n

k

) avec les factorielles.
2. Pour tout n ∈ N, calculer n∑

k=0
(

n
k

).
3. 3.a. Soient n ∈ N∗ et k ∈ J1; nK. Démontrer : k

(
n
k

) = n
(

n − 1
k − 1

).
3.b. En déduire, pour tout n ∈ N, une expression simplifiée de n∑

k=0 k
(

n
k

).
3.c. Établir :

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ R,
n∑

k=1 k
(

n
k

)
xk−1 = n(1 + x)n−1

4. Soient n ∈ N et p ∈ J0; nK. Démontrer : n∑
k=p

(
k
p

) = (n + 1
p + 1

).
Exercice 33 - ••◦ - Coefficients binomiaux et Python
Dans cet exercice, nous verrons différents programme permettant de calculer les coefficients binomiaux sur
Python. Les questions de cet exercice sont indépendantes.1. 1.a. Écrire une fonction Python telle que, pour tout n ∈ N, l’exécution de facto(n) renvoie la valeurde n!.1.b. En déduire une fonction Python telle que, pour tout n, k ∈ N, l’exécution de coeff_binomial(n,k)renvoie la valeur de (n

k

).2. En utilisant la relation de Pascal, compléter la fonction Python ci-dessous telle que l’exécution de
triangle_Pascal(n)) renvoie les lignes 0 à n du triangle de Pascal.

1 import numpy as np

2 def triangle_Pascal(n):

3 T=np.zeros([n+1,n+1])

4 T[0 ,0]=...

5 for i in range(1,n+1):

6 T[i,0],T[i,i]=... ,...

7 for j in ...

8 ...

9 return T

3. 3.a. Établir : ∀n ∈ N, ∀k ∈ J0; nK,
(

n
k

) = k∏
i=1

n − i + 1
i .

3.b. En déduire une fonction Python telle que, pour tout n, k ∈ N, l’exécution de coeff_binomial_2(n,k)renvoie la valeur de (n
k

).
Exercice 34 - ••• - Identité de VandermondeSoient m, n ∈ N. À l’aide d’un dénombrement sur l’expression développée de (1 + x)m+n , démontrer que pourtout k ∈ J0; m + nK : (

m + n
k

) = k∑
j=0
(

m
j

)(
n

k − j

)
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6
Généralités sur les suites et suites usuelles

Premier chapitre sur les suites qui met en place les notions de base (variations, majoration, minoration) etqui donne un inventaire de formules et méthodes sur les suites usuelles : suites arithmétiques (SA), suitesgéométriques (SG), suites arithmético-géométriques (SAG), suites récurrentes linéaires d’ordre 2 homogènesà coefficients constants (SRL2).Par conséquent, les exercices de ce chapitre sont davantage ciblés sur l’aspect technique.

Exercice 35 - •◦◦ Retour sur le chapitre 1Rappeler l’écriture quantifiée de chaque phrase puis en écrire la négation.
On désignera par (un)n∈N une suite de réels définie sur N.1. La suite (un)n∈N est arithmétique de raison 3.2. La suite (un)n∈N est majorée par 2.3. La suite (un)n∈N est majorée.4. La suite (un)n∈N est décroissante.5. La suite (un)n∈N est constante.6. La suite (un)n∈N est constante à partir d’un certain rang (on dit qu’elle est stationnaire).7. La suite (un)n∈N est bornée.
Exercice 36 - •◦◦ - Variations de suitesDans chaque cas, déterminer les variations de la suite (un)n∈N dont on donne le terme général.1. un = 5 × 0, 2n + 3 pour n ∈ N

2. un = 3n
n + 1 pour n ∈ N

3. un = 2n + 33n + 4 pour n ∈ N

4. un = n2n pour n ∈ N.
5. un = 3n

n! pour n ∈ N.
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Exercice 37 - •◦◦ - Avec une suite auxiliaireConsidérons la suite (un)n∈N définie sur N par :{ u0 = 2
∀n ∈ N, un+1 = 23un + 13n + 1

On considère également la suite (vn)n∈N définie sur N par :
∀n ∈ N, vn = un − n1. Démontrer que la suite (vn)n∈N est une suite géométrique.2. En déduire le terme général de la suite (un)n∈N .

Exercice 38 - ••◦ - Avec une suite auxiliaire (bis)Considérons les suite (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ définies sur N∗ par :{
u1 = 4
∀n ∈ N∗, un+1 = un

√
un

et ∀n ∈ N∗, vn = ln(un)
1. Démontrer par récurrence que pour tout n ∈ N∗ , un existe et un ⩾ 4.2. Écrire une fonction Python telle que, pour tout n ∈ N, l’exécution de suite_u(n) renvoie la valeurde un .3. Étudier les variations de la suite (un)n∈N∗ .4. Justifier que la suite (vn)n∈N∗ est bien définie sur N∗ .5. Déterminer le terme général de la suite (vn)n∈N∗ puis celui de la suite (un)n∈N∗ .
Exercice 39 - ••◦ - Avec une suite auxiliaire (ter)Considérons la suite (un)n∈N définie sur N par : { u0 = 0

∀n ∈ N, un+1 = 2un + 3n

1. Écrire une fonction Python telle que, pour tout n ∈ N, l’exécution de suite_u(n) renvoie la valeurde un .2. On considère la suite (vn)n∈N , définie par : ∀n ∈ N, vn = un3n . Démontrer que (vn)n∈N est une suitearithmético-géométrique puis en déduire son terme général.
3. Calculer n∑

k=0 uk pour tout n ∈ N.
4. Sans utiliser ni le programme de la question 1., ni le résultat de la question précédente, écrire unefonction Python telle que l’exécution de somme_(n) renvoie la valeur de n∑

k=0 uk .
Exercice 40 - •◦◦ - Suite récurrente d’ordre 1Considérons la fonction f : x 7−→ x2 − 2x + 2 ainsi que la suite (un)n∈N définie par :{

u0 = 32
∀n ∈ N, un+1 = f (un)1. Dresser le tableau de variations de f sur R.2. Démontrer que pour tout n ∈ N, 1 < un < 2.3. 3.a. Montrer que pour tout n ∈ N, un+1 − un = (un − 2)(un − 1).3.b. Conclure quant aux variations de la suite (un)n∈N .
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Exercice 41 - ••◦ Suite récurrente d’ordre 1 (fonction décroissante)On considère la suite (un)n∈N définie par :{
u0 = 0
∀n ∈ N, un+1 = e−un

1. Démontrer par récurrence :
∀n ∈ N, u2n ⩽ u2n+2 ⩽ u2n+3 ⩽ u2n+12. Qu’en déduire sur les variations de la suite (un)n∈N ?

Exercice 42 - ••◦ - Trouver le terme généralDans chaque cas, écrire un code Python permettant de calculer et d’afficher les premiers termes de la suitedonnée puis conjecturer son terme général. Démontrer ensuite la conjecture trouvée.
1. { u1 = 1

∀n ∈ N∗, un+1 = n × un

2. { u0 = 0
∀n ∈ N, un+1 = un + 2n + 2

Exercice 43 - ••◦ - Suites imbriquéesConsidérons les suites (an)n∈N et (bn)n∈N définies par a0 = 2, b0 = 0 et :
∀n ∈ N,

{
an+1 = 2an + bn
bn+1 = an + 2bn

L’objectif est de déterminer les termes généraux de ces deux suites.1. Écrire une fonction Python prenant un entier naturel n en argument d’entrée et renvoyant les valeurs de
an et bn en sortie.2. Méthode 1 :On considère les suites (sn)n∈N et (dn)n∈N définies par :

∀n ∈ N, sn = an + bn ; ∀n ∈ N, dn = an − bn2.a. Démontrer que la suite (sn)n∈N est une suite géométrique.2.b. Démontrer que la suite (dn)n∈N est constante.2.c. En déduire le terme général des suites (an)n∈N et (bn)n∈N .3. Méthode 2 :
Cette question est à traiter sans utiliser les résultats de la méthode 1.3.a. Démontrer que (an)n∈N est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.3.b. En déduire le terme général de (an)n∈N puis celui de (bn)n∈N .
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7
Limites de suites

Ce chapitre vient compléter le précédent par l’étude de la convergence ou divergence des suites.Je propose ici des exercices très classiques et importants dont le second, un joli "Vrai ou faux ?", contient desquestions de difficultés variées. Les exercices 53, 54 et 55 sont un peu plus difficiles mais très classiques :il semble indispensable de les travailler.

Exercice 44 - ••◦ - Calculs de limitesDéterminer la limite de chaque suite dont on donne le terme général :
1. ∀n ∈ N, un = n2 + 3e−n + 12. ∀n ∈ N, un = n2 − n + 3

n + 73. ∀n ∈ N, un = n + 1√
n + 3

4. ∀n ∈ N, un = en2n

5. ∀n ∈ N, un = 5n − en2n + 3n6. ∀n ∈ N∗, un = ln(n2 + 2n + 1)− ln(n2)
7. ∀n ∈ N∗, un = n3 − ln(n)5n3 + 28. ∀n ∈ N, un = √3n2 + 5n + 1−√n2 + 2n + 19. ∀n ∈ N, un = √3n2 + 5n + 1−√3n2 + 2n + 110. ∀n ∈ N∗, un = n

(e 1
n − 1)

Exercice 45 - ••◦ - Vrai ou faux ?Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de réels.1. Si (un)n∈N est croissante, alors elle est minorée.2. Si (un)n∈N est décroissante et converge vers ℓ , alors (un)n∈N est minorée par ℓ .
3. Si (un)n∈N est positive et que pour tout n ∈ N, un < 1

n2 + 1 , alors (un)n∈N converge.
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4. Si (un)n∈N est strictement croissante et strictement positive, alors (un)n∈N diverge vers +∞.5. La suite (un)n∈N converge si, et seulement si, la suite (|un|
)

n∈N converge.6. La suite (un)n∈N converge vers 2 si, et seulement si, la suite (|un|
) converge vers 2.7. Si (un)n∈N est bornée, alors elle converge.8. Si (un)n∈N est convergente, alors elle est bornée.9. Si la suite (un − vn)n∈N possède une limite, alors les suites (un)n∈N et (vn)n∈N également.10. Si les suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N convergent, alors la suite (un)n∈N converge.11. Si (un)n∈N converge, alors lim

n→+∞ un+1
un

= 1.12. Si la suite (un)n∈N diverge vers +∞, alors elle est croissante à partir d’un certain rang.
Exercice 46 - ••◦ - Suite définie par une sommeConsidérons la suite (Sn)n∈J2;+∞J définie par : ∀n ∈ J2;+∞J, Sn = n∑

k=2
1

k2 − 1 .
1. Calculer S2 et S3 .2. Étudier les variations de la suite (Sn)n∈J2;+∞J .3. Justifier l’existence de deux réels a et b, à déterminer, tels que pour tout k ∈ J2; +∞J :1

k2 − 1 = a
k − 1 + b

k + 14. En déduire, pour tout n ∈ J2;+∞J, une expression simplifiée de Sn puis la limite de la suite (Sn)n∈J2;+∞J .
Exercice 47 - ••◦ - Suite définie par une somme (bis)Considérons la suite (Sn)n∈N∗ définie sur N∗ par : ∀n ∈ N∗, Sn = n∑

k=1
1√
k

.
1. Démontrer que pour tout k ∈ N∗ , 1√

k
⩾ 2(√k + 1−√k ).2. Conclure que la suite (Sn)n∈N∗ diverge vers +∞.

Exercice 48 - ••◦ - Qui va le plus vite ?Considérons la suite (un)n∈N définie sur N par :
∀n ∈ N, un = en

n!1. Calculer u0 , u1 , u2 et u3 . La suite (un)n∈N est-elle monotone ?2. Démontrer que la suite est décroissante à partir du rang 2.3. Montrer que pour tout n ∈ J2; +∞J : un+1 ⩽ e3un .
4. En déduire que pour tout n ∈ J2; +∞J : un ⩽

(e3)n−2
u2 .5. Qui tend plus vite vers +∞ entre n! et en ?

Exercice 49 - ••◦ - Un grand classique sur les suites adjacentesConsidérons la suite (Sn)n∈N∗ définie sur N∗ par :
∀n ∈ N∗, Sn = n∑

k=1
(−1)k

k1. Démontrer que les suites (S2n)n∈N∗ et (S2n+1)n∈N∗ sont adjacentes.2. Que peut-on en conclure ?
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Exercice 50 - •◦◦ - Suite récurrente d’ordre 1Considérons la fonction f : x 7−→ x − ln(x2 + 1) + 1, définie sur R, ainsi que la suite (un)n∈N définie par :{
u0 = 0
∀n ∈ N, un+1 = f (un)

1. Écrire une fonction Python qui prend en argument un entier naturel n et renvoie la valeur de un .2. Étudier les variations de la fonction f .3. Justifier que f admet deux points fixes opposés et les déterminer. On notera α le point fixe positif.4. Démontrer que la suite (un)n∈N est croissante et bornée par 0 et α .5. En déduire la convergence de la suite (un)n∈N et déterminer sa limite.
6. Posons, pour tout n ∈ N, Sn = n∑

k=0
(1 − ln(u2

k + 1)). Établir la convergence de la suite (Sn)n∈N et
déterminer sa limite.

Exercice 51 - ••◦ - Suite récurrente d’ordre 1 (bis)Considérons la fonction f : x 7−→ x2e−x+1 définie sur R, ainsi que la suite (un)n∈N définie par :{
u0 = 2
∀n ∈ N, un+1 = f (un)1. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme ci-dessous de sorte que son exécution affichele graphique qui suit sur lequel apparaissent :

• la courbe de f sur l’intervalle [0; 2],
• la droite d’équation y = x , La droite d’équation

y = x dans un repèreorthonormé du plans’appelle la premièrebissectrice.

Vocabulaire

• la représentation graphique des premiers termes de la suite (un)n∈N .
1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3
4 def f(x):

5 return ...

6
7 X=np.linspace (... ,... ,1000)

8 Y=...

9 plt.plot(X,Y)

10 plt.plot (... ,...) # premiere b i s s e c t r i c e

11 plt.axis('equal ')

12
13 u=2

14 plt.plot([u,u],[0,f(u)],'r')

15 plt.plot([u,f(u)],[f(u),f(u)],'r')

16 for k in range (1 ,11):

17 u=...

18 plt.plot (... ,...,'r')

19 plt.plot (... ,...,'r')

20 plt.show()
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2. Dresser le tableau de variations de f sur R.3. Démontrer que pour tout x ∈]1; 2], f (x) < x .4. Établir : ∀n ∈ N, 1 ⩽ un+1 ⩽ un ⩽ 2.5. En déduire que la suite (un)n∈N converge vers un réel ℓ appartenant à [1; 2].6. Déterminer la valeur de ℓ .7. Écrire une fonction Python qui renvoie le plus petit n à partir duquel |un − ℓ| ⩽ 10−3 .
Exercice 52 - ••◦ - Suite récurrente d’ordre 1 divergenteConsidérons la suite (un)n∈N définie par : u0 = −1

∀n ∈ N, un+1 = 2
un
− u2

n

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f : x 7−→ 2
x − x2 , définie sur R∗ .2. Justifier que pour tout n ∈ N, un existe et un ⩽ −1.3. Déterminer, pour tout x ∈ R, le signe de x3 + x2 − 2.4. En déduire les variations de la suite (un)n∈N .5. À l’aide d’un raisonnement par l’absurde, démontrer que la suite (un)n∈N n’est pas minorée.

Exercice 53 - ••• - Suite récurrente d’ordre 1 divergente (bis)Considérons la suite (un)n∈N définie par : u0 = 1
∀n ∈ N, un+1 = un + 1

unJustifier que la suite (un)n∈N est bien définie, puis démontrer qu’elle diverge vers +∞.
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Exercice 54 - ••• - Nombre d’or et suite récurrenteSoient a, b ∈ R+∗ . Le nombre d’or est l’unique rapport a
b tel que a + b

a = a
b .1. Déterminer la valeur du nombre d’or, noté φ.

2. Considérons la suite (un)n∈N∗ définie par : { u1 = 1
∀n ∈ N∗, un+1 = √1 + un

.
2.a. Démontrer que pour tout n ∈ N∗ , un existe et 1 ⩽ un ⩽ φ.2.b. Étudier les variations de (un)n∈N∗ puis démontrer qu’elle converge vers φ.2.c. Établir :

∀n ∈ N∗, φ − un+1 ⩽ 12 (φ − un)puis en déduire :
∀n ∈ N∗, φ − un ⩽

12n−12.d. Retrouver alors la limite de (un)n∈N∗ puis déterminer un rang à partir duquel un est proche de φ à10−10 près.2.e. L’exécution du programme suivant affiche 21. Interpréter ce résultat.
1 import numpy as np

2
3 phi =(1+np.sqrt (5))/2

4 n=1

5 u=1

6 while abs(u-phi ) >10**( -10):

7 n=n+1

8 u=np.sqrt (1+u)

9 print(n)

Exercice 55 - ••• - Suite récurrente d’ordre 1 (fonction décroissante)Considérons la fonction f : x 7−→ 11 + x , définie sur R+ , ainsi que la suite (un)n∈N définie par :{
u0 = 0
∀n ∈ N, un+1 = f (un)1. Démontrer que la suite (un)n∈N est bien définie et bornée par 0 et 1.2. Démontrer que la fonction f possède un unique point fixe, noté α , et le déterminer.3. Représenter l’allure de la courbe de f sur l’intervalle [0; 1] ainsi que les premiers termes de la suite(un)n∈N .4. Démontrer par récurrence : ∀n ∈ N, u2n ⩽ u2n+2 ⩽ α ⩽ u2n+3 ⩽ u2n+1 .5. Justifier que la fonction f ◦ f est définie et continue sur R+ .6. Notons, pour tout n ∈ N, vn = u2n et wn = u2n+1 . Déduire des questions précédentes que les suites(vn)n∈N et (wn)n∈N convergent et déterminer leur limite.7. Conclure sur la convergence de la suite (un)n∈N .
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8
Séries numériques

Les exercices qui suivent sont essentiellement centrés sur la technique de calcul et les méthodes usuellespour établir la convergence/divergence d’une série.Le programme officiel mentionne que "l’étude des séries sera complétée en seconde année par les techniques
de comparaison sur les séries à termes positifs". Je ne propose donc aucun exercice utilisant ces critères.

Exercice 56 - •◦◦ - Reste d’une série convergente
Soit ∑

n⩾0 un une série convergente. On note S = +∞∑
k=0 uk ainsi que, pour tout n ∈ N :

Sn = n∑
k=0 uk et Rn = +∞∑

k=n+1 uk

1. Justifier que pour tout n ∈ N, la quantité Rn est bien définie et donner une relation entre Sn , S et Rn .2. Que dire du comportement de Rn quand n tend vers +∞ ?
Exercice 57 - •◦◦1. 1.a. Déterminer les réels a et b tels que pour tout n ∈ N :1(n + 1)(n + 2) = a

n + 1 + b
n + 2

1.b. En déduire la convergence et la somme de la série ∑
n⩾0

1(n + 1)(n + 2) .2. 2.a. Déterminer les réels a et b tels que pour tout n ∈ J2;+∞J :1
n2 − 1 = a

n − 1 + b
n + 1

2.b. En déduire la convergence et la somme de la série ∑
n⩾2

1
n2 − 1 .
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Exercice 58 - •◦◦ - Convergence & sommeJustifier la convergence et donner les sommes des séries suivantes.
1. ∑

n⩾0
2n+15n

2. ∑
n⩾0

(−1)n−13n+1
3. ∑

n⩾0
(−3)n−1

n!
4. ∑

n⩾2
2n+1
n!

5. ∑
n⩾0

n(−2)n
6. ∑

n⩾0
n(n − 1)2n5n−1

7. ∑
n⩾0

n + 34n

8. ∑
n⩾0

122n

9. ∑
n⩾0 q2n , où q ∈]− 1; 1[

10. ∑
n⩾m

qn , où q ∈]− 1; 1[ et m ∈ N

Exercice 59 - ••◦ - Convergence & somme (bis)Justifier la convergence et donner les sommes des séries suivantes :
1. ∑

n⩾0
n2n

n!
2. ∑

n⩾0
n22n

3. ∑
n⩾0

n23n

4. ∑
n⩾0

2n2 + 15n

5. ∑
n⩾0

n + 1
n!

6. ∑
n⩾0

2n(n + 1)!
7. ∑

n⩾0
n(n + 1)!

8. ∑
n⩾0

n22n

n!
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9. ∑
n⩾2 ln(1− 1

n2
)

10. ∑
n⩾0

n3
n!

11. ∑
n⩾0

n2(n + 1)!
Exercice 60 - ••◦On admet que les séries ∑

n⩾0
1(2n + 1)2 et ∑

n⩾1
1
n2 sont convergentes. On admet également que +∞∑

n=1
1
n2 = π26 .

Calculer +∞∑
n=0

1(2n + 1)2 .
Exercice 61 - •◦◦ - Suite récurrente et sérieOn considère la suite (un)n∈N définie par : { u0 > 0

∀n ∈ N, un+1 = une−un .
1. Écrire une fonction Python prenant en arguments un réel strictement positif a et un entier naturel n puisrenvoyant la liste composée des valeurs u0, u1, ..., un dans le cas où u0 = a.2. Démontrer que pour tout n ∈ N, un > 0.3. Démontrer que la suite (un)n∈N est strictement décroissante.4. En déduire que la suite (un)n∈N converge et déterminer la valeur de sa limite.5. On pose, pour n ∈ N, vn = ln(un). Exprimer vn+1 − vn en fonction de un .6. En déduire la nature de la série ∑

n⩾0 un .
Exercice 62 - ••◦ - Suite récurrente et série (bis)Considérons la suite (un)n∈N définie par : { u0 = 1

∀n ∈ N, un+1 = ln (1 + u2
n
) .

1. Établir pour tout entier n ∈ N, l’encadrement suivant : 0 ⩽ un ⩽ 1.2. 2.a. Démontrer : ∀x ∈]− 1; +∞[, ln(1 + x) ⩽ x .2.b. Pour tout entier n ∈ N, établir l’inégalité : un+1 ⩽ u2
n .2.c. En déduire pour tout entier n ∈ N∗ , l’inégalité un ⩽
( ln(2))n .3. Déterminer la limite de la suite (un)n∈N .

4. 4.a. Notons, pour tout n ∈ N, Sn = n∑
k=0 uk .

Déduire de la question 2.c. : ∀n ∈ N∗, Sn ⩽ u0 + ln(2)1− ln(2) .
Si le critère decomparaison (parinégalité) sur les séries àtermes généraux positifsa été vu, ne pas tenircompte de la question4.a. et faire directementla question 4.b..

Remarque

4.b. Conclure finalement que la série ∑
n⩾0 un est convergente.

Exercice 63 - ••• - TSSA (critère de Leibniz)Soit (un)n∈N une suite de réels décroissante et qui converge vers 0.
Pour tout n ∈ N, on pose Sn = N∑

k=0 (−1)kuk .
Le but de l’exercice est de prouver la convergence de la série ∑

n⩾0(−1)nun.
Pour un cas particulierde cet exercice, on peutrevenir à l’exercice49 qui démontre laconvergence de la série∑
n⩾1

(−1)n
n .

Remarque
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1. Justifier que pour tout n ∈ N, un ⩾ 0.2. Démontrer que les suites (S2n)n∈N et (S2n+1)n∈N sont adjacentes.3. En déduire que la série ∑
n⩾0(−1)nun est convergente. On note S sa somme.

4. Établir :
∀n ∈ N, S2n+1 ⩽ S ⩽ S2nEn déduire :
∀n ∈ N, |Sn − S| ⩽ un+15. Application.Démontrer que la série∑

n⩾1
(−1)n

n est convergente puis écrire une fonction Python qui prend en argument
d’entrée un réel strictement positif p et renvoie une valeur approchée de +∞∑

n=1
(−1)n

n à ±p près.
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9
Généralités sur les fonctions et fonctions usuelles

Dans ce premier chapitre sur les fonctions, on manipule les notions de base (ensemble de définition, parité,majoration/minoration, étude des variations à l’aide de la dérivée) et on travaille évidemment sur les fonctionsusuelles (les fonctions polynomiales font l’objet du chapitre suivant). Je propose donc des exercices axés surles techniques à parfaitement maîtriser.

Exercice 64 - •◦◦ - Retour sur le chapitre 1Rappeler l’écriture quantifiée de chaque phrase puis en écrire la négation.
On désignera par f une fonction définie sur un intervalle I de R.1. La fonction f est positive sur I .2. La fonction f est majorée sur I .3. La fonction f est croissante sur I .
Exercice 65 - •◦◦ - Ensemble de définitionDans chaque cas, déterminer l’ensemble de définition de la fonction f .
1. f : x 7−→ 1

x2 − 12. f : x 7−→
√

x2 + 2x − 33. f : x 7−→ ln(6 + 5x − x2)4. f : x 7−→ ln(x + 3)− ln(x + 1)
5. f : x 7−→ ln( x + 3

x + 1
)

6. f : x 7−→ ln(ex + x2)7. f : x 7−→ ln(ex − 2)
8. f : x 7−→ 1ln(x)− 1
Exercice 66 - •◦◦ - Positions relativesÉtudier les positions relatives des courbes des fonctions x 7−→ x , x 7−→ x2 et x 7−→

√
x sur R+ .
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Exercice 67 - •◦◦ - Transformations d’une courbeConsidérons f la fonction, définie sur [−3; 4], dont la courbe représentative est donnée ci-dessous.

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5
−3−3−2−1

12
3

Déterminer l’ensemble de définition de chacune des fonctions ci-dessous et représenter sa courbe.1. g : x 7−→ −f (x)2. h : x 7−→ f (−x)3. i : x 7−→ |f (x)|4. j : x 7−→ f (x + 2)5. k : x 7−→ f (x − 1)
Exercice 68 - •◦◦ - Parité/imparité1. Dans chaque cas, étudier la parité de la fonction f .1.a. f : x 7−→ x2 ln(x), définie sur R+∗ .1.b. f : x 7−→ x

x4 + 1 , définie sur R.
1.c. f : x 7−→ x2

x2 + 1 , définie sur R.
1.d. f : x 7−→ x − 1

x2 + 1 , définie sur R.
1.e. f : x 7−→ x3 + 1

x , définie sur R∗ .2. Que dire de la somme de deux fonctions paires ? Deux fonctions impaires ? D’une fonction paire et d’unefonction impaire ?Mêmes questions avec le produit de deux fonctions.
Exercice 69 - •◦◦ - Vrai ou faux sur la paritéDans chaque cas, f est une fonction définie sur R.1. Si f (1) = f (−1), alors f est paire.2. Si f est impaire, alors f (2) ̸= f (−2).3. Si f est paire, alors il existe x ∈ R tel que f (x) = f (−x).4. S’il existe x ∈ R tel que f (−x) = −f (x), alors f ne peut pas être paire.
Exercice 70 - ••• - Décomposition en somme d’une fonction paire et d’une fonction impaireDémontrer que toute fonction définie sur R se décompose de façon unique en la somme d’une fonction paireet d’une fonction impaire, définies sur R.
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Exercice 71 - ••◦ - Variations et équivalence...1. Soit f une fonction strictement croissante sur un intervalle I . Établir :
∀a, b ∈ I,

(
f (a) = f (b) ⇐⇒ a = b

)
2. Soit f une fonction strictement croissante sur un intervalle I . Établir :

∀a, b ∈ I,
(
f (a) ⩽ f (b) ⇐⇒ a ⩽ b

)
3. L’équivalence précédente est-elle encore vraie si la croissance de f n’est pas stricte ?
Exercice 72 - •◦◦ - Propriétés sur exp et ln1. Exprimer uniquement à l’aide de ln(2) les nombres suivants : ln(8) ; ln(√2) ; ln(6)− ln(3) ; ln(2e2).2. Simplifier les expressions suivantes :

2.a. ex2+2xe(x+1)2 , où x ∈ R.
2.b. − ln(2x)− ln(x)− ln( 1

x2
), où x ∈ R+∗ .

2.c. √e2xe−x , où x ∈ R.2.d. ex2−2x × (ex )2(e2x )3 , où x ∈ R.2.e. ln(e4)− ln(e2) + ln(√e)2.f. ln(√3 +√2) + ln(√3−√2)
Exercice 73 - ••◦ - Résolution d’équations et inéquationsRésoudre les équations et inéquations suivantes.1. ln(1 + ex ) = 2, où x ∈ R.2. (1 + ln(x))2 = 4, où x ∈ R+∗ .3. | ln(x)| = 1, où x ∈ R+∗ .4. |ex | = 1, où x ∈ R.5. |x + 3| = −1, où x ∈ R.6. |x + 5| = |2x − 7|, où x ∈ R.7. ⌊x⌋ = 12 , où x ∈ R.8. ⌊x2⌋ = 9, où x ∈ R.9. 2x4 + x2 − 1 = 0, où x ∈ R.10. ( ln(x))2 − 3 ln(x) + 2 = 0, où x ∈ R+∗ .11. e2x = 2ex − 1, où x ∈ R.12. ex − 2e−x = 1, où x ∈ R.13. |x + 5| < 3, où x ∈ R.14. |x − 2| ⩽ 0, où x ∈ R.15. |2x − 1| ⩾ 4, où x ∈ R.16. |9− x2| ⩾ −2, où x ∈ R.17. 5− x2 < 0, où x ∈ R.18. ln(1 + x2) ⩽ ln(2), où x ∈ R.19. e2x−1 ⩾ 1, où x ∈ R.20. 1ex + 1 < 2, où x ∈ R.21. 0, 5x < 0, 1, où x ∈ R.22. 2x ⩽ 3, où x ∈ R.
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Exercice 74 - •◦◦ - Calculs de dérivéesJustifier que chaque fonction f est dérivable sur l’intervalle donné et déterminer sa dérivée.1. f : x 7−→ 1
x2 sur R+∗

2. f : x 7−→ 5
x7 sur R+∗

3. f : x 7−→ x ln(x) sur R+∗
4. f : x 7−→ xex sur R5. f : x 7−→ ln(1 + x2) sur R6. f : x 7−→

√1 + x2 sur R7. f : x 7−→ e−x2 sur R8. f : x 7−→
√

xex + 1 sur R+∗9. f : x 7−→
( ln(1 + x))4 sur R+

10. f : x 7−→ xe−x2 sur R
Exercice 75 - •◦◦ - Étude de deux fonctionsNotons f la fonction définie sur R \ {1} par : ∀x ∈ R \ {1}, f (x) = x3 + 4

x − 1 et Cf sa courbe représentativedans un repère orthonormé du plan.1. Déterminer la dérivée de f .2. On considère maintenant la fonction g définie sur R par :
∀x ∈ R, g(x) = 2x3 − 3x2 − 42.a. Dresser le tableau de variations de g sur R.2.b. Calculer g(2) puis en déduire le tableau de signes de g(x) sur R.3. Déduire des questions précédentes le tableau de variations de f sur R \ {1}. Les limites de f ne sont pas

demandées.4. Déterminer l’équation réduite de la tangente à Cf au point d’abscisse 0, notée T0 . Étudier la positionrelative de Cf par rapport à T0 .5. Représenter l’allure de Cf dans un repère du plan judicieusement choisi.
Exercice 76 - ••◦ - Étude de fonctionsPour chaque fonction ci-dessous :
• déterminer son ensemble de définition,
• étudier sa parité,
• déterminer sa dérivée,
• dresser son tableau de variations,
• représenter l’allure de sa courbe.1. f : x 7−→ x

x2 + 12. f : x 7−→ 3x + 1
x33. f : x 7−→ x ln(x)− x4. f : x 7−→ ln (ln(x))5. f : x 7−→ ex(1 + ex )26. f : x 7−→ ln(1 + x1− x

)
7. f : x 7−→ xx
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Exercice 77 - ••◦ - Établir des inégalités1. Encadrer e(1−x)2 pour x ∈ [2; 4]2. Démontrer : ∀x ∈ [0; 1], 0 < e−x + x ⩽ 2.
3. Démontrer : ∀x ∈ [2; +∞[, 1

x(x + 1) ⩽ 1
x2 ⩽

1
x(x − 1) .

4. Démontrer : ∀x ∈ R+,
√ 3x

x + 2 ⩾

√ 3x
x + 5 .

5. Démontrer : ∀x ∈ R, e2x+1 ⩽ e(x+1)2 .
Exercice 78 - ••◦ - Des inégalités classiques1. 1.a. En étudiant la fonction x 7−→ ex − x , démontrer :

∀x ∈ R, ex ⩾ x + 1
1.b. En déduire que pour tout réel positif x :

ex ⩾ 1 + x + x222. Démontrer que pour tout x ⩾ 0 :
x − x22 ⩽ ln(1 + x) ⩽ x

Exercice 79 - ••• - Logarithme et moyenne...Démontrer que pour tous x, y > 0 :
ln ( x + y2 )

⩾
ln(x) + ln(y)2

Exercice 80 - ••• - Maximum sur les entiersJustifier l’existence et calculer la valeur de max
n∈N∗

(
n√n
).
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10
Fonctions polynomiales

Même si ce chapitre contient peu d’exercices, j’ai fait le choix de le séparer du précédent pour que ce soit plussimple de les identifier puisque c’est un chapitre souvent traité à part par les enseignantes et enseignants.Des exercices assez classiques sur ce thème, même s’ils ne sont pas toujours dans l’esprit du programme. Lesplus importants sont les exercices 81, 82 et 83. Les autres peuvent être travaillés dans un second temps...

Exercice 81 - •◦◦ - Recherche de racines & factorisationDans chaque cas, déterminer la forme factorisée de P en produits de fonctions polynomiales de plus petitsdegrés possibles.1. P : x 7−→ x3 − 82. P : x 7−→ x3 − 3x2 + 3x − 23. P : x 7−→ 2x3 − x2 − 2x + 14. P : x 7−→ x3 − 2x2 − 5x + 65. P : x 7−→ x4 − 5x3 + 7x2 − 3x6. P : x 7−→ x4 − 2x2 + 1
Exercice 82 - ••◦ - Racine doubleSoient P une fonction polynomiale de degré supérieur ou égal à 2 et α ∈ R. Démontrer :

P(α) = 0
P ′(α) = 0 } ⇐⇒ ∃Q ∈ R[x ] / ∀x ∈ R, P(x) = (x − α)2Q(x)

Exercice 83 - ••◦ - Division euclidienneOn admet que que pour tout n ∈ N, il existe deux réels an et bn et une fonction polynomiale Qn tels quepour tout x ∈ R :
xn = (x2 + x − 2)Qn(x) + anx + bn (⋆)Déterminer, pour tout n ∈ N, an et bn en fonction de n.

Exercice 84 - ••◦ - Fonction polynomiale nulle ?Soit P une fonction polynomiale telle que pour tout x ∈ R, P(x + 1) = P(x).Démontrer que si P admet une racine, alors P est nulle.
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Exercice 85 - ••◦ - Suite de fonctions polynomialesOn considère la suite (Pn)n∈N de fonctions polynomiales définie par :{
∀x ∈ R, P0(x) = 1
∀n ∈ N, ∀x ∈ R, Pn+1(x) = xPn(x) + 1

1. Déterminer les fonctions polynomiales P1 , P2 et P3 .2. Déterminer, pour tout n ∈ N, l’expression de Pn .
Exercice 86 - ••• - Fonctions polynomiales de degré 2 paires1. Démontrer qu’une fonction polynomiale de degré 2 admettant deux racines réelles opposées est paire.2. 2.a. Soif f une fonction polynomiale de degré 2 qui est paire et qui possède deux racines réelles distinctesnotées x1 et x2 . Démontrer que x1 = −x2 .2.b. Déterminer toutes les fonctions polynomiales de degré 2 qui sont paires et qui ne possèdent qu’uneunique racine réelle.
Exercice 87 - ••• - Équations sur des fonctions polynomialesDans chaque cas, déterminer les fonctions P ∈ R[x ] vérifiant la condition donnée.1. P ′2 = P2. ∀x ∈ R, P(x2) = (x2 + 1)P(x)3. P ◦ P = P .
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11
Limites de fonctions

Nous poursuivons ici l’étude des fonctions par l’étude de leurs limites. Relativement peu d’exercices, tous axéssur les techniques. Il semble impératif de parfaitement les maîtriser pour envisager sereinement les questionsrelatives à l’étude des fonctions lors des concours.

Exercice 88 - •◦◦ - Calculs de limitesDéterminer les limites ci-dessous :1. lim
x→1 1

x2 + x + 12. lim
x→2
x>2

1(x − 2)2 et lim
x→2
x<2

1(x − 2)2
3. lim

x→3
x>3

x
x − 3 et lim

x→3
x<3

x
x − 3

4. lim
x→1
x>1

x − 31− x et lim
x→1
x<1

x − 31− x .
5. lim

x→+∞ x2 + 1e−x + 16. lim
x→0
x>0

x + 1e−x − 1 et lim
x→0
x<0

x + 1e−x − 1
7. lim

x→+∞−xex3
8. lim

x→−2
x>−2

( ln(3x2 + 1)− ln(x + 2))
9. lim

x→0
x>0 e −1

x2 et lim
x→0
x<0 e −1

x2
10. lim

x→+∞
( ln(x)− ln(x + 2))

11. lim
x→+∞ x2 + 1

x2 − 3x + 112. lim
x→−∞

x3 + x2 + x
x2 − 3x + 113. lim

x→+∞ x + 2√
x + 1
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Exercice 89 - ••◦ - Calculs de limites (bis)Déterminer les limites ci-dessous :
1. lim

x→+∞ ln ( 1
x
)

x2. lim
x→+∞ x2 − ex + ln(x)

3. lim
x→+∞ ex2

x4. lim
x→0
x>0

1
x e 1

x et lim
x→0
x<0

1
x e 1

x

5. lim
x→−∞

x2 − ex

x et lim
x→+∞ x2 − ex

x6. lim
x→+∞

√3x2 + 5x + 1−√x2 + 2x + 1
7. lim

x→+∞
√3x2 + 5x + 1−√3x2 + 2x + 1

8. lim
x→2
x<2

x − 2
x2 − 5x + 6 et lim

x→2
x>2

x − 2
x2 − 5x + 69. lim

x→+∞
( ln(3x2 + 1)− ln(x + 2))

10. lim
x→+∞

( ln(3x2 + 1)− ln(ex + 2))
11. lim

x→0
x<0 x2e 1

x et lim
x→0
x>0 x2e 1

x

12. lim
x→+∞ ln(ex + 1)− x

13. lim
x→+∞ x 1

x

14. lim
x→0
x>0 x

⌊1
x

⌋

Exercice 90 - ••◦ - Vrai ou faux ?1. Si f est strictement croissante sur R et majorée par 1, alors lim
x→+∞ f (x) = 1.

2. Si lim
x→2 f (x) = lim

x→2 g(x), alors lim
x→2 f (x)

g(x) = 1.
3. lim

x→a
f (x) = 0 ⇐⇒ lim

x→a
|f (x)| = 0 (où a désigne soit un réel, soit ±∞, et f une fonction définie sur unvoisinage de a, noté I)4. lim

x→a
f (x) = 1 ⇐⇒ lim

x→a
|f (x)| = 1 (où a désigne soit un réel, soit ±∞, et f une fonction définie sur unvoisinage de a, noté I)5. Si la suite (f (n))n∈N converge, alors la fonction f possède une limite en +∞.6. Si f est bornée sur R et si lim

x→+∞g(x) = 0, alors lim
x→+∞ f (x)g(x) = 0.7. Si f est positive et strictement croissante sur R, alors lim

x→+∞ f (x) = +∞.8. Soit ℓ ∈ R. Si f est croissante sur R et que lim
x→+∞ f (x) = ℓ , alors f est majorée par ℓ .9. Si f est croissante sur R et non majorée, alors lim

x→+∞ f (x) = +∞.
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Exercice 91 - ••◦ - Une limite classique1. Démontrer que : ∀x ∈]− 1;+∞[, x1 + x ⩽ ln(1 + x) ⩽ x .
2. En déduire que lim

x→0 ln(1 + x)
x = 1.3. En déduire les limites suivantes :3.a. lim

x→0 ln(1 + x2)
x2

3.b. lim
x→0 ln(1 + x2)

x3.c. lim
x→0
x>0

ln(1 +√x)
x

3.d. lim
x→+∞

(1 + 1
x

)x

3.e. lim
x→0
x>0 (1 + x)ln(x)

Exercice 92 - ••◦ - Étude de fonctions
Les questions de cet exercice sont indépendantes.1. Considérons la fonction f : x 7−→ x2e−x , définie sur R.1.a. Déterminer les limites de f en −∞ et +∞ et préciser les éventuelles asymptotes à la courbe de f .1.b. Dresser le tableau de variations de f sur R.1.c. Représenter l’allure de la courbe de f .2. Considérons la fonction f : x 7−→ ln(ex + e−x ).2.a. Justifier que la fonction f est définie sur R.2.b. Démontrer que la fonction f est paire.2.c. Dresser le tableau de variations de f sur R en précisant ses limites en −∞ et +∞.2.d. Déterminer lim

x→+∞ f (x)− x . Interpréter graphiquement le résultat obtenu.2.e. Représenter l’allure de la courbe de f .3. Considérons la fonction f : x 7−→ x 1
x , définie sur R+∗ .3.a. Déterminer les limites de f en 0 et +∞ et préciser les éventuelles asymptotes à la courbe de f .3.b. Dresser le tableau de variations de f sur R+∗ .3.c. Représenter l’allure de la courbe de f .
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12
Continuité des fonctions

Deux aspects sont abordés dans ce chapitre sur la continuité :
• l’aspect local : étude de continuité et prolongement par continuité en un point ;
• aspect global avec essentiellement le théorème des bornes, le théorème des valeurs intermédiaires et lethéorème de bijection.

Exercice 93 - •◦◦ - Études de continuité localeDans chaque cas, étudier la continuité de f sur R.
1. f : x 7−→

{ ex si x > 0
x + 1 si x ⩽ 0

2. f : x 7−→
{

x2 si x ⩽ 1ln(x) si x > 1
3. f : x 7−→

{ e− 1
x si x > 00 si x ⩽ 04. f : x 7−→ max(0, x)

Exercice 94 - •◦◦ - Prolongement par continuité
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Donner l’ensemble de définition de la fonction f : x 7−→ exp(− 1
x2
). Est-elle prolongeable par continuitésur R ?2. Donner l’ensemble de définition de la fonction f : x 7−→ x2 − 5x − 6

x + 1 . Est-elle prolongeable par continuitésur R ?3. Donner l’ensemble de définition de la fonction f : x 7−→
√1 + x − 1

x . Est-elle prolongeable par continuitésur [−1; +∞[ ?
4. Donner l’ensemble de définition de la fonction f : x 7−→ e√x − 1

x . Est-elle prolongeable par continuitésur R+ ?
Rappel (ou donnée si résultat non connu) : lim

x→0 ex − 1
x = 1.
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Exercice 95 - ••◦ - Théorème de bijectionDans chaque cas :
• dresser le tableau de variations complet de f sur I ,
• démontrer que f est bijective de I dans un intervalle à préciser,
• donner le tableau de variations complet de f−1 .1. f : x 7−→ (x + 2)e−x sur [−1; +∞[2. f : x 7−→ xln(x) sur ]0; 1[.

Exercice 96 - •◦◦ - Étude de fonctionsOn considère la fonction f : x 7−→ ex − ln(x), définie sur ]0; +∞[ ainsi que la fonction g : x 7−→ xex − 1,définie sur [0; +∞[.1. 1.a. Dresser le tableau de variations complet de g sur [0; +∞[.1.b. Montrer que l’équation g(x) = 0 possède une unique solution α dans [0; +∞[. Vérifier que α ∈]0; 1[.1.c. Écrire une fonction Python approx_alpha renvoyant une valeur approchée de α à 10−3 prèsobtenue par la méthode de dichotomie.1.d. Préciser le signe de g(x) selon les valeurs de x .2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et préciser les asymptotes de sacourbe représentative.3. Dresser le tableau de variations complet de f .4. Établir : f (α) = α + 1
α .

Exercice 97 - ••◦ - Étude de fonction avec asymptote obliqueConsidérons la fonction f : x 7−→ x2 + ex

x + 1 , définie sur R \ {−1}.Définition. On dit que la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique à Cf en ±∞ lorsquelim
x→±∞

f (x)− (ax + b) = 0.1. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et préciser les asymptotes de Cf .2. Démontrer que la fonction g : x 7−→ x+2+ex s’annule en un unique réel, noté α . Vérifier que α ∈]−3;−2[.3. En déduire le tableau de variations de f .4. 4.a. Déterminer lim
x→−∞

f (x)
x . On notera a le réel obtenu.4.b. Déterminer lim

x→−∞
f (x)− ax . On notera b le réel obtenu.4.c. En déduire que Cf admet une asymptote oblique en −∞ puis représenter l’allure de Cf .

Exercice 98 - •◦◦ - Suite impliciteConsidérons la fonction f : x 7−→ ex

x − 1 définie sur R \ {1}.1. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.2. Dresser le tableau de variations complet de f .3. Représenter l’allure de Cf .4. Démontrer que f est une bijection de ] −∞; 1[ dans un intervalle à préciser puis donner le tableau devariations de la fonction f−1 , bijection réciproque de la restriction de f à l’intervalle ]−∞; 1[.5. Justifier que, pour tout n ∈ N
∗ , l’équation f (x) = −n possède une unique solution dans ] − ∞; 1[. On

notera un cette solution.6. Exprimer, pour tout n ∈ N∗ , un en fonction de n et f−1 .7. En déduire les variations et la limite de (un)n∈N∗ .
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Exercice 99 - ••◦ - Suite implicite (bis)Pour n ∈ N∗ , on considère la fonction fn définie sur R par :
∀x ∈ R, fn(x) = xen−x − 11. Soit n ∈ N∗ . Déterminer les limites de fn en ±∞.2. Soit n ∈ N∗ . Dresser le tableau de variations de fn .3. Démontrer que pour tout n ∈ J2; +∞J, l’équation fn(x) = 0 possède deux solutions dans R, notées un et

vn , telles que 0 ⩽ un ⩽ 1 et vn ⩾ n.4. Démontrer que la suite (vn)n⩾2 diverge vers +∞.5. Étude de la suite (un)n⩾2 .5.a. Écrire une fonction Python, nommée approx_u, prenant en argument d’entrée un entier naturel nsupérieur ou égal à 2 et renvoyant une valeur approchée de un à 10−3 près obtenue par la méthodede dichotomie.5.b. L’exécution du programme suivant affiche le graphique ci-dessous.
1 import matplotlib.pyplot as plt

2
3 for n in range (2 ,11):

4 u=approx_u(n)

5 plt.plot(n,u,'r+')

6 plt.show()

Que peut-on conjecturer ?5.c. Soit n ∈ J2; +∞J. Comparer, pour tout x ∈ [0; 1], fn(x) et fn+1(x).5.d. En déduire les variations de la suite (un)n⩾2 .5.e. Justifier que la suite (un)n⩾2 converge vers un réel ℓ ∈ [0; 1].5.f. En raisonnant par l’absurde, démontrer que ℓ = 0.
Exercice 100 - ••• - Suite récurrente d’ordre 1 avec fonction décroissanteConsidérons la fonction f : x 7−→ e−x , définie sur R, et la suite (un)n∈N définie par :{

u0 = 0
∀n ∈ N, un+1 = f (un)1. Justifier que la fonction f possède un unique point fixe sur R, noté α , vérifiant α ∈]0; 1[.
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2. Représenter l’allure de Cf sur [0; 1] ainsi que les premiers termes de la suite (un)n∈N .3. Démontrer que pour tout n ∈ N, un ∈ [0; 1].4. Posons g = f ◦ f et pour tout n ∈ N : vn = u2n et wn = u2n+1 .4.a. Démontrer que α est un point fixe de g, puis que c’est le seul.4.b. Soit n ∈ N. Exprimer vn+1 en fonction de g et vn puis wn+1 en fonction de g et wn .4.c. Démontrer : ∀n ∈ N, vn ⩽ vn+1 ⩽ α ⩽ wn+1 ⩽ wn .4.d. En déduire que les suites (vn)n∈N et (wn)n∈N convergent et déterminer leur limite.5. Que peut-on en conclure sur la suite (un)n∈N ?
Exercice 101 - ••• - Des histoires de point fixe...
Les questions de cet exercice sont indépendantes.1. Soit f une fonction continue sur [0; 1] à valeurs dans [0; 1]. Démontrer que f possède au moins un pointfixe.2. Soit f une fonction continue et décroissante sur R. Démontrer que f possède un unique point fixe.3. Soit f une fonction continue sur [0; 1] à valeurs dans [0; 1] telle que f ◦ f = f . Préciser l’ensemble despoints fixes de f .4. Soit f continue sur R. Démontrer que s’il existe a ∈ R tel que f ◦ f (a) = a, alors f possède au moins unpoint fixe.
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13
Dérivabilité et convexité des fonctions

Un choix assez varié d’exercices ici, même si les exercices 109 et 110 s’éloignent un peu plus des classiques(ils feraient, en revanche, de bons exercices sans préparation pour l’oral d’HEC). Ce chapitre complète l’étudedes fonctions vue jusqu’à présent (les développements limités seront ajoutés en 2A) ; c’est donc l’occasiond’aller travailler quelques annales, en particulier les exercices traitant de suites récurrentes d’ordre 1 utilisantl’inégalité des accroissements finis (IAF).

Exercice 102 - •◦◦ - Dérivabilité en un pointPour chaque fonction donnée, étudier sa dérivabilité en a.1. f : x 7−→ e−x√x , a = 02. f : x 7−→ x
√

x , a = 03. f : x 7−→
{

x2 si x ⩽ 1ex−1 si x > 1 , a = 1
4. f : x 7−→

{
x2 si x ⩽ 0
xe− 1

x si x > 0 , a = 0
Exercice 103 - •◦◦ - Continue ? Dérivable ?
Considérons la fonction f : x 7−→

 ex2 − 1
x si x ̸= 00 si x = 0 , définie sur R.

1. Justifier que la commande np.linspace(-1,1,101) renvoie un tableau contenant la valeur 0.2. Écrire un programme Python permettant d’obtenir la courbe représentative de f sur [−1; 1].3. La fonction f est-elle continue en 0 ?4. La fonction f est-elle dérivable en 0 ?
Exercice 104 - ••◦ - Prolongement C 1On considère la fonction f : x 7−→ x2 ln(x), définie sur R+∗ . Pour celles et ceux quiveulent un peu plus dedifficulté, regroupez lestrois premières questionsen "Démontrer que f estprolongeable en unefonction de classe C 1sur R+ .

Remarque1. Démontrer que la fonction f est prolongeable par continuité sur R+ .2. Démontrer que la fonction f ainsi prolongée est dérivable en 0.3. Démontrer que f ′ est continue sur R+ .4. La fonction f est-elle deux fois dérivable en 0 ?
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Exercice 105 - ••◦ - Dérivée n-ièmeConsidérons la fonction f définie sur R par :
∀x ∈ R, f (x) = xe2x

1. Justifier que f est C∞ sur R.2. Démontrer que pour tout n ∈ N, il existe deux réels an, bn tels que :
∀x ∈ R, f (n)(x) = (anx + bn)e2x

On précisera les relations entre an+1 , bn+1 , an et bn .3. Déterminer le terme général de la suite (an)n∈N .
4. On considère la suite (cn)n∈N définie par : ∀n ∈ N, cn = bn2n . Établir une relation de récurrence sur(cn)n∈N , puis déterminer son terme général.5. En déduire, pour tout n ∈ N et tout x ∈ R, l’expression de f (n)(x).
Exercice 106 - ••◦ - IAF & suite récurrenteOn considère la fonction f : x 7−→ 2− 12 ln(x) définie sur R+∗ ainsi que la suite (un)n∈N définie par :{

u0 = 1
∀n ∈ N, un+1 = f (un)1. Démontrer que l’équation f (x) = x admet une unique solution, notée α , sur R+∗ .2. Justifier que α ∈ [1; e].3. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme ci-dessous de sorte que l’exécution de

approx1_alpha renvoie une valeur approchée de α à 10−3 près obtenue par la méthode de dichotomie.
1 import numpy as np

2
3 def g(x):

4 return 2 -1/2*np.log(x)-x

5
6 def approx1_alpha ():

7 a=1

8 b=np.exp(1)

9 while ...

10 m=(a+b)/2

11 if g(m)>0:

12 ...

13 elif g(m)<0:

14 ...

15 else:

16 ...

17 return (a+b)/2

4. Démontrer que la suite (un)n∈N est bien définie et bornée par 1 et e.5. Démontrer :
∀x ∈ [1; e], |f ′(x)| ⩽ 12puis :

∀n ∈ N, |un+1 − α| ⩽ 12 |un − α|
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6. En déduire :
∀n ∈ N, |un − α| ⩽ e− 12npuis conclure que (un)n∈N converge et préciser sa limite.7. En utilisant les résultats de la question précédente, écrire une fonction Python renvoyant une valeurapprochée de α à 10−3 près.

Exercice 107 - ••◦ - C’est faux !Les affirmations suivantes sont fausses. Proposer des contre-exemples pour les infirmer.1. Si f est convexe sur [a; b] et f (a) = f (b) = 0, alors f est positive sur l’intervalle [a; b].2. Si f ′ est convexe sur un intervalle I , alors f est convexe sur I .3. Si f ′′(a) = 0, alors Cf est traversée par sa tangente en A
(
a; f (a)).

Exercice 108 - ••◦ - Inégalités de convexité1. En utilisant la concavité de la fonction ln, justifier :
∀(x, y) ∈]0; +∞[2, ln ( x + y2 )

⩾
ln(x) + ln(y)22. En déduire :

∀(x, y) ∈]1; +∞[2, ln ( x + y2 )
⩾
√ln(x) ln(y)

Exercice 109 - ••• - Composée de fonctions convexesSoient f une fonction définie sur un intervalle I , g une fonction définie sur un intervalle J , telles que f (I) ⊂ J .Démontrer que si f est convexe sur I et que g est convexe et croissante sur J , alors g ◦ f est convexe sur I .
Exercice 110 - ••• - Convexité d’une bijection réciproque1. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I , strictement croissante sur I et convexe. Démontrerque f est bijective, puis déterminer la convexité de sa bijection réciproque.2. Que dire si f est maintenant strictement décroissante sur I ?
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14
Intégrales sur un segment

Les premiers exercices sont ciblés sur les techniques de calculs d’intégrales (à l’aide d’une primitive, parintégration par parties, par changement de variable) et les suivants sur des classiques : suites d’intégrales,fonctions définies par des intégrales, série logarithmique, sommes de Riemann... On termine par les exercices120 et 121 plus difficiles et qui sont de bons entraînements pour l’oral d’HEC par exemple.Ce chapitre est également l’occasion d’aller faire quelques exercices d’annales en lien.

Exercice 111 - ••◦ - Calcul d’intégralesSans justifier l’existence, calculer les intégrales suivantes :
1. ∫ 2

1 (3x2 + x − 1)dx

2. ∫ 2
1
(e2x + 1

x

)
dx

3. ∫ 0
1 e−xdx

4. ∫ 2
1

1
x4 dx

5. ∫ −1
−2

1
x4 dx

6. ∫ e
1 ln(x)dx

7. ∫ 4
3

x − 1
x2 dx

8. ∫ 2
1

1(2x + 1)2 dx

9. ∫ 10
1

1
k dx avec k ∈ R∗

10. ∫ 1
0 xe x22 dx

11. ∫ 1
0 xe−x2dx
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12. ∫ 2
1

e 1
x

x2 dx

13. ∫ 1
0

exex + 1dx

14. ∫ 1
0

x
x2 + 1dx

15. ∫ 1
0

ex − e−xex + e−x dx

16. ∫ 1
0 (2x + 1)4dx

17. ∫ e2
e

1
x ln(x)dx

18. ∫ e2
e

ln(x)
x dx

19. ∫ e2
e
( ln(x))3

x dx

20. ∫ 1
0 3xdx

21. ∫ 1
0 e−e−x−xdx

22. ∫ 1
0

x
x + 1dx

23. ∫ 2
1

1
x(x + 1)dx

Exercice 112 - ••◦ - IPPA l’aide d’intégrations par parties, calculer les intégrales suivantes :
1. ∫ 1

0 xe−xdx

2. ∫ 1
0 x2e−xdx

3. ∫ e
1 xn ln(x)dx , avec n ∈ N∗

Exercice 113 - ••◦ - Changement de variableA l’aide du changement de variable indiqué, calculer les intégrales suivantes :
1. ∫ 1

0
11 +√x dx , en posant t = 1 +√x

2. ∫ ln(2)
0

ln(1 + ex )1 + e−x dx , en posant t = 1 + ex

Exercice 114 - ••◦ - Suite d’intégralesConsidérons la suite (In)n∈N définie par : ∀n ∈ N, In = ∫ 1
0 ln(1 + xn)dx .

1. Justifier que la suite (In)n∈N est bien définie.2. Calculer I0 et I1 .
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3. Démontrer :
∀n ∈ N, 0 ⩽ In ⩽

1
n + 14. Conclure que la suite (In)n∈N converge et déterminer sa limite.

Exercice 115 - ••◦ - Suite d’intégrales et somme d’une sérieOn pose, pour n ∈ N, In = 1
n!
∫ 1

0 (1− t)netdt .
1. Justifier que la suite (In)n∈N est bien définie.2. Calculer I0 .3. Démontrer que pour tout n ∈ N, 0 ⩽ In ⩽

e− 1
n!4. En déduire la limite de la suite (In)n∈N .5. Démontrer :

∀n ∈ N, In+1 = In −
1(n + 1)!6. Établir :

∀n ∈ N, In = e− n∑
k=0

1
k !

En déduire la convergence de la série ∑
k⩾0

1
k ! et donner sa somme.

7. En utilisant l’égalité de la question précédente, écrire une fonction Python qui prend en argument unentier naturel n et renvoie la valeur de In .
Exercice 116 - ••◦ - Fonction définie par une intégraleOn considère la fonction g : x 7−→

∫ x

−x

e−t1 + t2 dt .
1. Justifier que la fonction g est définie sur R.2. Démontrer que la fonction g est impaire.3. Étudier le signe de g(x) pour x ∈ R.4. Justifier que g est de classe C 1 sur [0; +∞[ et déterminer g′(x) pour x ∈ R.5. En déduire les variations de g sur R (les limites ne sont pas demandées).6. Justifier que g admet une limite en +∞.
7. Démontrer : ∀x ⩾ 0, g(x) ⩾ ex − e−x1 + x2 . En déduire lim

x→+∞g(x) puis lim
x→−∞

g(x).
Exercice 117 - ••◦ - Fonction définie par une intégrale (bis)
On considère la fonction f : x 7−→

∫ x2
1

ln(t)
t2 + 1dt .

1. Justifier que f est définie sur R∗ et démontrer qu’elle est paire.2. Dresser le tableau de variations de f sur R∗ .3. Établir que f possède une limite en 0 et +∞ et que lim
x→+∞ f (x) = − lim

x→0 f (x).
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Exercice 118 - ••◦ - Série logarithmique
1. Établir : ∀x ∈ [0; 1[, ∀n ∈ N∗, n∑

k=1
xk

k = − ln(1− x)− ∫ x

0
tn1− t dt .

2. Soit x ∈ [0; 1[. Démontrer que la série ∑
n⩾1

xn

n converge et +∞∑
n=1

xn

n = − ln(1− x).
Exercice 119 - ••• - Sommes de Riemann à gaucheSoient a, b ∈ R tels que a < b et f une fonction définie et de classe C 1 sur [a; b].Pour tout n ∈ N∗ , on pose :
• pour tout k ∈ J0; nK, ak = a + k b − a

n

• Sn = b − a
n

n−1∑
k=0 f (ak )

1. Établir : ∀n ∈ N∗, ∣∣∣∣Sn −
∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣ ⩽ n−1∑
k=0
∫ ak+1

ak

∣∣f (ak )− f (t)∣∣dt .
2. Démontrer : ∀t ∈ [ak , ak+1], ∣∣f (ak )− f (t)∣∣ ⩽ M|ak − t|.
3. Démontrer : ∀n ∈ N∗, n−1∑

k=0
∫ ak+1

ak

∣∣f (ak )− f (t)∣∣dt ⩽ M(b − a)2
n .

4. Conclure que lim
n→+∞Sn = ∫ b

a
f (t)dt .

5. Applications.
5.a. Déterminer lim

n→+∞
n−1∑
k=0

1
n + k .

5.b. Proposer un programme Python permettant d’obtenir une valeur approchée de ∫ 1
0 e−x2dx à 10−2

près.
Exercice 120 - ••• - Point fixe !Soit f une fonction continue sur [0; 1] telle que ∫ 1

0 f (x)dx = 12 .Démontrer que f possède au moins un point fixe sur [0; 1].
Exercice 121 - •••Déterminer les fonctions f : [0; 1]→ [0; 1] continues telles que∫ 1

0 f (x)dx = ∫ 1
0 f (x)2dx
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15
Équations différentielles

Chapitre dont le cours se résume essentiellement à une méthode de résolution des équations différentielleslinéaires d’ordre 1 et 2 à coefficients constants. Comme bien souvent donc, des exercices de technique puisquelques autres qui pourraient faire l’objet d’exercices ou de parties d’exercices aux concours. Ce chapitresera très utile au moment d’étudier, en deuxième année, les systèmes différentiels linéaires homogènes àcoefficients constants (aucun exercice sur ce thème n’est proposé ici).

Exercice 122 - •◦◦ - Résolution d’EDL1Résoudre les équations différentielles données.1. y′ + 2y = 2, d’inconnue y ∈ C 1(R,R)2. y′ − y = 1, d’inconnue y ∈ C 1(R,R)3. y′ − y = x , d’inconnue y ∈ C 1(R,R)4. y′ − y = 5x − 4, d’inconnue y ∈ C 1(R,R)5. y′ + y = ex + x , d’inconnue y ∈ C 1(R,R)6. y′ + y = 1 + x ln(x)
x , d’inconnue y ∈ C 1(R+∗,R)7. y′ − 3y = x , d’inconnue y ∈ C 1(R,R)

Indication : on cherchera une solution particulière qui soit une fonction affine.8. y′ − 2y = x2 , d’inconnue y ∈ C 1(R,R)
Indication : on cherchera une solution particulière qui soit une fonction polynomiale de degré 2.9. y′ − 4y = e4x , d’inconnue y ∈ C 1(R,R)
Indication : on cherchera une solution particulière sous la forme x 7−→ (ax + b)e4x , avec a, b ∈ R.10. y′ + y = 2xe−x , d’inconnue y ∈ C 1(R,R)
Indication : on cherchera une solution particulière sous la forme x 7−→ (ax2+bx+c)e−x , avec a, b, c ∈ R.

Exercice 123 - •◦◦ - Résolution d’EDL2Résoudre les équations différentielles données.1. y′′ + y′ − 2y = 4, d’inconnue y ∈ C 2(R,R)2. y′′ + y′ − 6y = 6x − 1, d’inconnue y ∈ C 1(R,R)3. y′′ − 2y′ + y = x , d’inconnue y ∈ C 2(R,R)
Indication : on cherchera une solution particulière qui soit une fonction affine.
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4. y′′ − 4y′ + 3y = x2 , d’inconnue y ∈ C 2(R,R)
Indication : on cherchera une solution particulière dans R2[x ].5. y′′ − 4y′ + 3y = (2x + 1)e−x , d’inconnue y ∈ C 2(R,R)
Indication : on cherchera une solution particulière sous la forme x 7−→ (ax + b)e−x , avec a, b ∈ R.6. y′′ − 4y′ + 3y = (2x + 1)ex , d’inconnue y ∈ C 2(R,R)
Indication : on cherchera une solution particulière sous la forme x 7−→ (ax2 +bx +c)ex , avec a, b, c ∈ R.

Exercice 124 - ••◦ - Problèmes de Cauchy
Les deux questions de cet exercice sont indépendantes.1. Justifier qu’il existe une unique fonction f de classe C 1 sur R telle que{

∀x ∈ R, f ′(x)− f (x) = −2e−x

f (0) = 1et la déterminer.2. Résoudre le problème de Cauchy { y′′ − 4y = x
y(0) = 0 ; y′(0) = 1 , d’inconnue y une fonction de classe C 2

sur R.
Exercice 125 - ••◦ - Méthode de variation de la constanteOn considère l’équation différentielle (E ) : y′ + y = 11 + ex , où y ∈ C 1(R,R).1. Résoudre y′ + y = 0.2. Soit λ une fonction de classe C 1 sur R. Posons f : x 7−→ λ(x)e−x . Établir :(

f est solution de (E )) ⇐⇒ (
∀x ∈ R, λ′(x) = ex1 + ex

)
3. En déduire une solution particulière de (E ).4. Conclure sur l’ensemble des solutions de (E ).
Exercice 126 - ••◦ - EDL1 à coefficients non constants (cas général)Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R. On considère l’équation différentielle (E ) :
y′ + ay = b, d’inconnue y ∈ C 1(I,R), et on note (EH ) l’équation différentielle homogène associée à (E ).1. Justifier que a possède des primitives sur I . On notera A l’une d’elles.2. Soit A une primitive de a sur I .Démontrer que l’ensemble des solutions de (EH ) est {x 7−→ λe−A(x), λ ∈ R

}.3. Supposons que (E ) possède au moins une solution, notée fp .Soit f une fonction de classe C 1 sur I . Établir que f est solution de y′ + ay = b si, et seulement si, ilexiste λ ∈ R tel que pour tout x ∈ I , f (x) = fp(x) + λe−A(x) .4. Soient λ une fonction de classe C 1 sur I et f : x 7−→ λ(x)e−A(x) . Déterminer une condition nécessaire etsuffisante sur λ pour que f soit solution de (E ).5. Conclure sur l’ensemble des solutions de (E ).6. En déduire que pour tout (x0, y0) ∈ I × R, il existe une unique fonction y de classe C 1 sur I telle que :{
y′ + ay = b
y(x0) = y07. Applications.7.a. Résoudre l’équation différentielle y′−2xy = −(2x −1)ex , où y est une fonction de classe C 1 sur R.

7.b. Résoudre le problème de Cauchy : { y′ − 1
x y = x2

y(1) = 0 , où y est une fonction de classe C 1 sur R+∗ .
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Exercice 127 - ••◦ - Équation fonctionnelleL’objectif de l’exercice est de déterminer toutes les fonctions f définies et dérivables sur R, telles que :
∀(x, y) ∈ R2, f (x + y) = f (x)f (y) (⋆)

1. Supposons qu’il existe une fonction f dérivable sur R vérifiant (⋆).1.a. Que dire de f dans le cas où f (0) = 0 ?
Dans toute la suite de l’exercice, on supposera que f (0) ̸= 0.1.b. Déterminer f (0).1.c. Établir : ∀x ∈ R, ∀h ∈ R∗, f (x + h)− f (x)

h = f (x) f (h)− f (0)
h .1.d. En déduire une équation différentielle vérifiée par f .1.e. En déduire qu’il existe un réel a tel que pour tout x ∈ R, f (x) = eax .2. Conclure.

Exercice 128 - ••• - Changement d’inconnueRésoudre l’équation différentielle (E ) : x2y′′ − 3xy′ + 4y = 0, d’inconnue y une fonction de classe C 2 sur
R

+∗ .
On pourra considérer la fonction z : t 7−→ y(et ).
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16
Systèmes linéaires

Beaucoup de systèmes linéaires ont déjà été résolus ou seront résolus dans ce livre. Je propose très peud’exercices, ciblés sur la technique ! Le dernier est un système à paramètres : à travailler dans un secondtemps même s’il n’est pas particulièrement difficile.

Exercice 129 - •◦◦ - Résolution de systèmes linéairesRésoudre les systèmes linéaires suivants :
1.


x + y + 2z = 3
x + 2y + z = 12x + y + z = 0

2.


2x + y + z = 0
x − y + z = 03x + z = 0

3.


x + y + z = 02x + y − z = 0
x − y + z = 0

4.


y + z = 0
x − y + 2z = 03x + z = 0

5.


x + y + z = 02x − 2z = 03x + y − z = 0
6.


x + y + z = 02x + 2y + 2z = 03x + 3y + 3z = 0
7.


2x − y = 0
y − z = 12x − z = 1
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8.


2x − y = 0
y − z = 12x − z = 0

9.


x + y + z + t = 02x − y + 3z + t = 0
x − 2y + 2z = 03x − 3y + 5z + t = 0

Exercice 130 - ••◦ - Système non linéaire !
Résoudre le système


xyz = 1

x2yz3 = e2
x

yz = 1 , où (x, y, z) ∈ (R+∗)3 .
Exercice 131 - ••• - Système à paramètre
Résoudre, selon les valeurs du réel a, le système :


ax + y + z = 0

x + ay + z = 0
x + y + az = 0 , d’inconnu (x, y, z) ∈ R3 .
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17
Matrices

Dans le programme de mathématiques appliquées, les matrices représentent essentiellement un outil pourl’étude des suites imbriquées ou suites récurrentes linéaires, des applications linéaires, ou encore des graphes(et des systèmes différentiels, en deuxième année). Les exercices proposés sont très classiques et variés, cequi permet de couvrir une large partie des attendus du programme sur ce chapitre.

Exercice 132 - •◦◦ - Écriture de matrices1. Expliciter les matrices suivantes :
A = (i + j

)1⩽i⩽31⩽j⩽2 ; B = (ij)1⩽i⩽31⩽j⩽4
2. Écrire de façon compacte les matrices suivantes :

A = 1 1 1 11 2 4 81 3 9 27
 ; B =


1 −1 1 −1
−1 1 −1 11 −1 1 −1
−1 1 −1 1



Exercice 133 - •◦◦ - Polynôme annulateur et inversibilité
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Notons A = −1 1 11 −1 11 1 −1
.

Calculer A2 + A. En déduire que A est inversible puis calculer son inverse.
2. Notons A = −3 4 2

−2 3 12 −2 0
.

Exprimer A2 comme une combinaison linéaire de A et I3 . En déduire que A est inversible puis calculerson inverse.
3. Notons A =  0 1 0

−1 2 01 0 −1
.

Calculer A3 − A2 − A. En déduire que A est inversible puis exprimer son inverse en fonction de A.
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4. Notons A =  1 0 −10 1 0
−1 1 1

.
Calculer A3 − 3A2 + 2A. En déduire que A n’est pas inversible.5. Soit A ∈Mn(R) telle que A2 − 3A + 2In = 0n , A ̸= In et A ̸= 2In .5.a. Factoriser x 7−→ x2 − 3x + 2 en produit de deux fonctions affines.5.b. En raisonnant par l’absurde, démontrer que A − In et A − 2In ne sont pas inversibles.6. Soit A ∈Mn(R) telle que (A − 2In)3 = 0n .6.a. Justifier que A − 2In n’est pas inversible.6.b. Démontrer que A est inversible et exprimer son inverse en fonction de A.

Exercice 134 - •◦◦ - Calculs d’inverseDans chaque cas, étudier l’inversibilité de la matrice M et, le cas échéant, déterminer son inverse.1. M = ( 1 2
−1 −1)

2. M = ( 3 6
−1 −2)

3. M = −2 0 00 3 00 0 1


4. M = 1 1 10 −1 10 0 1


5. M =  2 −1 1
−1 1 11 0 1


6. M =  0 0 0

−5 3 72 1 0


7. M = 1 2 32 4 61 −1 0


8. M = 12
1 −1 11 −1 −11 0 1


9. M =  0 1 −11 1 1

−1 −1 1


10. M = 3 2 11 −1 12 3 0


Exercice 135 - ••◦ - Puissances par conjecture & récurrenceDans chaque cas, conjecturer une formule pour An pour tout n ∈ N
∗ et démontrer cette conjecture parrécurrence. On pourra faire les calculs avec Python...

1. A = 1 1 11 1 11 1 1


2. A = 1 1 10 2 00 0 1

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Exercice 136 - ••◦ - Puissances par formule du binôme de Newton
Considérons A = 2 1 10 2 10 0 2

.
1. Déterminer le réel λ et la matrice N de sorte que A = λI3 + N et que N soit triangulaire avec descoefficients diagonaux nuls.2. Calculer N2 , N3 puis Nk pour tout k ∈ J3;+∞J.3. En déduire, pour tout n ∈ N, l’expression de An en fonction de n.
Exercice 137 - ••◦ - Puissances par division euclidienneConsidérons A = ( 0 2

−1 3) et P : x 7−→ x2 − 3x + 2.
1. Calculer P(A).2. Déterminer les racines de P .3. Soit n ∈ N. On admet qu’il existe deux uniques fonctions polynomiales Qn et Rn telles :{

∀x ∈ R, xn = Qn(x) × P(x) + Rn(x)deg(Rn) < deg(P)
3.a. Déterminer l’expression de Rn(x) en fonction de x .3.b. En déduire l’expression de An en fonction de n pour tout entier naturel n.

Exercice 138 - ••◦ - Puissances à l’aide de suites
Considérons A = 14

0 1 12 1 22 2 1
.

1. Déterminer les deux réels x et y tels que A2 = xA + yI3 .2. Démontrer : ∀n ∈ N, ∃(xn, yn) ∈ R2 / An = xnA + ynI3 .3. Donner les valeurs x0 , y0 , x1 et y1 puis démontrer que (xn)n∈N vérifie une relation de récurrence linéaired’ordre 2.4. En déduire les termes généraux des suites (xn)n∈N et (yn)n∈N .5. Conclure sur l’expression de An en fonction de n pour n ∈ N.
Exercice 139 - ••◦ - Suites imbriquées...Considérons les suites (un)n∈N et (vn)n∈N définies par u0 = v0 = 1 et

∀n ∈ N,
{

un+1 = −5un + 3vn
vn+1 = 6un − 2vn

Posons, pour n ∈ N, Xn = (un
vn

).
1. Donner la matrice A ∈M2(R) telle que pour tout n ∈ N, Xn+1 = AXn .2. Écrire une fonction Python qui prend en argument d’entrée un entier naturel n et renvoie la matrice Xnen sortie.3. Démontrer que pour tout n ∈ N, Xn = AnX0 .4. Le but des questions ci-dessous est d’exprimer An en fonction de n pour tout n ∈ N.
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4.a. Soit P = (1 12 −1). Vérifier que P est inversible et donner P−1 .
4.b. Calculer P−1AP . On notera D la matrice obtenue.4.c. Démontrer que pour tout n ∈ N, An = PDnP−1 puis en déduire l’expression de An en fonction de

n pour tout n ∈ N.5. En déduire les termes généraux des suites (un)n∈N et (vn)n∈N .
Exercice 140 - ••◦ - Matrices nilpotentes...Définition. Soit n ∈ J2;+∞J. Une matrice A ∈ Mn(R) est nilpotente lorsqu’il existe un entier k ∈ N telque Ak = 0n .
1. Montrer que (0 10 0) et (0 01 0) sont nilpotentes. En déduire que la somme de deux matrices nilpotentesn’est pas toujours nilpotente.2. On suppose désormais que A et B sont deux matrices nilpotentes qui commutent entre elles. Montreralors que AB et A + B sont nilpotentes.
Exercice 141 - ••◦ - Matrices symétriques et anti-symétriquesDéfinition. Soit n ∈ J2;+∞J. Une matrice A ∈Mn(R) est anti-symétrique lorsque tA = −A.1. Soit M une matrice de Mn(R). On suppose qu’il existe deux matrices A et B de Mn(R) telles que

M = A + B, A est symétrique et B est anti-symétrique.Démontrer que A = 12 (M + tM) et B = 12 (M − tM).2. En déduire que toute matrice deMn(R) s’écrit de façon unique comme la somme d’une matrice symétriqueet d’une matrice anti-symétrique.
Exercice 142 - ••• - Trace d’une matriceDéfinition. Soient n ∈ J2; +∞J et A = (ai,j )i,j∈J1;nK ∈ Mn(R). On appelle trace de A, notée tr(A), le réel
défini par : tr(A) = n∑

i=1 ai,i .
1. Établir la linéarité de la trace :

∀A, B ∈Mn(R), ∀λ, µ ∈ R, tr(λA + µB) = λtr(A) + µtr(B)
2. Démontrer :

∀A, B ∈Mn(R), tr(AB) = tr(BA)3. Démontrer :
∀A ∈Mn(R), (tr(tAA

) = 0 ⇐⇒ A = 0n
)

Exercice 143 - ••• - Produit de matrices stochastiquesDéfinition. On dit qu’une matrice carrée est stochastique lorsque ses coefficients sont positifs ou nuls et quela somme des coefficients de chaque ligne est égale à 1.1. Écrire une fonction Python prenant en entrée une matrice carrée et renvoyant True si elle est stochastique,et False sinon.2. Écrire une fonction Python prenant en entrée un entier naturel non nul n et renvoyant une matricestochastique de Mn(R) générée de façon aléatoire.3. Le produit de deux matrices stochastiques est une matrice stochastique.
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Exercice 144 - ••• - Algorithme du pivot de Gauss1. Soient G et M deux matrices de Mn(R) telles que G est inversible. Démontrer que M est inversible si,et seulement si, GM est inversible.2. Soit M une matrice de Mn(R) dont les lignes sont numérotées L1, ..., Ln .Soient i, j ∈ J1; nK.2.a. Traduire l’opération Li ↔ Lj par une multiplication matricielle par la gauche par une matrice notée
Pi,j .2.b. Traduire l’opération Li ←− aLi (avec a ̸= 0) par une multiplication matricielle par la gauche parune matrice notée Di(a).2.c. Traduire l’opération Li ←− Li + bLj (avec b ∈ R) par une multiplication matricielle par la gauchepar une matrice notée Ti,j (b).3. Démontrer que pour tout (i, j) ∈ J1; nK2 , tout a ∈ R

∗ et tout b ∈ R, les matrices Pi,j , Di(a) et Ti,j (b)définies en question précédente sont inversibles.4. En déduire que les opérations élémentaires effectuées sur les lignes d’une matrice conservent soninversibilité (ou non inversibilité).
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18
Espaces vectoriels

Il faut savoir que la première chose que fait une enseignante ou un enseignant avant de concevoir un cours estde lire le bulletin officiel fournissant le programme de la classe en question. Mon avis sur les contenus deschapitres d’algèbre linéaire (espaces vectoriels et applications linéaires) en première année sera certainementpartagé par d’autres collègues et est sans appel : le programme est, au mieux flou, au pire dénué de sens.Je vous prie donc de m’excuser pour le contenu à la fois de mon cours sur mon site internet, mais égalementdes exercices en lien avec ces deux chapitres : il sort librement des attentes de première année ; en restanttoutefois dans le programme de deuxième année. On prend donc légèrement de l’avance ; et je doute que cesoit plus compliqué ainsi...Je fais une exception pour ce chapitre : l’adaptation d’un exercice d’annales de concours en exercice 154.

Exercice 145 - •◦◦ - Pas des sous-espaces vectoriels !Dans chaque cas, F n’est pas un sous-espace vectoriel de E . Justifier pourquoi.1. E = R
2 et F = {(x, y) ∈ R2 / x + y = 1}

2. E =M2,1(R) et F = {(x
y

)
∈M2,1(R) / y = x2}

3. E =M3,1(R) et F =
X ∈M3,1(R) / AX = 111

, où A = 1 1 11 0 −10 −1 −2


4. E =M2(R) et F = {M ∈M2(R) / M2 = 0n
}

Exercice 146 - ••◦ - Sous-espaces vectoriels
Les questions de cet exercice sont indépendantes.1. Soient A ∈ Mn(R) et F = {

M ∈Mn(R) / AMA = 0n
}. Démontrer que F est un sous-espace vectorielde Mn(R).2. Soient A ∈ Mn(R) et λ ∈ R. On note Fλ = {

X ∈ Mn,1(R)/AX = λX
}. Démontrer que Fλ est unsous-espace vectoriel de Mn,1(R).3. Notons E l’espace vectoriel des fonctions définies sur R ainsi que F le sous-ensemble de E constituédes fonctions paires.Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E .4. Notons E l’ensemble des suites définies sur N ainsi que F le sous-ensemble de E constitué des suitesqui convergent vers 0.Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E .
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Exercice 147 - •◦◦ - Manipulation sur des combinaisons linéairesOn considère les matrices
X1 = 110

 ; X2 = 001
 ; Y1 = 111

 ; Y2 =  11
−1


1. Vérifier que Y1 et Y2 sont des combinaisons linéaires de X1 et X2 .2. Vérifier que X1 et X2 sont des combinaisons linéaires de Y1 et Y2 .3. En déduire que Vect(X1, X2) = Vect(Y1, Y2).
4. La matrice Z = 213

 appartient-elle à Vect(X1, X2) ?
Exercice 148 - ••◦Dans chaque cas, démontrer que F est un espace vectoriel puis en déterminer une base et préciser sadimension.
1. F =


x

x0
 , x ∈ R


2. F =


 x

y
x + y

 , (x, y) ∈ R2


3. F = {(x, y) ∈ R2 / x = y
}

4. F = {X ∈M3,1(R) / AX = 0n,1}, où A = 1 1 11 0 −10 −1 −2


5. F = {X ∈M3,1(R) / AX = X}, où A =  0 1 −1
−1 0 1
−1 −1 2


6. F = {(x, y, z, t) ∈ R4 / x + y + z + t = 0}
7. F =


a + b b b0 a − b b0 0 a

 , (a, b) ∈ R2


Exercice 149 - •◦◦Soient a, b, c trois réels. On considère les matrices de M3(R) suivantes :
I = 1 0 00 1 00 0 1

 ; J = 0 0 10 1 01 0 0
 ; A = 0 1 01 0 10 1 0

 ; Ma,b,c = a b c
b a + c b
c b a


et on note F l’ensemble des matrices de la forme Ma,b,c .1. Démontrer que F est un espace vectoriel puis en déterminer une base ainsi que la dimension.2. Exprimer A2 en fonction de I, A et J puis établir que F = Vect(I, A, A2).3. En déduire que la famille (I, A, A2) est une base de F .4. Déterminer la matrice des coordonnées de J dans la base (I, A, A2).
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Exercice 150 - ••◦Soient J = (0 11 0) et F = {M ∈M2(R) / JMJ = M}.Justifier que F est un sous-espace vectoriel de M2(R) et en déterminer une base.
Exercice 151 - ••◦ - EV de fonctions polynomialesNotons E = {P ∈ R2[x ] / ∀x ∈ R, P(x)−xP ′(x) = 0}. Justifier que E est un espace vectoriel, en déterminerune base ainsi que la dimension.
Exercice 152 - ••◦ - EV de fonctions polynomiales (bis)On note u : x 7−→ x2 .1. Donner les coordonnées de u dans la base canonique de R2[x ].2. Démontrer que la famille (x 7−→ 1, x 7−→ x, x 7−→ x(x − 1)) est une base de R2[x ]. Déterminer lescoordonnées de u dans cette base.3. Démontrer que la famille (x 7−→ 1, x 7−→ x + 1, x 7−→ (x + 1)2) est une base de R2[x ]. Déterminer lescoordonnées de u dans cette base.
Exercice 153 - ••◦Déterminer le rang de chacune des familles ci-dessous.
1. 211

 ,

121


2. 111
 ,

 1
−1
−1
 ,

311


3. 101
 ,

011
 ,

110


4. 111
 ,

 1
−11
 ,

 11
−1


5. 111
 ,

 1
−11
 ,

 11
−1
 ,

 1
−1
−1


Exercice 154 - ••◦ - Type concoursOn note M3(R) l’espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre trois à coefficients réels, I3 la matriceidentité de M3(R) et 03 la matrice nulle de M3(R).On considère, pour toute matrice A de M3(R), les ensembles E1(A) et E2(A) suivants :
E1(A) = {M ∈M3(R) / AM = M} ; E2(A) = {M ∈M3(R) / A2M = AM}

Soit A ∈M3(R).1. Montrer que E1(A) est un sous-espace vectoriel de M3(R).On admet que E2(A) est aussi un sous-espace vectoriel de M3(R).2. 2.a. Établir : E1(A) ⊂ E2(A).2.b. Montrer que si A est inversible, alors E1(A) = E2(A).
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3. 3.a. Établir que si A − I3 est inversible, alors E1(A) = {03}.
3.b. Un exemple. Soit B = −1 1 00 −1 10 0 2

. Déterminer E1(B) et E2(B).
On considère la matrice C =  0 −1 1

−1 0 1
−1 −1 2

.
4. Calculer C 2 − C .5. Notons E = {X ∈M3,1(R) / CX = 03,1} et F = {X ∈M3,1(R) / CX = X}. Démontrer que E et F sontdes sous-espaces vectoriels de M3,1(R) et en déterminer une base de chaque.
6. Démontrer que la famille F = 111

 ,

 1
−10
 ,

101
 est une base de M3,1(R).

7. Posons P =  1 1 1
−1 0 10 1 1

. Démontrer que P est inversible et calculer P−1 .
8. Déterminer la matrice D ∈M3(R) telle que C = PDP−1 .9. Soit M ∈M3(R). On note N = P−1M . Établir :

M ∈ E1(C ) ⇐⇒ N ∈ E1(D)
10. Montrer que N ∈ E1(D) si, et seulement si, il existe six réels a, b, c, d, e, f tels que N = a b c

d e f0 0 0
.

11. En déduire une base de E1(D) puis une base de E1(C ).12. Déterminer E2(C ).
Exercice 155 - ••• - Famille de fonctions ou de suites1. Posons f1 : x 7−→ ex , f2 : x 7−→ e2x et f3 : x 7−→ e3x . Notons E l’espace vectoriel des fonctions définiessur R et à valeurs dans R.1.a. Démontrer que la famille (f1, f2, f3) est une famille libre de E . En déduire le rang de la famille(f1, f2, f3).1.b. La famille (f1, f2, f3) est-elle génératrice de E ?2. Considérons les suites u et v définies sur N par : pour tout n ∈ N, un = (−1)n et vn = 2n . Notons El’espace vectoriel des suites réels.2.a. Démontrer que la famille (u, v ) est une famille libre de E .2.b. Notons F = {w ∈ E / ∀n ∈ N, wn+2 − wn+1 − 2wn = 0}. Justifier que F est un sous-espacevectoriel de E et en donner une base.
Exercice 156 - ••• - Matrice nilpotenteSoit A ∈Mn(R) une matrice. On suppose qu’il existe un entier k ∈ N∗ tel que :

Ak = 0 ; Ak−1 ̸= 0
1. Démontrer qu’il existe X ∈Mn,1(R) tel que la famille (X, AX, ..., Ak−1X) est une famille libre deMn,1(R).2. Quelle information peut-on en déduire sur p ?
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19
Applications linéaires

Comme pour le chapitre précédent, je fais le choix d’empiéter sur le programme de deuxième année... Lesexercices présentés traitent donc des applications linéaires de Rn dans Rm ; mais aussi entre d’autres espacesvectoriels. En revanche, la représentation matricielle des applications linéaires est laissée au programmede 2A.

Exercice 157 - •◦◦On considère l’application linéaire f : (x, y, z) 7−→ x + y + z .1. Déterminer une base du noyau de f .2. En déduire le rang de f puis Im(f ).
Exercice 158 - •◦◦

Considérons la matrice A = 0 1 −10 −1 10 −1 1
 ainsi que l’application

f : M3,1(R) −→ M3,1(R)
X 7−→ AX1. Démontrer que f est une application linéaire.

2. Calculer f

100
 et f

011
. Que dire ?

3. Déterminer une base de Im(f )..4. En déduire la dimension de ker(f ) puis une base de ker(f ).5. Retrouver autrement le résultat de la question précédente.
Exercice 159 - •◦◦Considérons l’application f qui à P ∈ R2[x ] associe la fonction f (P) définie par :

∀x ∈ R, f (P)(x) = P(x)− xP ′(x)1. Soit P : x 7−→ ax2 + bx + c, avec a, b, c ∈ R. Calculer f (P)(x) pour tout x ∈ R.2. Démontrer que f est un endomorphisme de R2[x ].3. Déterminer une base de ker(f ) et de Im(f ).
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Exercice 160 - •◦◦Considérons A = (0 11 0) et f l’application définie sur M2(R) par :
∀M ∈M2(R), f (M) = AMA

1. Démontrer que f est un endomorphisme de M2(R).2. Calculer f (I2) puis en déduire que A est inversible et donner A−1 .3. Déterminer le noyau de f . Que peut-on en conclure ?4. En procédant autrement, démontrer que f est un automorphisme de M2(R) et exprimer, pour tout M ∈
M2(R), f−1(M) en fonction de M et A.5. Soit E = {M ∈M2(R) / AM = MA}. Démontrer que E est un espace vectoriel et en donner une base.

Exercice 161 - ••◦ - À avoir en têteSoient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E . Établir :
f ◦ f = 0L (E ) ⇐⇒ Im(f ) ⊂ ker(f )

Exercice 162 - ••◦ - ProjecteursSoient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E . On suppose que f ◦ f = f . Établir
∀y ∈ E, y ∈ Im(f ) ⇐⇒ f (y) = y

Exercice 163 - •••Soient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E . On note f 2 = f ◦ f .1. Montrer que ker(f ) ⊂ ker(f 2).2. Montrer que ker(f ) = ker(f 2) ⇐⇒ Im(f ) ∩ ker(f ) = {0E}.3. Montrer que Im(f 2) ⊂ Im(f ).
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20
Probabilités et variables aléatoires en univers fini

Ce premier chapitre de probabilités pose les bases nécessaires pour la suite de l’étude des probabilités surles deux années. Je fais le choix, dans le cours correspondant, d’introduire la notion de variable aléatoire quiest souvent vue séparément : ne pas hésiter à revenir sur les exercices en question le moment venu. L’exercice170 utilise la notion d’indépendance de variables aléatoires, qui est plutôt au programme de 2A...

Exercice 164 - ••◦ - Vrai ou faux ?1. Si A et B sont deux évènements, alors P(A ∩ B) ⩽ P(A).2. Si A ∩ B ∩ C = ∅, alors au moins une des trois intersections A ∩ B, A ∩ C , B ∩ C est vide.3. Deux évènements A et B sont incompatibles si, et seulement si, A ⊂ B.4. On lance indéfiniment une pièce et, pour tout n ∈ N∗ , on note An l’évènement : "on n’obtient que des PILEpendant les n premiers lancers". On a :
∀n ∈ N∗, An+1 ⊂ An

5. On lance indéfiniment une pièce et, pour tout n ∈ N∗ , on note An l’évènement : "on n’obtient au moins unPILE pendant les n premiers lancers". On a :
∀n ∈ N∗, An+1 ⊂ An

Exercice 165 - •◦◦ - Probabilités & suitesOn dispose d’un dé équilibré à 6 faces numérotées de 1 à 6 et de deux pièces A et B ayant chacune un côtéPILE et un côté FACE. Un jeu consiste à lancer une ou plusieurs fois le dé. Après chaque lancer de dé, sil’on obtient 1 ou 2, alors on retourne la pièce A, si l’on obtient 3 ou 4, alors on retourne la pièce B et si l’onobtient 5 ou 6, alors on ne retourne aucune des deux pièces. Au début du jeu, les deux pièces sont du côtéFACE. Pour tout entier naturel n, on note :
• An l’évènement : "à l’issue du n-ième lancer de dé, les deux pièces sont du côté FACE"
• Bn l’évènement : "à l’issue du n-ième lancer de dé, une pièce est du côté PILE et l’autre côté FACE"
• Cn l’évènement : "à l’issue du n-ième lancer de dé, les deux pièces sont du côté PILE"De plus on note, pour n ∈ N : an = P(An) ; bn = P(Bn) et cn = P(Cn).1. Donner les probabilités a0 , b0 et c0 ; puis calculer a1 , b1 et c1 .
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2. On admet que pour tout n ∈ N, P(An) ̸= 0. Justifier que pour tout n ∈ N, PAn (An+1) = 13 .3. Calculer b2 .4. Pour tout entier naturel n, exprimer cn en fonction de an et bn .5. Soit n ∈ J2; +∞J. On admet que bn ̸= 0 et cn ̸= 0.5.a. Sans justifier, donner PBn (Bn+1) et PCn (Bn+1).5.b. Établir :
bn+1 = 23an + 13bn + 23cn

5.c. En déduire :
bn+1 = −13bn + 23Cette relation est-elle encore valable quand n ∈ {0; 1} ?6. Déterminer le terme général de la suite (bn)n∈N puis en déduire sa limite. Interpréter le résultat.

Exercice 166 - ••◦ - Avec ou sans remise ?Soit n ∈ J2;+∞J. On dispose de n urnes, numérotées de 1 à n. Pour k ∈ J1; nK, l’urne numéro k contient
k balles blanches et n − k balles noires.1. On choisit au hasard une urne puis on tire simultanément 2 balles dans l’urne. On pose, pour tout

k ∈ J1; nK, Uk l’évènement "le tirage s’effectue dans l’urne numéro k " ; et A l’évènement "obtenir deuxballes blanches à l’issue de l’expérience".Démontrer que P(A) = n∑
k=2

1
nPUk (A) puis calculer P(A).

2. Même question si le tirage des balles se fait successivement et avec remise.
Exercice 167 - •◦◦On considère la variable aléatoire X , dont la loi de probabilité est :valeurs de X 1 3 5 10probabilités 0,1 p q 0,2Déterminer les valeurs de p et q, de sorte que l’espérance de X soit égale à 5.
Exercice 168 - ••◦ - Loi géométrique tronquéeSoit p ∈]0; 1[. On lance une pièce donnant PILE avec la probabilité p jusqu’à obtenir le premier PILE ; etdans tous les cas, on s’arrête après le cinquième lancer. Les lancers sont supposés indépendants.On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués.1. Calcul préliminaire. Établir :

∀n ∈ N∗, ∀x ∈]0; 1[, n−1∑
k=1 kxk−1 = 1− nxn−1 + (n − 1)xn(1− x)2

2. Démontrer que X (Ω) = J1; 5K.3. Calculer P([X = 1]).4. Déterminer le loi de X .5. Calculer l’espérance de X .6. Reprendre l’exercice en considérant au plus n lancers, avec n ∈ N∗ .
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Exercice 169 - ••◦ - C’est faux !Chacune des affirmations suivantes est fausse. Dans chaque cas, fournir un contre-exemple permettant del’infirmer.1. Si X ne prend que deux valeurs opposées, alors nécessairement E(X ) = 0.2. Pour toute variable aléatoire X , on a E(X 2) = E(X )2 .3. Pour toute variable aléatoire X , les lois de X et X 2 sont différentes.4. Si X et Y ont même espérance et même variance, alors elles ont la même loi de probabilité.
Exercice 170 - ••◦ - Loi d’un minimumDans toute l’exercice, n est un entier supérieur ou égal à 2. Soit Ω l’univers d’une expérience aléatoire munid’une probabilité P. On dit qu’une variable aléatoire X , définie sur Ω, suit la loi uniforme sur J1; nK lorsque :
✓ X (Ω) = J1; nK

✓ ∀k ∈ J1; nK, P
([X = k ]) = 1

n1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur Ω, suivant toutes deux la loi uniforme sur
J1; nK. On note M = min(X, Y ) et on admet que M est une variable aléatoire sur Ω.1.a. Déterminer, pour tout k ∈ J1; nK, P([X ⩾ k ]).1.b. Déterminer, pour tout k ∈ J1; nK, la valeur de P([M ⩾ k ]).1.c. En déduire la loi de M .2. Soient maintenant (Xi)i∈J1;nK une suite de variables aléatoires indépendantes sur Ω, suivant toutes la loiuniforme sur J1; nK. On note M = min(X1, X2, ..., Xn).2.a. Déterminer, pour tout k ∈ J1; nK, la valeur de P([M ⩾ k ]).2.b. En déduire la loi de M .2.c. Notons A = n⋃

i=1[Xi = 1]. Démontrer : P(A) ⩾ 1− e−1 .
Exercice 171 - ••• - Loi d’un maximumSoit n ∈ J2; +∞J. On considère une urne composée de n boules, numérotées de 1 à n, indiscernables autoucher. On tire simultanément deux boules dans cette urne. On note X la variable aléatoire égale au plusgrand des deux nombres obtenus.
1. Démontrer que pour tout k ∈ J2; nK, P([X ⩽ k ]) = k (k − 1)

n(n − 1) .2. En déduire la loi de X .3. Calculer l’espérance et la variance de X .
Exercice 172 - ••• - Marche aléatoireUn mobile se déplace sur un axe comme suit : à l’instant 0, il est au point 0. Puis, pour tout n ∈ N

∗ , sile mobile est à l’instant n sur le point d’abscisse k , alors à l’instant n + 1, il sera sur le point d’abscisse
k + 1 avec probabilité p ∈]0; 1[, sur le point d’abscisse 0 sinon. On appelle Xn la variable aléatoire égale àl’abscisse du mobile à l’instant n. On a donc X0 = 0.1. Donner la loi de X1 .2. Démontrer par récurrence que pour tout n ∈ N∗, Xn(Ω) = J0; nK.3. Démontrer que pour tout n ∈ N∗ et tout k ∈ J1; nK :

P
([Xn = k ]) = pP

([Xn−1 = k − 1])
Chapitre 20 - Page 77/92



4. En déduire que pour tout n ∈ N
∗, E(Xn) = pE(Xn−1) + p ; puis déterminer l’expression de E(Xn) enfonction de n et p.5. 5.a. Soit n ∈ N∗ . Calculer P([Xn = n]) et P([Xn = 0]).5.b. En utilisant la question 3., démontrer que pour tout n ∈ N∗ et tout k ∈ J0; n − 1K, P

([Xn = k ]) =
pk (1− p).

Exercice 173 - ••• - Variables aléatoires indicatrices et espérance conditionnelleSoient Ω l’univers d’une expérience aléatoire et P une probabilité sur P(Ω). Pour tout A ∈ P(Ω), on note 1Ala variable aléatoire définie par :
∀ω ∈ Ω, 1A(ω) = { 1 si ω ∈ A0 sinon

1. Que dire de 1Ω et 1∅ ?2. Soit A ∈ P(Ω). Déterminer la loi de 1A ainsi que son espérance.3. Soient A, B ∈ P(Ω). Établir :
1

2
A = 1A ; 1A = 1− 1A ; 1A∩B = 1A × 1B ; 1A∪B = 1A + 1B − 1A∩B

4. Soit A un évènement tel que 0 < P(A) < 1. Si X est une variable aléatoire telle que X (Ω) est fini, ondéfinit la variable aléatoire, notée EA(X ), par :
EA(X ) = 1

P(A)E(X1A) × 1A + 1
P(A)E(X1A) × 1A

4.a. Déterminer EA(1A).4.b. Soient X et Y deux variables aléatoires prenant un nombre fini de valeurs. Démontrer :
EA(X + Y ) = EA(X ) + EA(Y )

4.c. Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs. Démontrer :
E
(
EA(X )) = E(X ) ; EA

(
X1A

) = EA(X ) × 1A
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Probabilités en univers infini

Seulement trois exercices... Et l’exemple classique du cours du chapitre associé. L’exercice 176 est plusthéorique, mais contient des questions abordables et est intéressant à travailler dans l’objectif d’être plus àl’aise sur des manipulations plus abstraites ; ce qui est nécessaire à la réussite des épreuves écrites conçuespar HEC/ESSEC.

Exercice 174 - ••◦ - Des résultats classiquesSoient (Ω, A,P) un espace probabilisé et (An)n∈N une suite d’évènements de A.
Les questions de cet exercice sont indépendantes.1. Démontrer que s’il existe n ∈ N tel que An est quasi-certain, alors

P

(+∞⋃
k=0 Ak

) = 1
2. Démontrer que si lim

n→+∞P(An) = 1, alors P(+∞⋃
k=0 Ak

) = 1.
3. Démontrer : ∀n ∈ N, P

( n⋃
k=0 Ak

)
⩽

n∑
k=0 P(Ak ).

Exercice 175 - ••◦On lance une pièce équilibrée jusqu’à l’obtention du premier PILE et on admet que l’évènement "on obtientau moins un PILE" est quasi-certain. Si n désigne le nombre de lancers effectués, on tire ensuite au hasardune balle dans une urne composée de 2n balles dont n sont blanches.1. Quelle est la probabilité de tirer une balle blanche ?2. Écrire une fonction Python telle que l’exécution de simule() simule l’expérience puis renvoie 1 si uneballe blanche est tirée et 0 sinon.3. Que permet d’afficher le programme suivant ?
1 L=[ simule () for k in range (10000)]

2 S=sum(L)

3 print(S/10000)
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Exercice 176 - ••• - Théorème de limite monotoneSoient (Ω, A,P) un espace probabilisé et (An)n∈N une suite d’évènements de A.1. Question préliminaire.
Soit (Bn)n∈N une suite d’évènements telle que ∀n ∈ N,

n⋃
k=0 Ak = n⋃

k=0 Bk . Établir : +∞⋃
k=0 Ak = +∞⋃

k=0 Bk .
2. On suppose dans cette question seulement que la suite (An)n∈N est croissante (au sens de l’inclusion),autrement dit : ∀n ∈ N, An ⊂ An+1 .2.a. Démontrer que la suite (P(An))n∈N converge.2.b. Définissons une suite d’évènements (Bn)n∈N par :{

B0 = A0
∀n ∈ N, Bn+1 = An+1 \ An = An+1 ∩ An2.b.i. Démontrer que la famille (Bn)n∈N est constituée d’évènements deux à deux incompatibles.

2.b.ii. Justifier que pour tout n ∈ N, n⋃
k=0 Ak = An , puis démontrer : ∀n ∈ N, An = n⋃

k=0 Bk .
2.b.iii. Déduire des questions précédentes : P(+∞⋃

k=0 Ak

) = lim
n→+∞P(An).

3. On revient au cas général. En considérant la suite (Cn)n∈N définie pour tout n ∈ N par Cn = n⋃
k=0 Ak ,

déduire de la question précédente :
P

(+∞⋃
k=0 Ak

) = lim
n→+∞P

( n⋃
k=0 Ak

)

4. Démontrer que si la suite (An)n∈N est décroissante (au sens de l’inclusion), alors : P(+∞⋂
k=0 Ak

) =
lim

n→+∞P(An).
5. Déduire enfin : P(+∞⋂

k=0 Ak

) = lim
n→+∞P

( n⋂
k=0 Ak

).
6. Application. Montrer que si (An)n∈N est constituée d’évènements indépendants de probabilité p ∈]0; 1[,

alors P(+∞⋂
k=0 Ak

) = 0.
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22
Généralités sur les variables aléatoires discrètes

Attention : si vous avez déjà vu les lois discrètes usuelles (uniforme, Bernoulli, binomiale, géométrique,Poisson), les exercices proposés dans ce chapitre sont à traiter sans les utiliser !Je propose ici un échantillon assez varié d’exercices tous très classiques. À travailler sans modération, sansles lois usuelles ; et à reprendre ensuite après les avoir vues.

Exercice 177 - •◦◦ - Lois incomplètes
Les questions de cet exercice sont indépendantes.1. Soit X une variable aléatoire telle que

X (Ω) = N ; ∀n ∈ J2;+∞J, P
([X = n]) = 14

(23
)n

On sait également que les évènements [X = 0] et [X = 1] ont même probabilité. Déterminer cetteprobabilité.2. Soit X une variable aléatoire telle que X (Ω) = N
∗ . On suppose qu’il existe un réel a tel que :

∀n ∈ N∗, P
([X = n]) = a 13nDéterminer a.

Exercice 178 - •◦◦ - Avec la fonction de répartitionSoit X une variable aléatoire telle que X (Ω) = N
∗ , dont la fonction de répartition, notée FX , vérifie :

∀n ∈ N, FX (n) = 1− (13
)n

Déterminer la loi de X .
Exercice 179 - ••◦ - Nombre d’échecs avant premier et deuxième succèsOn effectue une succession infinie de tirages avec remise dans une urne composée de 25% de balles noireset 75% de balles blanches. On note X (resp. Y ) la variable aléatoire égale au nombre de balles blanchestirées avant l’obtention de la première (resp. deuxième) balle noire. On attribue à X la valeur −1 si aucuneballe noire n’est tirée ; et à Y la valeur −1 si au plus une balle noire est tirée.On note également, pour tout k ∈ N∗ , Bk l’évènement "obtenir une balle blanche lors du tirage k ".
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1. Écrire deux fonctions Python permettant de simuler l’expérience et renvoyant chacune une réalisationdes variables aléatoires X et Y .2. Loi de X .2.a. Sans justifier, donner X (Ω).2.b. Soit n ∈ N. Déterminer P([X = n]).2.c. En déduire P([X = −1]).2.d. Justifier que X admet une espérance et la calculer. Interpréter le résultat obtenu.2.e. Justifier que X admet une variance et la calculer.3. Loi de Y .3.a. Donner Y (Ω).3.b. Soit n ∈ N. Déterminer P([Y = n]).3.c. On admet que, de la même façon qu’à la question 2.c., P([Y = −1]) = 0. Justifier que Y admet uneespérance et la calculer. Interpréter le résultat obtenu.
Exercice 180 - ••◦ - Saut en hauteurUn sauteur en hauteur tente de franchir des hauteurs successives numérotées 1, 2, ..., n, .... Il ne peut tenterde passer la hauteur (n + 1) que s’il a réussi les sauts aux hauteurs 1, 2, ..., n. On suppose que, pour tout
n ∈ N∗ , si le sauteur peut tenter le n-ième saut, la probabilité qu’il le réussisse est 1

n .Pour tout k ∈ N
∗ , on note Sk l’évènement : "le sauteur peut tenter et réussit son k-ième saut" et on note Xla variable aléatoire donnant le numéro du dernier saut réussi. On attribue à X la valeur 0 si tous les sautssont réussis.1. Écrire une fonction Python telle que l’exécution de simuleX() renvoie une réalisation de la variablealéatoire X .2. Déterminer, pour n ∈ N∗ , la valeur P([X = n]).3. En déduire P([X = 0]).4. Démontrer que la variable aléatoire X possède une espérance et la calculer.

Exercice 181 - ••◦ - Deux PILE consécutifsOn joue à PILE ou FACE avec une pièce dont la probabilité d’obtenir PILE est 23 . Les lancers sont supposésindépendants et on note X la variable aléatoire donnant le nombre de lancers nécessaires pour obtenir, pourla première fois, deux PILE consécutifs ; X prendra la valeur 0 si une telle combinaison n’apparaît jamais.Pour n ∈ J2;+∞J, on note pn = P([X = n]).1. Expliciter les évènements [X = 2], [X = 3], [X = 4] et donner leurs probabilités.2. A l’aide de la formule des probabilités totales établir :
∀n ∈ J2;+∞J, pn+2 = 13pn+1 + 29pn

3. En déduire, pour tout n ∈ J2; +∞J, l’expression de pn en fonction de n.4. Démontrer que X admet une espérance et la calculer.5. Écrire une fonction Python telle que l’exécution de simuleX() renvoie une réalisation de la variablealéatoire X .
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Exercice 182 - ••◦ - Jusqu’à la balle rouge, avec rajout de balles blanchesUne urne contient une boule blanche et une boule rouge. On effectue des tirages successifs d’une boule danscette urne avec les règles suivantes :
• si on obtient la boule rouge, on arrête les tirages ;
• sinon, on remet la boule blanche tirée dans l’urne, on ajoute une boule blanche supplémentaire et onrecommence.On note T la variable aléatoire égale au nombre de tirages ainsi effectués. T prendra la valeur 0 si la ballerouge n’est jamais tirée.Notons, pour tout k ∈ N∗ : Bk l’évènement "on tire la balle blanche au tirage k " et Rk = Bk .1. Écrire une fonction Python telle que l’exécution de simuleT() renvoie une réalisation de la variablealéatoire T .2. Soit i ∈ J2; +∞J. Déterminer PB1∩...∩Bi−1 (Bi).3. Pour n ∈ N∗ , déterminer P([T = n]).4. En déduire la probabilité de tirer la balle rouge.5. La variable T admet-elle une espérance ? Si oui, préciser sa valeur.

Exercice 183 - ••• - Obtenir chaque faceOn lance indéfiniment une pièce truquée dont la probabilité d’obtenir PILE est 23 . Les lancers sont supposésindépendants.On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir chacun des deux côtésde la pièce ; et X prend la valeur 0 sinon.1. Déterminer la loi de probabilité de X .2. Justifier que X admet une espérance et préciser sa valeur.3. On considère la variable aléatoire Y = X (X − 1).3.a. Démontrer que Y admet une espérance et préciser sa valeur.3.b. En déduire que X admet une variance et préciser sa valeur.4. Écrire une fonction Python renvoyant une réalisation de la variable aléatoire X .
Exercice 184 - ••• - Une autre expression de l’espéranceSoit X une variable aléatoire à valeurs dans N, définie sur un certain espace probabilisé (Ω, A,P).1. 1.a. Démontrer :

∀k ∈ N∗, P
([X = k ]) = P([X > k − 1])−P([X > k ])1.b. En déduire :

∀n ∈ N∗,
n∑

k=0 kP
([X = k ]) = n−1∑

k=0 P
([X > k ])− nP

([X > n])
2. On suppose que la série ∑

n⩾0P
([X > k ]) est convergente.

On pose, pour tout n ∈ N∗ , Sn = n∑
k=0 kP

([X = k ]).
2.a. Justifier que la suite (Sn)n∈N∗ est croissante.2.b. Déduire de la question 1.b. que la suite (Sn)n∈N∗ est majorée.2.c. Démontrer finalement que X admet une espérance.3. Réciproquement, on suppose que X admet une espérance.3.a. Démontrer que la suite (nP([X > n]))n∈N converge vers 0.
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3.b. En déduire que la série ∑P
([X > k ]) est convergente et :

E(X ) = +∞∑
k=0 P

([X > k ])
4. Application 1. On dispose d’une urne contenant N balles indiscernables au toucher, numérotées de 1 à

N . On effectue n tirages successifs et avec remise d’une balle ; et on note Xn la variable aléatoire égaleau maximum des nombres obtenus sur ces n tirages.Pour i ∈ J1; nK, on note Yi la variable aléatoire égale au numéro obtenu lors du i-ème tirage.4.a. Soit i ∈ J1; nK. Donner la loi de Yi .4.b. Déterminer, pour tout k ∈ J1; NK, P([Xn ⩽ k ]).4.c. En déduire que Xn possède une espérance et l’exprimer sous forme d’une somme.5. Application 2. On suppose qu’il existe un réel α strictement positif tel que pour tout entier naturel n :
P
([X > n]) = 1(n + 1)α (⋆)

5.a. Vérifier que (⋆) définit bien une loi de probabilité d’une variable aléatoire à valeurs dans N∗ .5.b. Démontrer que X admet une espérance si, et seulement si, α > 1.
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Lois discrètes usuelles

Le cours consacré à ce chapitre se résume essentiellement à l’inventaire des lois usuelles. Pour les exercices,voici des grands classiques qui seront utiles pour aborder ensuite bon nombre d’exercices d’annales deconcours listés en fin de livre. L’exercice 190 utilise la notion d’indépendance de variables aléatoires, qui estplutôt au programme de 2A. Les exercices 191 et 192 sont un peu plus difficiles, mais très classiques.

Exercice 185 - •◦◦ - QCMUn élève répond au hasard à un QCM composé de 20 questions, chacune comprenant quatre propositionsdont une seule est correcte. On note X le nombre de bonnes réponses obtenues à la fin du QCM.1. Quelle est la loi de X ? Donner X (Ω), P([X = k ]) pour k ∈ X (Ω), son espérance et sa variance.2. Le barème est constitué ainsi : 1 point par bonne réponse et -1/2 point par mauvaise réponse. On note
N la variable aléatoire donnant la note obtenue par l’élève.2.a. Écrire N en fonction de X .2.b. En déduire que N possède une espérance et une variance puis les calculer.2.c. On attribue toujours un point par bonne réponse. Déterminer la pénalité à appliquer à chaquemauvaise réponse de sorte que l’espérance de N soit nulle.

Exercice 186 - •◦◦ - Jusqu’au premier PILEUne pièce a la probabilité p (avec p ∈]0; 1[) de tomber sur PILE. On la lance jusqu’à obtenir PILE pour lapremière fois. On note X la variable aléatoire donnant le nombre de FACE obtenus et Y celle donnant lerang du premier PILE.1. Sans utiliser la commande rd.geometric(), écrire une fonction Python qui prend en argument un réel
p ∈]0; 1[ puis qui simule l’expérience et renvoie une réalisation de la variable aléatoire X .2. Quelle est la loi de Y ? Donner Y (Ω), P([Y = k ]) pour k ∈ Y (Ω), son espérance et sa variance.3. En déduire la loi de X ainsi que son espérance et sa variance.4. Déterminer la probabilité d’obtenir un nombre pair de FACE.

Exercice 187 - ••◦ - Rang du k-ième succès succèsOn dispose d’une pièce truquée donnant PILE avec la probabilité p ∈]0; 1[ et FACE sinon. On lanceindéfiniment cette pièce. On admet que l’on obtient presque-sûrement au moins deux PILE ; on note X
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la variable aléatoire égale au rang du premier PILE et Y celle égale au rang du second PILE. On note
q = 1− p.Pour tout k ∈ N∗ , on note Pk l’évènement "obtenir PILE au lancer k " et Fk = Pk .1. Établir : Y (Ω) = J2; +∞J.2. Démontrer que pour tout n ∈ J2; +∞J, P([Y = n]) = (n − 1)qn−2p2 .3. Démontrer que Y possède une espérance et la calculer.4. On note maintenant, pour tout k ∈ N∗ , Yk la variable aléatoire égale au rang du k-ième PILE. On a ainsi

Y2 = Y .On note également, pour tout n ∈ N∗ , Xn la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus sur les
n premiers lancers.4.a. Reconnaître la loi de Y1 .Préciser Y1(Ω) et, pour tout n ∈ Y1(Ω), donner P([Y1 = n]).4.b. Écrire une fonction Python prenant en arguments un réel p ∈]0; 1[ et un entier naturel non nul kpuis renvoyant une réalisation de la variable aléatoire Yk .4.c. Soit n ∈ N∗ . Reconnaître la loi de Xn .4.d. Sans justifier, donner, pour tout k ∈ N∗ , Yk (Ω).4.e. Soient k ∈ N∗ et n ∈ Jk ; +∞J. Exprimer l’évènement [Yk = n] en fonction de Pn et d’un évènementfaisant intervenir la variable aléatoire Xn−1 . En déduire la loi de Yk .5. Soit x ∈]0; 1[.
On admet que, pour tout k ∈ N, la série ∑

n⩾k

(
n
k

)
xn est convergente et on note Sk = +∞∑

n=k

(
n
k

)
xn .

5.a. Calculer S0 .5.b. Soit k ∈ N. Établir, en utilisant la formule du triangle de Pascal, que (1− x)Sk+1 = xSk .5.c. Démontrer alors :
∀k ∈ N, Sk = xk(1− x)k+1

6. Déduire des questions précédentes que, pour tout k ∈ N∗ , la variable aléatoire Yk possède une espéranceet la calculer.
Exercice 188 - ••◦ - Loi de PoissonSoient X et Y deux variables aléatoires telles que X ↪→P(a) et Y = 11 + X .1. Démontrer que Y admet une espérance et la calculer.2. De quelle valeur le réel renvoyé par l’exécution de la fonction mystere(a) ci-dessous est-il proche ?

1 import numpy as np

2 import numpy.random as rd

3
4 def mystere(a):

5 L=[rd.poisson(a) for k in range (10000)]

6 M=[1/(1+x) for x in L]

7 return np.mean(M)

Exercice 189 - ••◦Soient a un réel strictement positif et X une variable aléatoire telle que X (Ω) = N
∗ et :

∀n ∈ N∗, P
([X = n + 1]) = a

nP
([X = n])
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1. Pour tout n ∈ N∗ , on pose un = (n − 1)!P([X = n]).Démontrer que la suite (un)n∈N∗ est géométrique. En déduire, pour tout n ∈ N
∗ , l’expression de un enfonction de a, n et P([X = 1]).2. Déterminer P([X = 1]), puis donner la loi de X .3. On pose Y = X−1. Reconnaître la loi de Y et donner son espérance et sa variance. En déduire l’espéranceet la variance de X .

Exercice 190 - ••◦ - Deux géométriquesSoient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes deux une loi géométrique de paramètresrespectifs 15 et 12 . On définit également la variable aléatoire Z par Z = X − Y .1. Justifier que Z possède une espérance et la calculer.2. Décrire l’évènement [X = Y ] puis en déduire sa probabilité.3. Donner P([Z = 0]).4. Soit k ∈ N∗ . Déterminer P([Z = k ]) et P([Z = −k ]).
Exercice 191 - ••• - A partir d’une loi géométriqueSoit X une variable aléatoire suivant la géométrique de paramètre p ∈]0; 1[ définie sur un certain espaceprobabilisé (Ω, A,P).
1. Soit Y la variable aléatoire définie par Y = ⌊X + 12

⌋. Déterminer la loi de Y , puis donner son espéranceet sa variance.2. Soit Z la variable aléatoire définie par
∀ω ∈ Ω, Z (ω) =


X (ω)2 si X (ω) est pair0 sinon

2.a. Écrire une fonction Python telle que l’exécution de simuleZ(p) renvoie une réalisation de lavariable aléatoire Z .2.b. On considère la fonction mystere ci-dessous. De quelle valeur le réel renvoyé par l’exécution de
mystere(p) est-il une valeur approchée ?

1 def mystere(p):

2 N=0

3 for k in range (10000):

4 Z=simuleZ(p)

5 if Z==0:

6 N=N+1

7 return N/10000

2.c. Déterminer P([Z = 0]).2.d. Déterminer la loi de Z .2.e. Justifier que Z possède une espérance et la déterminer.
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Exercice 192 - ••• - Loi sans mémoireDéfinition. Une variable aléatoire X , discrète, à valeurs dans N∗ est dite sans mémoire lorsque :
∀n, m ∈ N, P

([X > n]) ̸= 0 et P[X>n]([X > n + m]) = P([X > m])
1. Démontrer que si X suit un loi géométrique, alors X est sans mémoire.2. Réciproquement, supposons que X est une variable aléatoire à valeurs dans N∗ , sans mémoire.2.a. Établir : ∀(n, m) ∈ N2, P([X > n + m]) = P([X > n])P([X > m]).2.b. On note, pour tout n ∈ N, un = P([X > n]). Démontrer que la suite (un)n∈N est géométrique.2.c. Conclure que X suit une loi géométrique.
Exercice 193 - ••• - Problème du collectionneurSoit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On dispose d’une urne contenant n balles numérotées de 1à n, et on effectue une succession illimitée de tirages d’une balle avec remise dans l’urne.Pour tout entier i ∈ J1; nK, on note Ti la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pourobtenir i numéros distincts.1. Écrire une fonction Python d’en-tête simulationT(n,i) simulant l’expérience et renvoyant une réalisationde Ti .2. Démontrer que, pour tout i ∈ J1; nK, Ti admet une espérance et que

E(Ti) = n
n∑

k=n−i+1
1
k

On pourra poser Z1 = T1 et pour tout i ∈ J2; nK, Zi = Ti − Ti−1 .
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24
Graphes

Ce chapitre contient des exercices assez différents, sur des thèmes variés. Un bon échantillon pour s’entraîneraux écrits comme aux oraux. Ce chapitre ne sera pas approfondi en 2A ; il est donc important de leretravailler régulièrement pour ancrer le vocabulaire, les résultats importants ainsi que les raisonnements,assez spécifiques aux graphes. Très peu de technique ici, surtout des exercices de réflexion ainsi qu’unebonne quantité de questions Python.

Exercice 194 - •◦◦On considère le graphe G suivant :

A

B
C

D
E

F

1. Donner la matrice d’adjacence M de ce graphe.2. L’exécution du programme ci-dessous affiche le résultat suivant.
1 import numpy as np

2
3 M=np.array ([[0,1,1,1,0,0],[1,0,1,0,1,1],

4 [1,1,0,1,1,0],[1,0,1,0,1,1],

5 [0,1,1,1,0,1],[0,1,0,1,1,0]])

6 print(np.dot(M,M))
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2.a. Combien existe-t-il de chaînes de longueur 2 dont le départ et l’extrémité sont respectivement lessommets B et D ? Donner ces chemins.2.b. Justifier que le graphe G est connexe.3. Ce graphe possède-t-il une chaîne eulérienne ? Si oui, en donner une.4. Justifier que ce graphe ne possède pas de cycle eulérien. Quelle arête ajouter pour qu’il en possède un ?5. Expliquer ce que permet de renvoyer l’exécution de mystere(M) dans le cas où M est le tableau numpyreprésentant la matrice d’adjacence du graphe G .
1 def mystere(M):

2 S=['A','B','C','D','E','F']

3 n=len(S)

4 L=[[] for k in range(n)]

5 for i in range(0,n):

6 for j in range(0,n):

7 if M[i,j]!=0:

8 L[i]. append(S[j])

9 return L

Exercice 195 - ••◦ - Vrai / faux1. Un graphe est connexe si, et seulement si, il n’a aucun sommet isolé.2. Dans un graphe simple et connexe, il existe toujours au moins deux sommets de même degré.3. Soit G un graphe simple, non orienté et connexe. Démontrer que si G ne possède pas de cycle eulérien,alors il est possible d’ajouter un unique sommet à G de sorte que le nouveau graphe obtenu possède uncycle eulérien.
Exercice 196 - ••◦ - ConnexitéSoit G un graphe non orienté, simple, d’ordre 2p tel que le degré de chaque sommet est supérieur ou égalà p.Démontrer que G est connexe.
Exercice 197 - ••◦ - Connexité (bis)On considère un graphe G simple et non orienté d’ordre n ⩾ 2.1. Écrire une fonction Python prenant en argument d’entrée la matrice d’adjacence d’un tel graphe G etrenvoyant un booléen précisant la connexité de G .2. On suppose que G est connexe et possède un sommet x de degré 1. Montrer que G \ {x} est connexe.3. En déduire que si G est connexe d’ordre n, alors G possède au moins n − 1 arêtes.4. Comment utiliser le résultat précédent pour effectuer un test de non connexité d’un graphe simple et nonorienté qui soit peu coûteux en calculs ?
Exercice 198 - ••◦ - TournoiOn appelle tournoi un graphe orienté simple tel qu’entre deux sommets distincts, il existe un et un seul arc.On dit qu’un sommet est un roi lorsqu’il a un chemin orienté de longueur au plus 2 vers tous les autressommets.1. Combien un tournoi contient-il d’arcs ?2. Donner un tournoi d’ordre 4 possédant un unique roi.
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3. Montrer que, dans un tournoi, il existe toujours un roi.4. 4.a. Que permet de faire la fonction mystere suivante, où L désigne une liste de réels ?
1 def mystere(L):

2 m=L[0]

3 k=0

4 for i in range(1,len(L)):

5 if L[i]>m:

6 m=L[i]

7 k=i

8 return k

4.b. Proposer une fonction Python prenant en argument d’entrée la matrice d’adjacence d’un tournoidont les sommets sont numérotés à partir de 0 et renvoyant en sortie un roi.
Exercice 199 - ••• - Graphe régulierOn dit qu’un graphe est régulier lorsqu’il est simple, non orienté et que tous ses sommets ont même degré.1. Écrire une fonction Python prenant en argument d’entrée la matrice d’adjacence d’un graphe simple nonorienté et renvoyant True s’il est régulier, False sinon.2. Que dire de l’ordre d’un graphe régulier dont les sommets sont tous de degré 3 ?3. Démontrer que pour tout p ∈ J2; +∞J, il existe un graphe régulier d’ordre 2p dont les sommets sont dedegré 3.
Exercice 200 - ••• - Graphes aléatoiresToutes les variables aléatoires de cet exercice sont supposées définies sur le même espace probabilisé(Ω, A,P). Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On considère un graphe simple non orienté d’ordre
n dont les sommets sont numérotés de 1 à n. Les arêtes de ce graphe sont définies de façon aléatoire etindépendantes entre elles de la sorte : pour tous i, j de J1; nK différents, on construit une arête entre lessommets i et j avec une probabilité p ∈]0; 1[.Pour tout i ∈ J1; nK, on définit une variable aléatoire Xi telle que :

Xi = { 1 si le sommet i est isolé0 sinon
Enfin, on pose Sn = n∑

i=1 Xi .
1. Écrire une fonction Python prenant en arguments un entier n ⩾ 2 et un réel pn ∈]0; 1[ puis qui génèreet renvoie la matrice d’adjacence d’un tel graphe aléatoire.2. Que représente la variable aléatoire Sn ?3. Interpréter le résultat renvoyé par l’exécution de mystere(M) où M désigne une matrice générée par leprogramme de la question 1..

1 import numpy as np

2
3 def mystere(M):

4 L=[]

5 (n,n)=np.shape(M)

6 for i in range(0,n):

7 if sum(M[i ,:])==0:

8 L.append(i+1)

9 return L,len(L)
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4. Donner la loi de X1 . En déduire l’espérance de Sn .5. Les variables aléatoires X1, ..., Xn sont-elles mutuellement indépendantes ?
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