ECG 25E ANNEE - MATHEMATIQUES APPLIQUEES
|| - www.jeremylegendre.fr

(CHARTREUX

ANALYSE

FEQUIVALENCE ET NEGLIGEABILITE DE SUITES

INTRODUCTION...

Lorsque l'on parle de comportement asymptotique d'une suite, la premiere idée a avoir est l'étude de l'existence et, le cas échéant, la recherche de la
limite de cette suite. Il s'agit en effet du premier élément a étudier. Mais ce qui nous intéresse ensuite, c'est la vitesse a laquelle la suite tend vers
cette limite. Autant il semble relativement simple de répondre a cette question dans le cas des suites dont on connalt le terme général; autant cela
sera nettement plus délicat pour les suites récurrentes ou les suites implicites.

L'idéal quand on souhaite étudier précisément une suite est den obtenir un développement asymptotique : en gros, une somme de suites simples
ayant des comportements de plus en plus précis, dont la suite étudiée serait tres proche. Cette notion n'est pas au programme, méme si nous pourrons
rencontrer des recherches de tels développements en exercices. Nous nous limiterons donc bien souvent au premier terme de ce développement
asymptotique : un équivalent de la suite.

L'objectif de ce chapitre est d'affiner 'étude du comportement asymptotique des suites en voyant deux notions qui seront essentiellement illustrées sur

des suites dont le terme général est connu, puis d'en voir une application dans l'étude des séries. Dans les cas ol le terme général de la suite étudiée
n'est pas connu, l'exercice guidera.
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POUR BIEN DEMARRER...

1. Quelles méthodes peut-on mettre en ceuvre pour étudier les variations d'une suite ?

2. Définition quantifiée de suite convergente, de suite divergente vers +oo.

3. Définition de suites adjacentes. Conséquence ?

4. Définition de convergence d'une série. Condition nécessaire de convergence, est-elle suffisante ? Convergence absolue, lien avec la convergence.

5. Séries usuelles.
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Dans tout le chapitre, (us)nen, (Va)nen seront des suites de réels définies sur N.

Tous les résultats du chapitre sont encore valables si les suites en jeu ne sont définies qu'a partir d'un entier np € N*.

|  NEGLIGEABILITE DE SUITES

DEFINITION 1

Soient (Uy)nen et (vo)nen deux suites telles qu'a partir
On dit que la suite (u,)sen est négligeable devant la

lim

n—+o00

NEGLIGEABILITE DE SUITES

d'un certain rang, (v,),en ne s'annule pas.
suite (Vp)nen €n +oo lorsque
Uy

Vi

= Pour info...
De facon générale, (up)pen est
négligeable devant (v,),en en
+oo lorsqu'il existe une suite

e lim ¢, =

eINEN/VYVn2>=N, u, =¢€,vy.

NoOTATIONS DE LANDAU

Soient (Uy)nen et (vo)nen deux suites telles qu'a partir

n—+oQ

Par abus, on écrira u, =

0 (v,) au lieu de (Uy)pen € 0
n—-+o0 n

d'un certain rang, (v,),en nNe s'annule pas.

On note o (v,) l'ensemble des suites négligeables devant (v,),en en +oo.

(vi).

—+00

On lira 'u, est un petit o de v, quand n tend vers 400"

— Un peu d’histoire
Edmund Landau (1877-1938, al-
lemand) a concentré son travail
sur la théorie des nombres; il a,
entre autres, fournt une démons-
tration du théoreme des nombres
premiers plus simple que celles
alors connues. Il a également po-
pularisé les notations o et ~ vues
dans ce chapitre.

o

Petite remarque

Dans lécriture 'u, = o (vy), le
n—-+o00

n= o (M), n= o (n).

n—-+00 n—+00

SR

nz n—+oo \ N

1\ 1
par croissance comparée : (5) = o0 (—)

n—+oo \ n?

Interprétons cette nouvelle notion dans trois cas classiques...

1. St lim u, =40 et lim v, =+4o00:
n—-4o0 n——+o0o
Dans ce cas, u, = 0o (v,) si, et seulement si
n—+00
2.St lim u,=0et lim v,=0:
n—+o0 n—+oo

Dans ce cas, u, = o (v,) si, et seulement si
n—-+00

3. u,= o

n—+o00

(1) si, et seulement si

n est muet.

En gros...

‘Etre négligeable devant' signifie
"8tre trés petit devant’, comme en
francais !

PROPRIETES 1

suites (Vo)nen, (Wa)nen et (v, )pen ne s'annulent pas.
up= 0 (vy) )
, e = YA p EeR, \u, + pu,
Uy =0 (vy)
n—+o00
up= 0 (v)
e — U= 0 (w,)
Vp = O (Wn) n—+00
n—+00
Uup= 0 (v) = uw,= 0 (vaw,)
n—+00 n—+o00
un =9 ) ) ;
W= o () [ T Sel)
n—+00
Up= 0 (vy) = YAER, u,= o (Av)
n—+00 n—+00
St (u,)nen ne sannule pas a partir d'un certain

Soient (Un)nen, (Va)nens (Wa)aens (Uh)nen et (V))nen cing suites de réels telles qu'a partir d'un certain rang les

= 0
n—+oQ

(Vi)

(linéarité)

(transitivité)

rang : u, = 0]
n—+o00 Vi

*
DEMONSTRATION :
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Ona:n2=
n4+n2+2n+1+ 0 (n®) =n"+ 0 (n).

o (M)etl= o

n—+o00

o (n?),n=

n—+00

(n%). Dot - n? +2n+1=

0

n—+o00

(n°):

— X Attention !
On rappelle que ‘v, = 0o (vy)
n—+00

est un abus de notation :

"Uy = 0 (v,) n'est pas une
n—+o0

égalité comme on la connait. En

particulier :

Un = ﬂ~>0+oo(vn) /
u) o (vn) : n=Un

n
n—-+00
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En effet, puisque n?+2n 4 1 est négligeable devant n® en +oo, lexpression n*+n’+2n+1+ o (n’) est en fait

n—+oo

égale & n* + la somme de deux quantités négligeables devant n® en +oo. Par conséquent, on a ‘égalité énoncée..
On peut réécrire les croissances comparées avec la notation ci-dessus :

Ya,b €RS, n(n)?= o (n%)

Vg €)1, 400, ¢"= o (n))

n—+00
nl= o (n")
n—+o00
On les retient parfois ainsi :
. , 5 ., ., Vocabulaire
Va,b € R}, Vg €]1;+oq, In(n)! < n” < ¢" < nl << n Le symbole "<<" se lisant alors
‘est négligeable devant".

. (n(n) 1
E4|P e, on a In(n) = , donc : = T
ar croissance comparée, on a ln(n) nﬁoﬁo(ﬁ) onc : — L0 ( ﬁ)
1 1
Par croissances comparées, on a In(n) = o (vVn)ete = o (f) donc: ln(n)e™ = o (T )
n

n—-+o00 n—+oo \ N

Parfois, on écrira u, = v, + o (w,) qui se lit 'u, égale v, + un petit o de w,". Cette
n—+o0

écriture est équivalente a dire qu'il existe une suite (h,), négligeable devant (w,), telle
que :VYn €N, u, = v, + h,.

Il EQUIVALENCE DE SUITES

DEFINITION 2 EQUIVALENCE DE SUITES

Sotent (U,)nen et (Va)nen deux suites telles qu'a partir d'un certain rang, (v,),en ne s'annule pas.
On dit que la suite (u,)qen est équivalente a la suite (v,),en en +oo lorsque :

= Pour info...
De fagon générale, (up)pen est
équivalente a (v,),en en +00
lorsqu'il existe une suite (a,),en

lim o _ 1 telle que :
n—+00 V, . nllT a, =1,
o eINEN/Vn2>=N, u, =ayv,.
Dans ce cas, on écrira : u, ~ V.
n—+o0
EXEmPLES 3
n+2n+1 ~ n?
n—+00

\/2n2—5n+2 ~ V2n

n—+00
e"+n ~ ¢

n—+00

Soit (up)sen+ une suite telle que : Vn € N*, n < u, < 2n. Donnons un équivalent de In(u,) lorsque n tend

vers +o9.
est fréquent d'obtenir un équi-

valent a l'aide d'un encadrement...

% Classique ! %
"]
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Trouver une suite (v,),en €quivalente a (u,),en €n 400 cest trouver une suite qui a le
méme comportement que (U,),en au voisinage de +oo. Le but étant de trouver une suite
(va)nen dont Uexpression est plus simple que celle de (u,)neN--

PROPRIETES 2

Soient (Un)neN, (Va)neNs (Wa)nen, (U))nen et (V) )pen cing suites ne s'annulant pas a partir d'un certain rang.
U, ~ U, (réflexivité)
n—-+00
U, ~ V, &V, ~ U, (symétrie)
n—-+o00 n—-+o00
up ~ Vi
n—oo — u, ~ w, (transitivité)
Vp o~ W, n—+00
n—-+00
Uy ~ 'V
P4| V¢ € RU{+c0}, oo = lim u,=7¢
lim v, =7¢ n—-+oo
n—-+00

VeeR, (limu=¢0 = u, ~ ¢
n—+o0 n——+

3] 3] [
o1

—+00
U” - Vn /7 / Iy .
notee = Upl, -~ Vv, (compatibilité avec le produit)
o~ VY, n—+00
n—-+00
En particulier : v, ~ v, = YAER", Au, ~ Av,.
n—+oo n—+o0
Un =~ Vo U, Vp I .
’ / - — ~ — (compatibilité avec le quotient)
u, ~ v, uj, n—+oo V)
n—+o00
u, ~ v, = VmeN, u) ~ v,b" (compatibilité avec la puissance)
n—+o0 n—+o00
Up ~ 'V
hon

(Un)nen et (Va)nen sont strictement po- v? (compatibilité avec la puissance)

sitives a partir d'un certain rang

— YaeR, uy ~
n—+o00

P10| u, ~ v, = |u,| ~ [v| (compatibilité avec la valeur absolue)
n—+oo n—+o0

P11| Siu, ~ v, alors, a partir d'un certain rang, (Us)nen et (Vo)nen ONt méme signe.

n—+o00
P12 | Deux choses parfois utiles : (liens ~ et o)

Up " ’: Vin ,

—+00
= u,+u, ~
u, = [0] (\/,-,) " " hstoo "
n—+o00

o)
-
N
[o)]

P12b| u, ~ v, & u,=v,+ 0 (v)) & u,=v,+ 0 (up)

n—-+ n—+o0 n—+o0

*
DEMONSTRATION :

A retenir...
On ne cherche des équivalents
que de suites dont le terme géné-
ral contient des sommes ou dont
on ne connalt pas le terme géné-
ral.

Important !

On peut donc dire "(uy)pen et
(Vn)nen sont équivalentes”.

— == Pour info...

< Une relation entre deux objets

d'un méme ensemble qui est ré-

flexive, symétrique et transitive est

une relation d'équivalence. Clest

le cas de  ~ sur l'ensemble
n—+o0

des suites réelles; mais égale-
ment de <= sur l'ensemble des
assertions mathématiques.

Petite remarque
En particulier :
1 1

Uy, ~ VvV = — ~ —
n—+o00 Up n—=+00 Vy

X Attention !

L'exposant de la puissance ne doit
pas dépendre de la variable !

Petite remarque

St on utilise P11, on voit qu'une
seule des deux hypotheses de
stricte positivité suffit en pra-
tique...
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)
EXEMPLES 4 & Méthode !

Donnons un équivalent simple de n°2" + n3" en +oo. Eour le trouver : chercher ce qui

domine dans les différents termes.
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L _ (M 4+N+n+7
Donnons un équivalent simple de I 1 5) en +o0.

Ona:

Et bien entendu :

n—+o0

Ainsi, st on pouvait sommer les équivalents, on obtiendrait :

1T ~ 2 : FAUX!

n—+o0
Conclusion :
i _ Squi 0 t t cet équi-
Les suites ( In(n + 1))neN* et (ln(n))neN* sont-elles équivalentes en +o00? va”lefnet'jcon re souvent cet équi
Les suites (exp(n + 1))n€N et (exp(n))neN sont-elles équivalentes en +o0? A retenir...

Exemple classique pour justifier
que, de facon générale, on ne peut
appliquer une fonction de part et
d'autre d'un équivalent.
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Trois choses importantes sur les équivalents :
1. Il est interdit de sommer des équivalents !

2. Il est interdit d'appliquer une fonction de part et d'autre d'un équivalent (autre que
la valeur absolue et une puissance)!

3. St un jour on arrive a écrire u, ~ 0, on peut directement arréter la prépa!
n—+o0

Pourquoi 7
D'une part, pour la définition que
nous avons adoptée, l'écriture

u, ~ 0 nest pas permise..
n—+o0a

D'autre part, les seules suites
équivalentes a la suite nulle sont
les suites nulles a partir d'un
certain rang.

THEOREME 1 EQUIVALENTS USUELS

Autrement dit :
Une expression polynomiale est
équivalente, en +00, a son terme
non nul de pus haut degré.

Soient k € N* et ag, a1, ..., a, des réels. St ay 0, alors ag + a1n + ... + axn®  ~  agn®.
n—-+o00
St
v a partir d'un certain rang (u,),en ne s'annule pas,
v lim u,=0;
n—-+o0o
alors :
n(14+u,) ~ u, ; =1 ~ wu, ; YoeR", 1+u)'—=1 ~ au,
n—+00 n—+00 n—+00
* 7
DEMONSTRATION :

— = Rappels...
o lim NOHY)

x—0 X

eX—1
X

e lim
x—0

(+x°—1 _

e Va € R*, lim
0 X

pas
Méthode pour retrouver ces li-
mites : les voir comme des limites
de taux d'accroissements de fonc-
tions entre 0 et x...
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EXEMPLES 5
7n° =3 +n*—n?+3

E1 | Déterminons la limite de la suite de terme général
9 300 + 707 + 1

n—+00

X n
Soit x € R. Déterminons lim (1 + 7) . < . .
n Tellement classique... En particu-
n

lier - lim (1+7) =e.
n—+o0 n

% Classique ! & ——

Il APPLICATION A L'ETUDE DES SERIES

Voyons trois critéres pour étudier la nature de séries a terme général positif.

THEOREME 2 CRITERE DE COMPARAISON PAR INEGALITE SUR LES SERIES A TERMES GENERAUX POSITIFS

VvneN, 0<u, <,
Z v, est convergente = Z u, est convergente

n=0 nz=0

VneN, 0<u, < v,
Z u, est divergente == Z v, est divergente

n>0 n20

*
DEMONSTRATION :

Important !
St le terme général est négatif, il
suffit de le multiplier par —1 et se
ramener aux criteres qui suivent.
En fait, le probleme est seulement
st le terme général n'est jamais de
signe constant !

Petite remarque
Ces criteres sont encore valables
st les inégalités ne sont vraies
qu'a partir d'un certain rang.
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On en déduit les deux suivants :

THEOREME 3

CRITERE DE COMPARAISON PAR NEGLIGEABILITE SUR LES SERIES A TERMES GENERAUX POSITIFS

(Un)nen et (Va)nen sont a termes positifs

tUn = ﬂ*)(‘)FDO(vn)

E v, est convergente
n=0

(Un)nen et (Va)nen sont a termes positifs

E u, est convergente
n=0

up= 0 (vy) )
n—+00 Z v, est divergente
Z u, est divergente n>0
n=>0
* 7
DEMONSTRATION :

o

— % Classique ! %¢ ———

On utilise souvent le premier

point dans le cas ol Z v, est
n=1

une série de Riemann conver-

gente.

Autrement dit, st (u,),en est

a termes positifs et qu'il existe

un réel @ > 1 tel que u, =

1
0 — |, alors on pourra
n—+oo \ n¢

conclure sur la convergence de

S un

n>=1
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THEOREME 4 CRITERE DE COMPARAISON PAR EQUIVALENCE SUR LES SERIES A TERMES GENERAUX POSITIFS Q Astuce du chef ! O
En fait, puisque u, et Vo,
u et (v, sont & termes positifs i suffit que (v,) soit a termes
(Un)nen et (Va)nen p N z u, et Z v, ont méme nature positifs pour que (u,) le soit &
Up e Vi = = partir d'un certain rang...
n/ n/
* 7
DEMONSTRATION :
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& METHODE 1 &

1. Si l'énoncé ne demande que la nature de Z up, :

e si (u,) ne converge pas vers 0, alors g u, est grossierement divergente;
e on regarde s'il s'agit d'une combinaison linéaire de séries usuelles;
e sinon :

* st > u, est a terme général positif : on peut utiliser un des trois criteres ci-dessus (en comparant
avec le terme général d'une série de Riemann par exemple),

* St > u, est a terme général négatif : on utilise le fait que — g u, = E —u, et que les séries
— E u, et E u, ont méme nature, puis on se rameéne au cas précédent,

% si le terme général de Z u, est alterné :

¢ étudier la convergence absolue : si Z |u,| CV, alors Z u, CV;

¢ revenir a la suite des sommes partielles et étudier sa nature par théoreme de recouvrement.
e Ou le résultat : la série Z(unﬂ — u,) est convergente si, et seulement si, la suite (u,),en converge.
2. Si l'énoncé demande de justifier la convergence et de calculer la somme d’une série :

e on regarde s'il s'agit d'une combinaison linéaire de séries usuelles;
e on regarde si l'on peut mettre en place un télescopage.

Dans tous les cas, on regarde si l'énoncé fournit des pistes (en mettant par exemple eb place une comparaison
série/intégrale comme dans QCl15).

EXEMPLES 6

Déterminer la pature des séries suivantes :

(=1
2n+7
Zn3+5r)2+3

[
[E3]y ol

n>1

Petite remarque

Les criteres sont encore valables
st les suites (uj) et (v,) ne sont
a termes positifs qu'a partir d'un
certain rang.

N

X Attention !

Si E |un| est divergente, alors
on ne peut pas conclure sur la

nature de > u, !

Petite remarque

4 Il faut savoir redémontrer ce ré-
sultat |

_q)n
Et la série Z =1 ?
s
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