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CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 1

RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES SUITES ET SERIES

TECHNIQUE

EXERCICE 1 - @000 - RECHERCHE D'EQUIVALENTS
Dans chaque cas, déterminer un équivalent simple de u, quand n tend vers +oc.

1. VneN, u,=n’+3n>—1 3.YneN, u, =n(n’ +1) 5. W & [3: +oo], u :nln(q_g)_z
’ 1 n n
n°—3n’+2
2.¥n €N, Un = ST 4. ¥n € N*, u, =2"n(n) + n? 6. Vn €N, u, =Vn+1(In(n+1)—In(n))

EXERCICE 2 - ®000 - CONVERGENCE ET SOMME DE SERIES
Justifier la convergence et déterminer les sommes des séries suivantes :

=1 n? 1
1‘; ! 3.;037" 5';n(n+1)
1 1
222% 4.Zln(17F) 6. ) ——
n=0 n>2 n>2

EXERCICE 3 - @000 - NATURE DE SERIES
Etudier la nature des séries suivantes :

l 1 n
1. ZM 4. ann 8 Z3”+n2

n>1 n n>1 n20
5 ZLn(TJrl) 9 A
2. 217 . n>1 n n>1 n
mo 1IN 6.y = o,y )
' — n+3n+1 ) — n?
Z 2 —3n+2 7 n!
4 2 : n
il +5n% +3n+1 n202

EXERCICE 4 - e®00
e
en+e T e—1

) 1 T
Etablir la convergence de la série Z e et démontrer que 5 < Z

n=0 n=0

ENTRAINEMENT

EXERCICE 5 - 000 - VRAI OU FAUX ?

1. Si deux suites ont méme limite, alors elles sont équivalentes.

2. St (up)nen est une suite de réels positifs, alors les séries Z u, et Z (n(1 + u,) ont méme nature.

n>0 n>0
3. Soient (Uy)nen et (vy)nen deux suites a termes positifs telles que v, = o (v,). St Z u, est convergente, alors Z v, également.
n—-+00
4. Solent (Uy)nen et (vo)nen deux suites a termes positifs telles que u, = o (v,). St Z v, est divergente, alors Z u, également.
n—+o0

(S]]

.St upp1  ~  uy, alors (U,),en converge.
n—-+o00

6. St (up)pen converge, alors U, ~ U,

n—-+00
) . L] 2 o . a
7. St (up)pen une suite telle que : ¥n € N*, — < u, < —, alors il existe un réel a € [1;2] tel que u, ~ -—.
n n n—+oo N
EXERCICE 6 - 000 - UNE CROISSANCE COMPAREE I
nl
On considere la suite (u,),en+ définie par : Vn € N*, u, = —.
n
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1. Etudier le sens de variation de la suite (t/,)nen

2. Etablir : Vn € N*, 0 < u, < l
n

3. En déduire : n!= o (n").

EXERCICE 7 - @800 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1
On considere la fonction f: x — Vx + 1, définie sur [—1; +o9[ ainsi que la suite (u,),en définie par : ug =0 et pour tout n € N, v, = u, + 1.
1. Montrer que l'intervalle [0; 2] est stable par f.
2. Justifier que si un réel x est point fixe de f, alors nécessairement x > 0. Démontrer que f posséde un unique point fixe et le déterminer. On
notera r ce point fixe. Vérifier que r € [0; 2].
3. 3.a. Justifier que la suite (u,),en est bien définie et bornée par O et r.
3.b. Etudier les variations de la suite (Un)nen- Que peut-on en déduire?
1
2/771‘
3.d. Déterminer alors la limite de la suite (u,),en ainsi qu'un entier N tel que Juy — r| < 107°.

1
3.c. Montrer : Vn €N, |up41 —r] < i\u,, —r|. En déduire : Vn €N, |u, — r| <

EXERCICE 8 - ®000 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1
Etudier lexistence de la limite et, le cas échéant la déterminer, de la suite (u,)y,en définie par ug = 0 et pour tout n € N, v, =~/u2 + 1.

EXERCICE 9 ~ 000 - DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE D'UNE SUITE
1

Up+n+1
1. Ecrire une fonction Python prenant en argument d'entrée un entier naturel n et renvoyant la valeur de u,.

On considere la suite (u,),en définie par ug = 1 et pour tout n € N, v, =

2. Démontrer que la suite (u,),en est bien définie et a termes strictement positifs.

, 1
3. Etablir : Vn € N*, u, < - En déduire la limite de la suite (U,)nen.

4. Déterminer lim nu,. En déduire un équivalent de u, quand n tend vers +oc.

n—+o0Q

n—+o0

5. 5.a. Démontrer : lim n’ (un — f) =—1.

1 1
5.b. Endéduire : v, =———=+4+ o (—)
n n—+oQ

EXERCICE 10 - ®®00 - SuITE P'INTEGRALES

Pour tout n € N, on pose /, = / x"e ¥ dx.
0

1. Justifier que la suite (/,),en est bien définie.
2. Etudier les variations de la suite (In)nen-
3. Démontrer que la suite (/,),en converge et déterminer la valeur de sa limite.
4. Démontrer : Vn €N, l,01 = (n+ 1), — e .
e~ 1
<
n+1 " (n+N)(n+2)

6. Ecrire une fonction Python prenant en argument d'entrée un entier naturel n et renvoyant la valeur de 1,.

5. En déduire : Vn €N, 0< [, —

. Trouver alors un équivalent simple de /, quand n tend vers +oo.

EXERCICE 11 - @800 - SUITE D'INTEGRALES

n
Pour tout n € N, on pose /, = /
0

dx et J, = nl,.
T4 x"

1. Déterminer UT 1.
1

2. Démontrer que pour tout n € N, J, = In(2) —/ n(1 + x")dx.
0

1
3. Etablir: lim / (1 + x")dx = 0.
0

n—+o0

4. En déduire la limite de (J,)sen puis un équivalent de /, lorsque n tend vers +oo.

CONCOURS

EXERCICE 12 - @000 - ESC 2001 E
On considére la fonction f définie sur [0; 1] par : ¥x € [0; 1], f(x) = 2xe*.

1. Montrer que f réalise une bijection de [0; 1] sur un ensemble que l'on déterminera. Donner le tableau de variations de f~".

2. Vérifier qu'il existe dans [0; 1] un et un seul réel noté a tel que ae” = 1. Montrer que a # 0.
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J . . up = a
On définit la suite (up)pen par : «[ WneN, U = f,q(u”)

3. Montrer que pour tout n € N, u, existe et u, €J0;1].

4. 4.a. Montrer que pour tout réel x de [0;1], f(x) —x > 0; et qu'il y a égalité seulement pour x = 0.
4.b. En déduire que la suite (u,),en est strictement décroissante.
4.c. Montrer que la suite (u,)sen est convergente et préciser la valeur de sa limite.

n

5. On se propose de déterminer un équivalent de la suite (u,),en. On pose, pour tout n € N, S, = Z Uy.

k=0

) 1 “u

5.a. Montrer que pour tout entier naturel n, v, = iune it
, e~
5.b. Etablir alors : Vn €N, u, = I
5.c. En déduire la convergence de la série Z t,. On note S sa somme. Etablir: a < S <2
n>0
oS

5.d. Démontrer finalement : v, ~ .

n—+o00 2”

EXERCICE 13 - ®e00 - EDHEC 2016 E

Pour chaque entier naturel n, on définit la fonction f, par : Vx € [n, +o0|, f,(x) = / eVidt.
n

1. Etude de f,.

1.a. Montrer que f, est de classe €' sur [n, +-o0| puis déterminer f/(x) pour tout x de [n, +oq[.
Donner le sens de variation de f,.

1.b. En minorant f,(x), établir que lim f,(x) = +oc.
X—+00
1.c. En déduire que pour chaque entier naturel n, il existe un unique réel, noté u,, élément de [n, +od], tel que f,(u,) = 1.
2. Etude de la suite (un).

2.a. Montrer que lim u, = +o0.
n—+00

2.b. Montrer que : Vn € N, e Vi <u,—n< e VT,
3. Ecrire un programme dont l'exécution affiche un entier naturel n pour lequel u, —n < 107"
4. On pose, pour tout n € N, v, = u, — n.

4.a. Montrer que lim v, =0.
n—+00

4.b. Etablir que, pour tout réel x supérieur ou égal & —1, ona: V1 +x <1+ %

V”
4.c. Vérifier ensuite que : Vn € N7, e Vi > e V7 exp (f )

2v/n

4.d. Déduire de l'encadrement obtenu en 2.b que : u, —n ~ e V.
n—+o0

EXERCICE 14 - ®®00 - EDHEC 1997 E
Pour tout entier naturel non nul n, on note f, la fonction définie sur R} par : ¥x € R}, 7,(x) = x — nln(x).
1. 1.a. Soit n € N*. Dresser le tableau de variations complet de f, sur R},
1.b. En déduire, lorsque n € [3; +oo[, lexistence de deux réels u, et v, solutions de l'équation f,(x) = 0 tels que 0 < u, < n < v,.
2. A laide de la méthode de dichotomie, écrire une fonction Python telle que, pour tout n € [3; +oo[, lexécution de approx_u(n) renvoie une
valeur approchée de u, & 1073 pres.
3. Etude de la suite (Up)nz3-
3.a. Montrer que pour tout n € [3; +oo[, 1 < u, < e.
3.b. Montrer que pour tout n € [3; +oo[, fp(tns1) = In(unsq), puis en conclure que la suite (u,),>3 est décroissante.
3.c. En déduire que (u,),>3 converge et montrer, en encadrant (n(u,), que NL'LTOO u, =1.

3.d. Montrer que lim Anlun) = 1. En déduire que u, —1 ~ 1
n—+oo U, — n—teo N
4. Etude de la suite (Va)n>3-
4.a. Justifier que la suite (v,),>3 diverge vers +oc.
4.b. Soit n € [3; +oo[. Calculer f,(nln(n)) puis montrer que nln(n) < v,.
4.c. Démontrer : Vn € N*, n > 2In(n).
4.d. En déduire : Vn € [3;+oo[, nln(n) < v, < 2nln(n).
4.e. Montrer enfin : In(v,) e tn(n).

EXERCICE 15 - @800 - EDHEC 1998 E
On considere la fonction f définie sur R par: ¥x € R, f(x)=1—¢e".

1. Résultats sur la fonction f.
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1.a. Dresser le tableau de variations de f sur R.
1.b. Montrer : Vx € R, f(x) < x, l'égalité n'ayant lieu que pour x = 0.

n

, —x (_X)k n+1 ! (X — t)” —t
1.c. Démontrer : ¥x € R, YVn €N, e ¥ = Z 0 + (=1 —r ¢ dt.
o i 0 i

[N

X X3 X

Tl x>
5 6\X f(x)\2

]

1.d. En écrivant l'éqalité précédente pour n = 2 puis pour n = 3, établir lencadrement : Vx € R,

2. Etude d'une suite.

2.a. Soit (uy)nen une suite. Montrer que la suite (u,),en converge si, et seulement si, la série > (Uns1 — up) est convergente.
n=0

On considére la suite (u,)yen définie par ug =1 et pour tout n € N, vy =1—e""".

2.b. Montrer que la suite (u,),en est bornée par O et 1.
2.c. A laide de la question 1.b, montrer que la suite (u,),en est convergente puis préciser sa limite.

2.d. En déduire la nature de la série de terme général u,1 — U,.
2
u
2.e. En utilisant la question 1.d, démontrer : u, — vy 1~ ?” Conclure quant & la nature de la série de terme général u?.
n—+oo
3. Etude d'une fonction définie par une intégrale.

f
On note ¢ la fonction définie sur R par : ¢(0) = 1 et, pour tout x € R, ¢(x) = %

’I X
On note également g la fonction définie sur R* par : g(0) = 1 et, pour tout x € R/, g(x) = f/ p(t)dt.
X Jo

3.a. Montrer que ¢ est continue sur R™.
3.b. Vérifier que g est bien définie et continue sur R}

X XZ

X
€ 3l : F1--x <T—=+ =
3.c. 3.ci. Montrer : Vx € R], 1 3 g(x) <1 4+18
3.cii.  En déduire que g est continue en 0, dérivable en 0 puis donner g’(0).
3.d. 3.di. Etablir : Vx €]1; +oq], / o(t)dt < In(x).
1

3.d.ii.  En déduire que g possede une limite finie en +co et donner la valeur de cette limite.
hx)
x2
3.e.ii.  Dresser le tableau de variations de g et tracer l'allure de sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

3.e. 3.ed. Pour tout réel strictement positif x, calculer ¢’(x) et l'écrire sous la forme g’(x) =

EXERCICE 16 - @®®0 - TYPE ORAL

1. Question de cours. Critéres de comparaison sur les séries a terme général positif.

. 1

2. Soit x € [0; +oq|. Etablir la convergence de la série Z ———. On notera f(x) sa somme.
k=0 2+ x

3. Calculer £(0).

4. Etudier les variations de la fonction f ainsi définie sur [0; +oq[.

1
2x+ 1
6. Déduire des deux questions précédentes que f posséde une limite en +oo et la déterminer.

5. Etablir : Vx € [0; +o0], f(2x) = %f(x) +

4
7. 7.a. Montrer que pour tous réels positifs x et y, on a : |f(x) — f(y)| < §|x -yl

7.b. En déduire que f est continue sur [0; +oq.
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