(CHARTREUX

TECHNIQUE

EXERCICE 1 - @00 - Pas des sous-espaces vectoriels !
Dans chaque cas, F n'est pas un sous-espace vectoriel de E. Justifier pourquoi.

1. E=RetF={(xy) eR* /x+y=1}
2. E=M;i(R) etF:{(;) eM2,1(R)/y:x2}

1 11 1
3. E=Ms5iRjet F=1XeEM;5(R)/AX = [1] ol A= {1 0 -1
0 -1 -2

4. E=M:R) et F={Me MyR) | M* =0,}

EXERCICE 2 - ee0 - Sous-espaces vectoriels
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

ECG 2E ANNEE - MATHEMATIQUES APPLIQUEES
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EXERCICES DU CHAPITRE 1
ESPACES VECTORIELS

1. Soient A € M, (R) et F = {/\/I e M,(R) | AMA = ON}A Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de M, (R).
2. Soient A € M,(R) et A € R. On note F, = {X e M,1(R) | AX = AX}A Démontrer que F, est un sous-espace vectoriel de M, 1(R).

3. Notons E lespace vectoriel des fonctions définies sur R ainsi que F le sous-ensemble de E constitué des fonctions patres.

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

4. Notons E l'ensemble des suites définies sur N ainsi que F le sous-ensemble de E constitué des suites qui convergent vers 0.

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

EXERCICE 3 - @00 - Manipulation sur des combinaisons linéaires
On consideére les matrices

1 0
Xi= |1 o Xo=10] 5 V=
0 1
1. Vérifier que Yy et Y, sont des combinaisons linéaires de Xj et X;.
2. Vérifier que Xj et X; sont des combinaisons linéaires de Y; et Y5.
3. En déduire que Vect(Xj, X3) = Vect(Ys, Y2).
2
4. La matrice Z = | 1 | appartient-elle a Vect(Xj, X3)?
3

EXERcCICE 4 - ee0

Y

I
N

Dans chaque cas, démontrer que £ est un espace vectoriel puis en déterminer une base et préciser sa dimension.

X
1. F = x|, xeR
0
X
2. F= y |, (xy) €R’
X+y
3. F={(x,y) eR* | x =y}
11 1
4. F={XeM;3;(R) [AX =0,,}, 00 A= |1 0 -1
0 -1 =2
0o 1 -1
5. F={XeM351R) /AX=X},ot A= |1 0 1
-1 -

6. F={(xy.z)eR [ x+y+z+1t=0}

a+b b b
7. F= 0 a—b b, (a,b)eER’
0 0 a
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EXERCICE 5 - o0
Déterminer le rang de chacune des familles ci-dessous, et préciser celles qui sont des bases de M5+(R).

(GG
*(()-0)-C)
A (HRCIAN
(66 ()

ENTRAINEMENT

EXERCICE 6 - ®00
Soient a, b, ¢ trois réels. On considere les matrices de M5(R) suivantes :

1 0 0 0 0 1 010 a b c
[I=10 1 0) ; J=|0 1 0] ; A=(1 0 1 i Mape=1|b a+c b
0 0 1 1 0 0 010 c b a

et on note F l'ensemble des matrices de la forme M, ..
1. Démontrer que F est un espace vectoriel puis en déterminer une base ainsi que la dimension.
2. Exprimer A> comme combinaison linéaire de /, A et J, puis établir que F = Vect(/, A, A%).
3. En déduire que la famille (/, A, A%) est une base de F.

4. Déterminer la matrice des coordonnées de / dans la base (/, A, A%).

EXERCICE 7 - e00

Soient / = (? 2)) et F ={M e My(R) | IM] = M}.

Justifier que F est un sous-espace vectoriel de M>(R) et en déterminer une base.

EXERCICE 8 - @®0 - EV de fonctions polynomiales
Notons £ = {P € Ry|x] | Vx € R, P(x) — xP'(x) = 0}.
Justifier que E est un espace vectoriel et en déterminer une base ainsi que la dimension.

EXERCICE 9 - @0 - EV de fonctions polynomiales (bis)

On note u : x — x°.

1. Donner les coordonnées de u dans la base canonique de R;[x].
2. Démontrer que la famille (X — 1, x> X, x — x(x — 1)) est une base de Ry[x]. Déterminer les coordonnées de u dans cette base.

3. Démontrer que la famille (x — 1, x — x + 1, x — (x + 1)2) est une base de R;[x]. Déterminer les coordonnées de u dans cette base.

ExeErcicE 10 - eeo - Famille de fonctions ou de suites
1. Posons f; : x —> e, f : x —> e et f3: x —> e>*. Notons £ l'espace vectoriel des fonctions définies sur R et a valeurs dans R.
1.a. Démontrer que la famille (f, f,, f3) est une famille libre de £. En déduire le rang de la famille (£, f2, f3).
1.b. La famille (fy, f,, f3) est-elle génératrice de E?
2. Considérons les suites u et v définies sur N par : pour tout n € N, u, = (—1)" et v, = 2". Notons E lespace vectoriel des suites réels.

2.a. Démontrer que la famille (u, v) est une famille libre de E.
2.b. Notons F={w e E [Vn €N, w, 2 — w,1 —2w, = O}. Justifier que F est un sous-espace vectoriel de £ et en donner une base.

EXERCICE 11 - @®0 - Matrices symétriques et antisymétriques
b
d

e S)(R)={M & M,(R) | 'M = M} : lensemble des matrices carrées de taille 2 symétriques
o 4H(R)={M e MyR) | M = —M7} : lensemble des matrices carrées de taille 2 antisymétriques

a ¢
b d

On rappelle que pour toute matrice M = (Z ) € M3(R), on note ‘M sa transposée définie par : ‘M = ( ) Soient les ensembles :

1. Montrer que S;(R) et A(R) sont des sous-espaces vectoriels de M;(R) et en donner une base de chaque ainsi que la dimension.
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2. Donner une décomposition de la matrice (3 4) en somme d'une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique.

3. 3.a. Déterminer S>(R) N A3 (R).

3.b. En déduire que st M € M;(R) se décompose en somme d'une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique, alors cette décomposition
est unique.

4. Etablir que toute matrice de M,(R) se décompose de maniére unique en la somme d'une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique.

EXERCICE 12 - eee - Matrices symétriques et antisymétriques (le retour)
Sotent n € [2; +o0[ ainsi que les ensembles :

e S,(R)={M e M,R) | M =M} : lensemble des matrices carrées de taille n symétriques
e A,(R)={M & M,R) /M= —M]} : lensemble des matrices carrées de taille n antisymétriques
1. Montrer que S,(R) et A,(R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R) et en donner une base de chaque ainsi que la dimension.

2. Montrer que :
VM e M,(R), (S, A eS,(R)x A,(R) IM=S+A

CONCOURS
EXERcICE 13 - ee0 - Classique!
1 -1 0
On considére la matrice A= | 0 2 1
-1 =1 3

1. Calculer (A —25)? puis en déduire que (A —25)* = 0.
2. Montrer que l'ensemble £, = {X € M31(R) | AX = ZX} est un espace vectoriel. En déterminer une base et la dimension.

—1 1
3. Posons U = 1 et V=1{0
0 1

3.a. Vérifier que AV & Vect(U, V).
3.b. Résoudre 'équation AX = 2X + V, d'inconnue X € M5;(R).

—1
3.c. Posons W = | 0 |.Montrer que la famille (U, V, W) est une base de M5(R).
0
-1 1 -
4. Considérons P=1| 1 0 O
0 1 0
4.a. Justifier que P est inversible et déterminer P~
01 0
4.b. Déterminer la matrice T de sorte que A= PTP™" et vérifier que T =25+ N, ou N= (0 0 1
0 0 0

5. On consideére l'ensemble C = {/\/I e M5R) | AM = /\/IA}.

5.a. Montrer que l'ensemble C est un espace vectoriel.
5.b. Soient M € M3(R) et Q = P~'MP. Montrer |'équivalence :

MeC < NO=O0ON

5.c. Démontrer que {Q € M3(R) | NQ = ON} = Vect(ls, N, N°).
5.d. Déterminer alors une base de C ainsi que sa dimension.
6. On consideére lensemble R = {M € M5(R) | M? + 5 = A}.
6.a. L'ensemble R est-il un espace vectoriel ?
6.b. Soient M € M3(R) et Q = P~'"MP. Montrer l'équivalence :

MeR — Q’=5L+N

6.c. Soit Q € M5(R). Démontrer que si Q7 = /5 + N, alors nécessairement, Q et N commutent.
6.d. En déduire, & l'aide de la question 5.c., les matrices Q € Mj3(R) telles que Q> = /5 + N.
6.e. Conclure en déterminant l'ensemble R.
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