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Exercices du chapitre 1
Raisonnements et rédaction

Exercice 1 - •◦◦ - Écriture quantifiéeTraduire avec des quantificateurs les assertions suivantes.
1. Tout réel positif est le carré d’un réel.
2. A tout réel, on peut trouver un réel qui lui soit strictement inférieur.
3. La fonction f , définie sur R, est constante égale à 1.
4. La fonction f , définie sur R, n’est pas la fonction constante égale à 1.
5. La fonction f , définie sur R, est constante.

Exercice 2 - •◦◦ - Négation
1. Donner la négation de chacune des phrases ci-dessous.

1.a. Tous les élèves de cette classe sont des filles.
1.b. Il a fait beau tous les jours de la semaine.
1.c. Il existe une copie de synthèse de textes sans faute d’orthographe.
1.d. Tous les véhicules avec 4 roues sont des voitures.

2. Écrire la négation de chacune des assertions suivantes.
On désignera par f une fonction définie sur R et à valeurs dans R ; et par (un)n∈N une suite de réels définie sur N.
2.a. ∀x ∈ [−1; 1], x2 ⩽ 1
2.b. ∀x ∈ R, f (x + 1) = f (x)
2.c. ∀x ∈ R, f (x) = 2 =⇒ x = 0
2.d. ∀(x, y) ∈ R2, (

x ⩽ y =⇒ f (x) ⩽ f (y))
2.e. ∃N ∈ N / ∀n ⩾ N, 4 ⩽ un ⩽ 5
2.f. ∀ε > 0, ∃N ∈ N / ∀n ⩾ N, −ε ⩽ un ⩽ ε

Exercice 3 - ••◦ - Équations et inéquationsRésoudre les équations et inéquations suivantes :
1. x3 = x , avec x ∈ R

2. x4 − 2x2 + 1 = 0, avec x ∈ R

3. x4 + x2 − 2 = 0, avec x ∈ R

4. x2 ⩾ 5, avec x ∈ R

5. −(x + 3)2 ⩾ −4, avec x ∈ R

6. x2 > x , avec x ∈ R

7. x + 2
−x + 3 ⩾ 0, avec x ∈ R \ {3}

8. x + 2
x − 3 ⩾ 1, avec x ∈ R \ {3}

9.
√

x + 2 = x , avec x ⩾ −2
Exercice 4 - •◦◦ - Terme général & récurrence

1. Considérons la suite (un)n∈N définie par : {
u0 = 1
∀n ∈ N, un+1 = un + 2n + 1Démontrer que pour tout entier naturel n, un = n2 + 1.

2. Considérons la suite (un)n∈N∗ définie sur N∗ par : { u1 = 0
∀n ∈ N∗, un+1 = 12un + 2

Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, 0 ⩽ un ⩽ un+1 ⩽ 4.
3. Considérons la suite (un)n∈N définie sur N par : {

u0 = 1, u1 = 6
∀n ∈ N, un+2 = 6un+1 − 9unDémontrer que pour tout entier naturel n, un = (n + 1) × 3n .

Exercice 5 - •◦◦ - Disjonction de cas
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1. Montrer que pour tout n ∈ N, n(n + 1)2 est un entier.
2. 2.a. Démontrer que pour tout n ∈ N, l’entier n2 + n est pair.

2.b. Démontrer ce résultat par récurrence.
Exercice 6 - ••◦Démontrer :

∀a, b ∈ R+
∗ ,

√
a + b <

√
a + √

b

Exercice 7 - ••◦ - Inégalité de Bernoulli

Lequel ? Ici, c’est Jakob Bernoulli(1654-1705, suisse). Il est le frèrede Johann et l’oncle de Daniel,Nicolas I, Nicolas II et JohannII, grand-oncle de Johann III etJakob II, tous des Bernoulli, tousmathématiciens ! Les réunions defamille devaient être productives...

Un peu d'histoire

Démontrer :
∀n ∈ N, ∀x ∈ R+, (1 + x)n ⩾ 1 + nx

Exercice 8 - ••• - Nul ?Soit a ∈ R+ . Établir : (
∀ε > 0, a ⩽ ε

)
⇐⇒ a = 0

Exercice 9 - ••• - Équation fonctionnelleDémontrer que la fonction identité (la fonction idR : x 7−→ x) est la seule fonction f définie sur R et vérifiant :
✓ f est strictement croissante sur R,
✓ pour tout réel x , f

(
f (x)) = x .
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