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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 2

COUPLES ET SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

TECHNIQUE

EXERCICE 1 - @000
Soit X une variable aléatoire discréte définie sur un certain espace probabilisé (Q2, A, P), telle que X(Q) C N. Soit f une fonction définie sur X(Q).
Montrer que st f est positive et majorée, alors la variable aléatoire f(X) admet une espérance.

EXERCICE 2 - @000 - Lol D'UN MAXIMUM
Soit n € [[2; +oo[. On considére une urne composée de n boules, numérotées de 1 a n, indiscernables au toucher. On tire simultanément deux boules

dans cette urne. On note X la variable aléatoire égale au plus grand des deux nombres obtenus.
k(k —1

1. Justifier que pour tout k € [2;n], P([X < k]) = ﬁ
2. En déduire la loi de X.

3. Calculer lespérance et la variance de X.

EXERCICE 3 - ®000
On effectue une succession de lancers indépendants d’'une méme piece donnant PILE avec la probabilité p €]0;1[; et on note X la variable aléatoire
égale au rang du premier PILE obtenu ainst que Y celle du premier FACE obtenu.

1. Donner les lois de X et Y ainsi que leur espérance et variance.

2. En distinguant des cas, déterminer la loi jointe du couple (X, Y).

+00 400
3. Vérifier par le calcul que : Z ZIP([X =i{n[y = /]) =1

i=1 j=1

EXERCICE 4 - e000
Sotent n € N*, (Q, A, IP) un espace probabilisé ainsi que X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, A, IP) telles que X(Q) = Y(Q) = [1;n +1].
On suppose qu'il existe un réel a tel que :

V(i j) € [0+ 117 P(X = dn[Y =) :a([j1) (,’iw)
1. Déterminer la valeur de a.

2. Déterminer les lois marginales du couple (X, Y).

EXERCICE 5 - e000
Soit n € [2;4+o0[. Une urne contient n balles numérotées de 1 a n. On tire successivement et sans remise 2 balles de l'urne. On note X la variable
aléatoire égale au numéro de la premiere balle et Y celui de la seconde balle.

1. Donner la lot de X et rappeler son espérance et sa variance.

2. Déterminer, pour tout k € [1; n], la lot conditionnelle de Y sachant [X = k|
3. En déduire la lot de Y.
4

. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

EXERCICE 6 - @000
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {—1;0;1}. On pose ¥ = X2
Montrer que les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes et qu'elles sont pourtant non corrélées.

EXERCICE 7 - @000 - Avec DEs BERNOULLI
Soit (Xi)ien+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme lot de Bernoulli de paramétre p €]0; 1]. Pour tout i € N*, on pose
n

Y; = XiXit1; et pour tout n € N*, on pose S, = Z Y.
=1
1. Déterminer, pour tout i € N*, la loi de Y.
2. En déduire, pour tout n € N*, l'espérance de S,,.

3. La variable aléatoire S, suit-elle une lot binomiale?

EXERCICE 8 - @000 - Avec DEs BERNOULLI (BIS)
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli de paramétre p €]0; 1.
Onpose: S=X+YetD=X-Y.
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1. Déterminer les lois des variables aléatoires S et D.
2. Déterminer la loi du couple (S, D). Calculer Cov(S, D).

3. Les variables aléatoires S et D sont-elles indépendantes?

ExercicE ( - ®®00 - AUTOUR DE LA Lol DE PoissoN

On consideére (X,),en+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant toutes une lot de Poisson de parametre 1.
Pour n € N*, on considére :

S,—n

Jn

1. Déterminer, pour tout n € [[2; +o0[, la loi de S,. Rappeler son espérance et son écart-type.

Sn = iXk et S: =
k=1

2. En déduire, pour n € N*, l'espérance et la variance de S;,.

n k
3. Démontrer : ¥n € N*, P([S; <0]) =e™" Z %
k=0

EXERCICE 10 - @000
Soient A,y € RS On considére trois variables aléatoires U, V, W indépendantes telles que : U — P(A), W — P()) et V — P(u).
Onpose X=U+VetY=V+W

1. Rappeler les lois de X et Y ainsi que leurs espérances et variances.
2. Justifier lexistence de Cov(X, Y) et la calculer.
3. En déduire p(X, V).

ENTRAINEMENT

EXERCICE 11 - #8000 - DEUX GEOMETRIQUES
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes deux une loi géométrique de parametres respectifs % et % Soit Z la variable
aléatoire définie par Z = X — Y.

1. Donner Z(Q). Justifier que Z posséede une espérance et la calculer.

2. Caleuler P([Z = 0]).

3. Soit k € N*. Déterminer P([Z = k]) et P([Z = —k]).

+00

. Vérifier que Z P([Z =k]) =1.

k=—00

N

EXERCICE 12 - 000 - MINIMUM ET LOI UNIFORME
Dans toute l'exercice, n est un entier supérieur ou égal a 2.
1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes deux la lot uniforme sur [1; n]. On note M = min(X, Y).
1.a. Déterminer, pour tout k € [1;n], P([X > k]).
1.b. Déterminer, pour tout k € [1;n], la valeur de P ([M > k]).
1.c. En déduire la loi de M.
2. Soient maintenant Xi, X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes sur Q, suivant toutes la loi uniforme sur 1; n].
On note M = min(Xy, X5, ..., Xp).
2.a. Déterminer Lanlol de M.
2.b. Notons A = U[X‘ = 1) Démontrer : P(A) > 1 —e™".

i=1
Indication : Vx €] —1;+00 [, In(1+x) < ....

EXERCICE 13 - @000 - TYPE EcRIT
Un auto-stoppeur attend au péage d’'une autoroute pendant une certaine période. On admet que le nombre de véhicules franchissant le péage pendant
cette période est une variable aléatoire suivant la lot de Poisson de paramétre A (A € R}). A chaque fois qu'un véhicule franchit le péage, l'auto-stoppeur
lance une piece donnant PILE avec la probabilité p (p €]0; 1))
On note N, X et Y respectivement le nombre de lancers, nombre de PILE obtenus et nombre de FACE obtenus.
1. 1.a. Pour tout (i, j) € N?, déterminer Pj_;([X = ).
1.b. En déduire que X suit la loi de Poisson de parametre Ap.
2. Sans aucun calcul, mais en justifiant, donner la loi de Y.
3. Démontrer que X et Y sont indépendantes.
4. 4.a. Démontrer : V(Y) = V(N) + V(X) — 2Cov(N, X).
4.b. En déduire Cov(N, X).
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EXERCICE 14 - @900 - CALCUL D'UNE SOMME DOUBLE

RN

Pour tout (i, j) € N?, on pose Uy =

i+ )
1. 1. Etablir - V(i, /) € N?, u,, <

~

1T 1
G+
1.b. En déduire que, pour tout j € N*, la série Z u;, est convergente et que sa somme, notée s;, vérifie : s5; < -
i=0 I
+0o0 +o0
1.c. Démontrer alors que la série double Z u;, est convergente. Pour la suite de l'exercice, on notera a = ZZ ugj.
(i.j))EN2 i=0 j=0

2. Justifier l'existence d'un couple (X, Y) de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, A, P) & valeurs dans N? tel que :

1
a(i+ j)!

V(i ) N, P(X =dNn[Y =]) =

3. Pour n € N, exprimer simplement IP([X + ¥ = n]) en fonction de a et n.

4. En déduire la valeur de a.

CONCOURS

EXERCICE 15 - @000 - EML 1997 E
On dispose d'un dé équilibré a 6 faces et d'une piece dont la probabilité d'obtenir PILE est un réel p €]0;1]. Dans tout l'exercice N désigne un entier

naturel non nul.
On effectue N lancers du dé et, si n désigne le nombre de 6 obtenus, alors on lance n fois la piece. On définit ensuite les variables aléatoires suivantes :

Z indique le nombre de 6 obtenus, X indique le nombre de PILE obtenus et Y indique le nombre de FACE obtenus.
Ainsi, X +Y =27

1. Donner la loi de Z, son espérance et sa variance.

2. Justifier que X(Q) = [0; N].

3. Soit n € [[0; N]. Déterminer la lot conditionnelle de X sachant [Z = n].

. N N\ [N —k
4. Etablir que pour tous entiers k et n tels que 0 < k< n < N,ona: (Z) ( 5 ) = ( k) (n L ) En déduire, pour tout k € [0; N, la valeur

de P([X = k]) ; puis reconnattre la loi de X.
5. Quelle est la loi de la variable aléatoire Y?
6. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?
7. En exprimant V(X 4 Y), calculer Cov(X, Y).

EXERCICE 16 - @000 - EcRrICOME 2023 E (SUIET 0 NUMERO 2)
Soit p €]0; 1. On considére une piéce donnant PILE avec la probabilité p et FACE sinon. On effectue une succession de lancers indépendants de cette
piéce jusqu'a l'obtention du second PILE, et on admet que cet événement se produit presque-siirement.
On note alors X; la variable aléatoire égale au rang d'apparition du premier PILE et X, le nombre de lancers supplémentaires effectués apres le
premier PILE jusqu'a l'apparition du second PILE.

1. Reconnaltre la loi de X et la loi de X5.

2. Déterminer la loi conjointe du couple (X7, X).

3. En déduire que les variables aléatoires X; et X, sont indépendantes.

4

. Etablir :
Vn € [2;+oo[, P([Xi + Xo =n]) = (n—1)p°(1 —p)"~*
On note Y la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenus sur toute l'expérience.
5. Recopier et compléter la fonction Python suivante, prenant en argument d'entrée le réel p de |0; 1], et renvoyant une simulation de la variable
aléatoire Y.

1|tmport numpy.random as rd
2ldef simul_Y (p):

3 Y=0

4 nb_pile=0

5 while .......... :

6 if :

7 nb_pile=nb_pile+1
8 else :

el 200000 s cccccsso oo

10 return Y

6. Exprimer Y en fonction de X; et X;.

7. En déduire l'espérance, la variance ainsi que la loi de Y.
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Une fois le second PILE obtenu, si l'on a obtenu un nombre n de FACE, alors on place n + 1 balles numérotées de 0 a n dans une urne. On effectue
ensuite un unique tirage dans cette urne et on note U la variable aléatoire égale au numéro obtenu. On note également V =Y — U.

8. Ecrire une fonction Python simul_UV prenant en argument d'entrée la valeur du réel p et renvoyant une réalisation du couple (U, V). On pourra
faire appel a la fonction simul_Y définie en question 5..

9. Justifier que U(Q) = N et préciser V(Q).
10. Pour tout k € N, déterminer P([U = k]).
11. Montrer que la variable aléatoire U + 1 suit une loi usuelle que l'on reconnaltra. En déduire l'espérance et la variance de U.
12. Montrer que V suit la méme lot que U.
13. 13.a. Montrer que les variables aléatoires U et V' sont indépendantes.
13.b. En déduire la covariance du couple (Y, U).

2
13.c. Montrer que le coefficient de corrélation linéaire du couple (Y, U) est égal a 5

EXERCICE 17 - e®00

Un mobile se déplace sur un axe comme suit : a l'instant 0, il est au point 0. Puis, pour tout n € N*, st le mobile est a U'instant n sur le point d'abscisse
k, alors a Uinstant n 4+ 1, il sera sur le point d'abscisse k + 1 avec probabilité p €]0; 1], sur le point d'abscisse 0 sinon. On appelle X, la variable
aléatoire égale a l'abscisse du mobile a linstant n. On a donc Xy = 0.

1. Donner la loi de Xj.

Démontrer par récurrence que pour tout n € N*, X, (Q) = [0; n].

Montrer que pour tout n € N* et tout k € [1;n] : P([X, = k]) = pP([X,—1 = k —1]).

En déduire que pour tout n € N*, E(X,) = pE(X,—1) + p; puis déterminer l'expression de E(X,) en fonction de n et p.
5.a. Soit n € N*. Calculer P([X, = n]) et P([X, = 0]).

5.b. En utilisant la question 3., démontrer que pour tout n € N* et tout k € [0;n — 1], P([X, = k]) = p*(1 — p).

5.c. Vérifier que pour tout n € N, Z]P([X,, =k) =1

k=0

a bk W

EXERCICE 18 - e®00 OraL ESCP 2017 S
Soit n un entier naturel tel que n > 2. On dispose d'un paquet de n cartes Gy, G, ..., G, que lon distribue intégralement, les unes apres les autres
entre n joueurs J;, b, .., J, selon le protocole suivant :

e la premiere carte Gy est donnée a Ji;

e la deuxieme carte G, est donnée de fagon équiprobable entre J; et /5;

e la troisieme carte G5 est donnée de facon équiprobable entre i, /, et J5;

e et ainsi de suite, jusqu'a la derniere carte G, qui est donc distribuée de fagon équiprobable entre les joueurs j,..., J,.

On suppose l'expérience modélisée sur un espace probabilisé (Q, P(Q), P).
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de joueurs qui n'ont recu aucune carte a la fin de la distribution.

1. Déterminer X,(Q) et calculer P([X, = 0]) et P([X, = n—1]).

2. Pour tout i de [1, n], on note B; la variable aléatoire qui vaut 1 si J; n‘a recu aucune carte a la fin de la distribution et vaut 0 sinon.
Déterminer la loi de B;. Exprimer X, en fonction des B; et en déduire l'espérance de X,.

3. Donner la loi de Xj.
4. 4.a. Montrer que pour i et j dans [[1,n] tels que i < j, on a:

(=1(=2

P([Bi:1]m[B/:1])= n(nfT)

4.b. Soient i, j € [1;n], avec i # j. Les évenements [B; = 1] et [B; = 1] sont-ils indépendants?

EXERCICE 19 - ®®®0 - TyPE ORAL
1. Question de cours. Formule des probabilités totales.

Un étudiant répond a un questionnaire de 20 questions. A chaque question, il obtient 1 point s'il répond correctement du premier coup, il obtient 0,5
point s'il répond correctement du second coup, et il n‘obtient aucun point sinon.
Pour i € [1;20], on note Y; la variable aléatoire égale au nombre de points obtenus a la i-éme question, et Y celle égale au nombre total de points
obtenus au questionnaire.
A chaque question, il y a k (ol k € [2; +00]) réponses possibles, dont une seule est correcte. On suppose que les variables aléatoiresY;, Ys, ..., Yoo
sont indépendantes.
2. 2.a. Pour i € [1;20], déterminer la loi de Y;.
2.b. Déterminer l'espérance et la variance de Y.
2.c. Quelle valeur de k maximise V(Y)?

3. On note X; (respectivement X3) la variable aléatoire égale au nombre de points obtenus a l'issue du premier tour (respectivement du second
tour).

3.a. Déterminer la lot de X;.
3.b. Poun tout j € [0;20], déterminer la loi conditionnelle de X, sachant [X; = j|. En déduire la lot de X;.

4. Retrouver l'espérance de Y.
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