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CalculSommes & produits

Introduction...

L’addition et la multiplication, telles que nous les connaissons actuellement, ont maintenant une origine assez lointaine. En revanche, ce n’est qu’en1755 qu’Euler utilise pour la première fois la lettre grecque Σ (sigma majuscule, la lettre correspondant à notre "s", la minuscule étant σ ) pour désignerune somme. Il faudra attendre 1822 et Augustin Louis Cauchy (1789-1857, français) pour qu’il soit utilisé comme nous allons le voir dans ce cours,avec des bornes. Plus tard dans l’année, nous en verrons une extension dans le cas de sommes infinies...
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Pour bien démarrer...
1. Compléter : "la multiplication est à l’addition ce que la puissance est à la multiplication".
2. Remise en place, si nécessaire, du vocabulaire :

Opération : addition multiplication
Résultat : somme produit

Quantités en jeu : termes facteurs
3. Que sont l’associativité et la commutativité de l’addition et de la multiplication ?

• Associativité : pour tous réels a et b :
(a + b) + c = a + (b + c) = a + b + c ; (a × b) × c = a × (b × c) = a × b × c

• Commutativité : pour tous réels a et b :
a + b = b + a ; a × b = b × a

4. Rappeler la règle de factorisation par un facteur commun à chaque terme d’une somme de deux termes :Pour tous réels a, b, c :
ab + ac = a(b + c)(se généralise à une somme de n termes, avec n ∈ J2; +∞J)

5. Si les deux facteurs d’un produit sont eux-même des produits ayant un même facteur en commun, que faire ?Pour tous réels a, b, c : (ab) × (ac) = a2bc

6. Rappeler les identités remarquables.Pour tous réels a et b :
a2 + 2ab + b2 = (a + b)2 ; a2 − 2ab + b2 = (a − b)2 ; a2 − b2 = (a − b)(a + b)
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I Notations et règles opératoires
Notations

Soient n un entier naturel et a0 , a1 , ..., an des nombres réels. On note :
N1

a0 + a1 + ... + an = n∑
k=0 ak

N2

a0 × a1 × ... × an = n∏
k=0 ak

Dans ces notations k est l’indicede la somme, ak est le terme
général.
k une variable muette qui peutdonc être remplacée par n’importequelle autre lettre n’étant pas déjàutilisée sans changer le sens ni lavaleur de la somme ou du produitconsidéré.

Vocabulaire

Exemples 1

E1
10∑

k=0 k = 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10
E2 2 + 22 + 23 + ... + 2n = n∑

k=1 2k

E3
5∏

k=1
1
k = 11 ×

12 ×
13 ×

14 ×
15

E4
(1 + 12

)
×

(1 − 13
)

×

(1 + 14
)

× ... ×

(1 + (−1)n
n

) = n∏
k=2
(1 + (−1)k

k

)

Les sommes & produits ne com-mencent pas forcément de façonnaturelle à l’indice 0... Même s’ilest toujours possible de s’y ra-mener ; nous verrons ça un peuaprès.

Remarque

Écrivons les sommes & produits suivants avec des pointillés :

E5
20∑

k=1
1
k = 1 + 12 + ... + 120

E6
15∏

k=1 k = 1 × 2 × 3 × ... × 15
Écrivons les sommes & produits suivants avec les symboles

∑
et

∏
:

E7 13 + 14 + ... + 150 = 50∑
k=3

1
k

E8 1 + 3 + 5 + 7 + ... + 99 = 49∑
k=0 (2k + 1)

E9 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + ... + 1024 = 10∑
k=0 2k

E10 12 + 24 + 38 + ... + 8256 = 8∑
k=0

k2k

E11 n! = n∏
k=1 k

n∑
k=0 ak est une somme... Elle a
donc toutes les propriétés ha-bituelles d’une somme : elle secomporte bien avec l’additiondonc, et la multiplication se dis-tribue sur elle.Il en est de même pour n∏

k=0 ak ,
qui se comporte bien avec lamultiplication, et la puissance sedistribue sur elle.En revanche, la somme se com-porte très mal avec la multi-plication/division : en général,

n∑
k=0(ak × bk ) ̸= n∑

k=0 ak ×
n∑

k=0 bk

En gros...Propriétés 1 Calculs sur
∑

et
∏

Soient n ∈ N, λ ∈ R, a0, ..., an et b0, .., bn des réels.
P1 séparer/regrouper des sommes/produits de même indice :

n∑
k=0 (ak + bk ) = n∑

k=0 ak + n∑
k=0 bk ; n∏

k=0(ak × bk ) = n∏
k=0 ak ×

n∏
k=0 bk

P2 factoriser/distribuer une constante (indépendante de l’indice) :
n∑

k=0 (λ × ak ) = λ
n∑

k=0 ak

P3 regrouper une puissance (indépendante de l’indice) :
De 0 à n inclus, il y a n + 1nombres entiers... Donc le produit

n∏
k=0(λak ) contient n + 1 facteurs !

✘ Attention !
n∏

k=0(λ × ak ) = λn+1 n∏
k=0 ak
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P4 séparer les indices (relation de Chasles) :
∀m ∈ J0; n − 1K,

n∑
k=0 ak = m∑

k=0 ak + n∑
k=m+1 ak

P5 renommer l’indice :
n∑

k=0 ak = n∑
i=0 ai = n∑

j=0 aj = ...

P6 sommer des égalités/inégalités :

(
∀k ∈ J0; nK, ak = bk

) =⇒
n∑

k=0 ak = n∑
k=0 bk

(
∀k ∈ J0; nK, ak < bk

) =⇒
n∑

k=0 ak <
n∑

k=0 bk

Les réciproques de ces deux pro-priétés sont fausses !
✘ Attention !

⋆ Démonstration : Aucune difficulté dans l’ensemble, et pas d’intérêt particulier... ⋆

II Sommes usuelles
On peut retenir que si q ̸= 1,alors :

n∑
k=p

qk =1er terme×
1 − qnb de termes1 − q

À retenir...

Les trois dernières sommes ont unpremier terme nul... Ainsi :
n∑

k=1 k = n∑
k=0 k = n(n + 1)2 ;

et même chose pour les deuxsuivantes.

Remarque

Propriétés 2 Sommes de référence ♥

Pour tout n ∈ N et tout q ∈ R :
P1

n∑
k=0 qk =

 1 − qn+11 − q si q ̸= 1
n + 1 si q = 1

Et plus généralement, pour tout p ∈ J0; nK, n∑
k=p

qk =
 qp 1 − qn−p+11 − q si q ̸= 1

n − p + 1 si q = 1
P2

n∑
k=0 k = n(n + 1)2

P3
n∑

k=0 k2 = n(n + 1)(2n + 1)6
P4

n∑
k=0 k3 = (n(n + 1)2

)2

⋆ Démonstration :
P1. Soient n ∈ N, q ∈ R et p ∈ J0; nK. Distinguons deux cas.

• Si q = 1 : Pour tous a, b ∈ N tels que
a ⩽ b, on a :Card(Ja; bK

) = b − a + 1
À retenir...

n∑
k=p

qk = n∑
k=p

1
= n − p + 1

• Si q ̸= 1 :Puisque 1 − q ̸= 0, on a :
n∑

k=p

qk = qp 1 − qn−p+11 − q ⇐⇒ (1 − q) n∑
k=p

qk = qp(1 − qn−p+1)
Or :

(1 − q) n∑
k=p

qk = n∑
k=p

qk − q
n∑

k=p

qk

= n∑
k=p

qk −
n∑

k=p

qk+1
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= qp + qp+1 + ... + qn − (qp+1 + ... + qn + qn+1)= qp − qn+1
= qp(1 − qn+1−p)

On a ainsi établi : (1 − q) n∑
k=p

qk = qp(1 − qn−p+1)
Par équivalence, on a donc démontré :

n∑
k=p

qk = qp 1 − qn−p+11 − q

Conclusion : pour tous n ∈ N et q ∈ R, n∑
k=p

qk =
 qp 1 − qn−p+11 − q si q ̸= 1

n − p + 1 si q = 1Et on retrouve le premier cas en prenant p = 0...
P2. Soit n ∈ N. Notons Sn = n∑

k=0 k . L’idée est de sommer deux fois Sn ... Posons une addition !
0 + 1 + ... + n+ n + n-1 + ... + 0= n + n + ... + n On a sommé "colonne par co-lonne"... et il y a n + 1 colonnes.

Remarque

Par conséquent : 2Sn = n + n + ... + n︸ ︷︷ ︸
n + 1 foisAutrement dit : 2Sn = n(n + 1)

Conclusion : ∀n ∈ N,
n∑

k=0 k = n(n + 1)2 . On peut également démontrercette égalité par récurrence : àfaire pour s’entraîner !
Remarque

P3. Procédons par récurrence.
• Initialisation. Pour n = 0 :D’une part 0∑

k=0 k2 = 0 ; d’autre part : 0 × 1 × 16 = 0.
D’où 0∑

k=0 k2 = 0 × (0 + 1) × (2 × 0 + 1)6 : l’initialisation est vérifiée.
• Hérédité. Soit n ∈ N. Supposons que n∑

k=0 k2 = n(n + 1)(2n + 1)6 et démontrons que n+1∑
k=0 k2 = (n + 1)(n + 2)(2n + 3)6 .

On a :
n+1∑
k=0 k2 = n∑

k=0 k2 + (n + 1)2 hypothèse de récurrence
= n(n + 1)(2n + 1)6 + (n + 1)2
= (n + 1)(n(2n + 1)6 + (n + 1))
= (n + 1)2n2 + n + 6n + 66= (n + 1)2n2 + 7n + 66 (n + 2)(2n + 3) = 2n2 + 7n + 6= (n + 1) (n + 2)(2n + 3)6L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : ∀n ∈ N,
n∑

k=0 k2 = n(n + 1)(2n + 1)6 .
P4. Procédons par récurrence.

• Initialisation. Pour n = 0 :D’une part 0∑
k=0 k3 = 0 ; d’autre part : (0 × 12

)2 = 0.
D’où 0∑

k=0 k3 = (0 × 12
)2 : l’initialisation est vérifiée.
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• Hérédité. Soit n ∈ N. Supposons que n∑
k=0 k3 = (n(n + 1)2

) et démontrons que n+1∑
k=0 k3 = ((n + 1)(n + 2)2

)2 .
On a :

n+1∑
k=0 k3 = n∑

k=0 k3 + (n + 1)3 hypothèse de récurrence
= (n(n + 1)2

)2 + (n + 1)3
= n2(n + 1)24 + (n + 1)3
= (n + 1)2 (n24 + (n + 1))
= (n + 1)2 n2 + 4n + 44= (n + 1)2 (n + 2)24
= ((n + 1)(n + 2)2

)2

L’hérédité est ainsi établie.
Pour tous a, b ∈ R :

a2 + 2ab + b2 = (a + b)2
☞ Rappel...

Conclusion : ∀n ∈ N,
n∑

k=0 k3 = (n(n + 1)2
)2 .

⋆

Exemples 2
Calculons les sommes suivantes, dans lesquelles n ∈ N∗ :

E1
n∑

k=0 (2k + 1)
On a :

Card(J0; nK
) = n + 1☞ Rappel...n∑

k=0 (2k + 1) = 2 n∑
k=0 k + n∑

k=0 1
= 2n(n + 1)2 + n + 1= n(n + 1) + (n + 1)= (n + 1)(n + 1)= (n + 1)2

E2
n∑

k=0 k (k + 1)
On a :

n∑
k=0 k (k + 1) = n∑

k=0 (k2 + k )
= n∑

k=0 k2 + n∑
k=0 k

= n(n + 1)(2n + 1)6 + n(n + 1)2= n(n + 1)(2n + 16 + 12
)

= n(n + 1)2n + 46= n(n + 1)(n + 2)3
E3

n∑
k=3 k (avec n ∈ J3; +∞J)

On a :
n∑

k=3 k = n∑
k=0 k − (0 + 1 + 2)

= n(n + 1)2 − 3
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= n(n + 1) − 62
E4

n∑
k=0 ek+1

On a :
n∑

k=0 ek+1 = e n∑
k=0 ek e ̸= 1

= e1 − en+11 − e
E5

n∑
k=0

12k+3On a :

Pour tous a ∈ R, b ∈ R∗ et
n ∈ N :

an

bn = (a
b

)n

☞ Rappel...

n∑
k=0

12k+3 = 123
n∑

k=0
12k

= 123
n∑

k=0
(12
)k

12 ̸= 1
= 123 1 −

( 12)n+1
1 − 12

= 123 1 −
( 12)n+1
12

= 223
(1 −

(12
)n+1)

= 124
(1 −

(12
)n+1)

III Changement d’indice
Un changement d’indice est une réécriture de la somme avec un nouvel indice obtenu par décalage ou interversion desindices. Il sera donc toujours de la forme : i = k ± nb ou i = nb − k où nb désigne un entier.

Un décalage revient à sommer
dans le même sens, alors qu’uninterversion revient à sommer
dans l’autre sens.

Remarque

Par exemple :
n∑

k=1 (k − 1) = 0 + 1 + ... + (n − 1) = n−1∑
i=0 i

L’objectif étant ensuite de calculer plus simplement la somme. Avec l’exemple ci-dessus, le calcul est ensuite immédiat :le changement d’indice évite de décomposer n∑
k=1 (k − 1) en deux sommes.

Attention, les changements i = k2, i = 2k ... ne sont donc pas des changements d’indice possibles !

Si k va de 1 à 10 et que i = k2 ,alors i ne parcourt pas tous lesentiers de 1 à 100 ! Ainsi, les
deux sommes 10∑

k=1 ak et 100∑
i=1 ai ne

sont pas égales (elles n’ont mêmepas le même nombre de termes).

Pourquoi ?

Exemple 3

Calculons, pour tout n ∈ J2; +∞J, n∑
k=2 3k−2 .

Soit n ∈ J2; +∞J. En effectuant le changement d’indice i = k − 2, on a : Le changement d’indice est utilelorsqu’on doit régler "deux pro-blèmes" : les bornes qui ne nousarrangent pas, et l’indice à l’in-térieur qui n’est pas comme onaimerait... Comme c’est le cas ici.En revanche, un changement d’in-dice n’apporterait pas grand chose
pour calculer les sommes n∑

k=0 3k+1
ou n∑

k=2 3k ...

♥ Astuce du chef ♥

n∑
k=2 3k−2 = n−2∑

i=0 3i 3 ̸= 1
= 1 − 3n−11 − 3= −2(1 − 3n−1)= 2 − 3n−1 − 1)
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IV Sommes & produits télescopiques
Commençons par un exemple pour illustrer la situation :

Exemple très classique, quidébute parfois par la somme
n∑

k=1
1

k (k + 1) avec l’indication de
démontrer :
∀k ∈ N∗, 1

k (k + 1) = 1
k − 1

k + 1

⋆ Classique ! ⋆

Exemple 4

Soit n ∈ N∗. Calculons
n∑

k=1

(
1
k − 1

k + 1

)
.

On a : L’étape avec les pointillés n’estpas nécessaire ; mais elle permetde bien voir ce qui se passe dansun premier temps...
✍ Rédaction

n∑
k=1
(1

k − 1
k + 1

) = n∑
k=1

1
k −

n∑
k=1

1
k + 1

= 11 + 12 + ... + 1
n −

(12 + 13 + ... + 1
n + 1

n + 1
)

télescopage= 1 − 1
n + 1 Le télescopage de sommes sefait avec la soustraction ; celui deproduits se fait avec la division.

Important !

Pour résumer :
♣ Méthode 1 ♣ Pour calculer une somme, on a essentiellement trois cas de figure :

1. On utilise les sommes de référence. Auquel cas, on a peut-être besoin, au préalable, de séparer la somme, defactoriser par des constantes, d’utiliser la relation de Chasles, d’effectuer un changement d’indice.
2. On procède à un télescopage, quand on a une différence de sommes contenant des indices identiques à décalageprès (k et k + 1, k et k − 2, k + 1 et k − 1,...).
3. On se laisse guider par l’énoncé !
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