ECG 15 ANNEE - MATHEMATIQUES APPLIQUEES
|| - www.jeremylegendre.fr

(CHARTREUX

CALCUL

SOMMES & PRODUITS

INTRODUCTION...

L'addition et la multiplication, telles que nous les connaissons actuellement, ont maintenant une origine assez lointaine. En revanche, ce n'est qu'en
1755 qu'Euler utilise pour la premiére fois la lettre grecque L (sigma majuscule, la lettre correspondant a notre 's’, la minuscule étant o) pour désigner
une somme. Il faudra attendre 1822 et Augustin Louis Cauchy (1789-1857, francais) pour qu'il soit utilisé comme nous allons le voir dans ce cours,
avec des bornes. Plus tard dans l'année, nous en verrons une extension dans le cas de sommes infinies...
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POUR BIEN DEMARRER...
1. Compléter : 'la multiplication est a l'addition ce que la puissance est a la multiplication”.

2. Remise en place, si nécessaire, du vocabulaire :

Opération : addition multiplication
Résultat : somme produit
Quantités en jeu : termes facteurs

3. Que sont l'associativité et la commutativité de l'addition et de la multiplication?

e Associativité : pour tous réels a et b :
(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c; (axb)xc=ax(bxc)=axbxc

e Commutativité : pour tous réels a et b :
a+b=b+a ; axb=bxa

4. Rappeler la regle de factorisation par un facteur commun a chaque terme d'une somme de deux termes :
Pour tous réels a, b, ¢ :
ab+ac=alb+c)

(se généralise a une somme de n termes, avec n € [[2; +00f)

5. Si les deux facteurs d'un produit sont eux-méme des produits ayant un méme facteur en commun, que faire ?
Pour tous réels a, b, ¢ :
(ab) x (ac) = a’bc

6. Rappeler les identités remarquables.
Pour tous réels a et b :

)

a’+2ab+b> = (a+ b)Y ; a®>—2ab+b’>=(a—b)* ; a®—b>=(a—Db)a+Db)
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|  NOTATIONS ET REGLES OPERATOIRES

NoTATIONS

Solent n un entier naturel et ag, a4, .., a, des nombres réels. On note :

n
ag+a1+.4.+an:Zak
k=0

n
dpg x d1 x ... x U,,:|_|Uk
k=0

| EXEMPLES 1 I

10
Zk=0+1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

k=0

2+22+23+m+2”=i2k
k=1

Ecrivons les sommes & produits suivants avec des pointillés :
20
1 1 1
E5 —=1+=+ ..+ =
; K 27T
15
[E6][ k=1 23 . .15

k=1
Ecrivons les sommes & produits suivants avec les symboles Z et I—l :

ST T
3747750 =k
49

[E8] 1434547 +..499=) (k1)

k=0
10

1+2+4+8+16+..,+1024:ZZ*
k=0
1 2 3 8 k
§+Z+§+'“+ﬁ227

[En]n=[ |t

k=1

1 1 1 (=1 2 (=)
(1+§)x(1—§)x(1+z)xmx(1+T) 2(1+/<

— Vocabulaire

Dans ces notations k est l'indice
de la somme, ay est le terme
général.

k une variable muette qui peut
donc étre remplacée par n'importe
quelle autre lettre n'étant pas déja
utilisée sans changer le sens ni la
valeur de la somme ou du produit
considéré.

— Remarque

Les sommes & produits ne com-
mencent pas forcément de fagon
naturelle a lindice 0.. Méme s'il
est toujours possible de s'y ra-
mener; nous verrons ¢a un peu
apres.

o~

PROPRIETES 1 CALCULS SUR Z ET |_| { En gros... —————
"

Soient n € N, A €R, ag, ..., a, et by, .., b, des réels.
séparer/regrouper des sommes/produits de méme indice :

n n n

k=0 k=0 k=0

factoriser/distribuer une constante (indépendante de l'indice) :

n

Y Axa)=4) a
k=0 k=0
regrouper une puissance (indépendante de l'indice) :

n

[ = a) = 2" |_| ax
k=0

k=0
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Z(ak+bk)=zak+2bk ) |_|(G/<><bk)=|_|0k>< |_|b/<
k=0 k=0

Z ag est une somme... Elle a
k=0

donc toutes les propriétés ha-
bituelles d'une somme : elle se
comporte bien avec l'addition
dong, et la multiplication se dis-
tribue sur elle.

n
Il en est de méme pour |_| ag,
k=0
qui se comporte bien avec la
multiplication, et la puissance se
distribue sur elle.
En revanche, la somme se com-
porte trés mal avec la multi-
plication/division : en général,
n

Y (o xbi)+) arx ) b
k=0 k=0

k=0

X Attention !
De 0 aninclus, ilyan+1

nombres entiers... Donc le produit
n

|_|(/\ak) contient n + 1 facteurs |
k=0




séparer les indices (relation de Chasles) :

Vm e [0;n — Zak—Zak—l—Zak
k=0

k=m+1

renommer l'indice :

3
=]
]

sommer des égalités/inégalités :

(Vk € [0;n], ax = by) =>i0k=zbk

k=0 k=0

(Vk € [0;n], ax < by) :>Zak<Zbk
k=0

*
DEMONSTRATION : Aucune difficulté dans l'ensemble, et pas d'intérét particulier... N

Il SOMMES USUELLES

PROPRIETES 2 SOMMES DE REFERENCE Q

Pour tout n € N et tout g R :
1 — n+1

da= g 97
k=0 n+1 stg=1
n p1 _ qn—p+1 )
Et plus généralement, pour tout p € [[0; n], qu =4 977 q stq 71
k=p n—p+1 sig="1

P2] 5 k- 7”(”;1)
k=0

P3 Zkzz n(n+1)6(2n+1)

n 2
P4l 5 K- (7”(”;1))
k=0

*
rDE’MONSTRATION :
P1. Soient n € N, g € R et p € [0; n]. Distinguons deux cas.
e Sig=1:
)_a'=) 1
k=p k=p
=n—p+1
e Sig+1:

Puisque 1 —q #+ 0, on a:

n

1 — gnh—p+l N
) ¢'=q"—— L =0 9 q=q(1—q"""

k=p k=p

Or :

(1-q)) q* *Zq"\ﬂ/Z(z

k=p k=p k=p
-3 - Zf
k=p
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priétés sont fausses |

X Attention | ——
ﬁes réciproques de ces deux pro-

o

— A retenir...
On peut retenir que st g + 1,
alors :

Zq =1°" termex 7‘1 =

nb de termes

— Remarque

Les trois derniéres sommes ont un
premter terme nul... Ainst :

Z P Z P n(n + 1)
k=1
et méme chose pour les deux

suivantes.

A retenir...
Pour tous a,b € N tels que
a<bona:

Card([a;b]) =b—a+1




:qp+qp+1 _"_“__"_qn_(q/fr‘\ +“_+qn+qn+1)

n+1

q
—q

-
= q"(

n-H—p)

On a ainsi établi :

(1—2q) ¢’(1—q"

k=p

A

Par équivalence, on a donc démontré :

) o qn p+1
Z ¢ =g —"—
k=p
1— q/7—/7+1
p
LA
n—p+1

n
Conclusion : pour tous n € N et g € R, Z g~ =
k=p
Et on retrouve le premier cas en prenant p = 0...

n

7p+1)
stg+1
stg="1

P2. Soit n € N. Notons S, = Z k. L'idée est de sommer deux fois S,,... Posons une addition!
k=0
0 + 1 + + n Remarque ————
+ n 4+ n-1 + + 0 On a sommé “colonne par co-
- n = N T F n lonne’.. et il y a n + 1 colonnes.
Par conséquent :
2S,=n+n+..+n
N—————
n + 1 fois
Autrement dit :
2S, =n(n+1)
Remarque
n
. n(n+1) On peut également démontrer
Conclusion : Vn € N, Z k= 2 . cette égalité par récurrence : &
k=0 faire pour s'entratner !
P3. Procédons par récurrence.
e Initialisation. Pour n =0 :
o 0x1x1
D’une part k? = 0; d'autre part : ————— = 0.
part ) p 5
k=0
0+1 2x0+1 T
Dot Z K = ) g (2~ ) - l'initialisation est vérifiée.

n

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que Z k? =
k=0

nn+1)(2n+1)
6
Ona:

K=Y K+ (@n+1)7
k=0
(n+1)(2n+1)
6

(n+1) (

(n+1)

n(2n +1) +1))
2n° +n+6n+6
6
2n° +7n+6
6
(n+2)(2n +3)
6

=(n+1)

= (n+1)

= (n+1)

, ! +1)2n +1)
Concl VneN, Y k= ”(”—.
onclusion n e , Z 6

k=0
P4. Procédons par récurrence.

e Initialisation. Pour n =0 :

0
D'une part Z k* = 0; d'autre part :
k=0

Dol ZP (

2
(0x1) _o
2

1
. ) . U'initialisation est vérifiée.

n+1
1 2)(2n + 3
et démontrons que Z k? = (n + 1) J(g )(2n + ).
k=0

J hypothése de récurrence

J (n+2)2n+3)=2n>+7n+6
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n n+1 )

. 1 S 1 2)\°

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que > k> = ( ”(”; ) ) et démontrons que > k> = (W) .
k=0 k=0

Ona:

n+1 n

Y K=Y K+@n+1)
k=0

—0 J hypothése de récurrence

: (n(nfﬂ) 1)
2
2 2
2Ty (”:1) +(n+ 1)

4

n’+4n+4
= (n+ﬂ)‘#

) (n +2)
=(n+1) 7 5 Rappel...

(n+1)(n+2) ’ Pour tous a,b € R :
[

=(n+1) (ﬁ+(/7+1))

@ + 2ab + b* = (a + b)’

rrrrr

! n(n+1) :
Conclusion : Vn € N, Zk3 = ( 5 ) )

k=0

| EXEMPLES 2 |

Calculons les sommes suivantes, dans lesquelles n € N* :
n

(2k +1)

k=0
Ona:

n i n = Rappel... ———

Z(2k+1):22k+z1 +7Card([[0;n]])=n+‘l

k=0 k=0 k=0

n(n+1)
2

nn+1)+(n+1)

=n+1)n+1)

=(n+1)

=2 +n+1

ik(k—ﬂ)

k=0
Ona:

n n

> (k2 + k)

k=0 k=0
=Y K+) k
k=0 k=0
n(n+1)(2n+1) N nn+1)
6 2

:n(n+1)(2”+1 1)

I\/I
o~
=~
+
o

6 2
2n+4
6
n(n+1)(n+2)
3

nn+1)

ik (avec n € [3; 4+o0[)

k=3
Ona:

Y k=) k—(0+1+2)

k=3 k=0

nn+1)
-

3
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k=0

Ona:
) e+1
1 — e \
= e
1—e

n 1

k=0
Ona:

/‘:
_
TN

i

[l CHANGEMENT D'INDICE

Un changement d'indice est une réécriture de la somme avec un nouvel indice obtenu par décalage ou interversion des

indices. Il sera donc toujours de la forme :
Par exemple :

i=k=%nboui=nb—kounb désigne un entier.

n n—1

Y (k=N)=0+T+ +(n="1)=> i

k=1 i=0

L'objectif étant ensuite de calculer plus simplement la somme. Avec l'exemple ci-dessus, le calcul est ensuite immédiat :
n

le changement d'indice évite de décomposer Z(k — 1) en deux sommes.
k=1
Attention, les changements i = k2, i = 2k... ne sont donc pas des changements d’indice possibles !

EXEMPLE 3

n
Calculons, pour tout n € [2; 400, ZBk’Z.
k=2
Soit n € [2; +oo[. En effectuant le changement d'indice i = k — 2, on a:
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= Rappel...

Pour tous a € R, b € R* et
neN:

Remarque

Un décalage revient a sommer
dans le méme sens, alors qu'un
interversion revient a sommer
dans lautre sens.

— Pourquoi ?
Sikvade1a10etquei=Kk,

alors i ne parcourt pas tous les

entiers de 1 a 100 ! Ainsi, les
100

4 0
deux sommes Z ag et Z a; ne
k=1

i=1
sont pas égales (elles n‘ont méme
pas le méme nombre de termes).

Le changement d'indice est utile
lorsqu'on doit régler "deux pro-
blemes’ : les bornes qui ne nous
arrangent pas, et l'indice a l'in-
térieur qui n'est pas comme on
aimerait.. Comme clest le cas ici.
En revanche, un changement d'in-
dice n‘apporterait pas grand chose

n
pour calculer les sommes Z 3k+1

k=0
n
ou Z 3k
k=2



IV

SOMMES & PRODUITS TELESCOPIQUES e e

1
; m avec l'indication de

Commencons par un exemple pour illustrer la situation :
démontrer :

EXeEmpLE 4 1
VREN T TR TR

= (1 1
Soit n € N*. Calculons Z (f — 7)
k=1 k k+1

Ona:

-
-

# Rédaction
L'étape avec les pointillés n'est
pas nécessaire; mais elle permet

o

n n n
(1 - 1 ) _ Z 1 - 1 de bien voir ce qui se passe dans
- un premier temps...
—\k k+1 —k =kt
= ! + ! + ...+ ! ( ! +s+...+ -+ ! )
1 2 n 2 3 noon+ ) télescopage Important !
-1 1 Le télescopage de sommes se
- n+1 fait avec la soustraction; celui de
produits se fait avec la division.

Pour résumer :

& METHODE 1 @ Pour calculer une somme, on a essentiellement trois cas de figure :

1.

. On se laisse guider par 'énoncé!

On utilise les sommes de référence. Auquel cas, on a peut-étre besoin, au préalable, de séparer la somme, de
factoriser par des constantes, d'utiliser la relation de Chasles, d'effectuer un changement d'indice.

On procéde a un télescopage, quand on a une différence de sommes contenant des indices identiques a décalage
pres (ketk+1, ketk—2 k+Tetk—1.)
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