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(CHARTREUX

ENSEMBLES

INTRODUCTION...

St lon ne devait retenir qu'un seul nom, attaché a la théorie des ensembles, ce serait trés certainement celui de Cantor. Cest en effet de la
correspondance entre Georg Cantor (1845-1918, né en Russie, naturalisé allemand) et Richard Dedekind (1831-1916, allemand) que nalt la notion
d'ensemble telle que nous la manipulons actuellement.

Définition d'ensemble selon Cantor : "Nous appelons ensemble M toute réunion d'objets m de notre conception, déterminés et bien distincts, et que
nous nommons éléments de M.

Par la suite, la définition d'ensemble a suscité de vifs débats. Pour la culture, voict en particulier le paradoxe de Russell : Considérons l'ensemble
A= {X | X & X} (lensemble des ensembles qui n'appartiennent pas & eux-mémes). Dans ce cas, on a : A € A < A & A ce qui pose bien
évidemment un probléme (on parle alors d'incohérence ou inconsistance d'une telle théorie qui permet d'avoir & la fois une assertion et sa négation).
En voict une reformulation : "Dans un village, un barbier rase tous les hommes qui ne se rasent pas eux-mémes, et seulement ceux-ci. Le barbier se

rase-t-il lui-méme 7",

Ce paradoxe a donc amené a revoir la définition d'ensemble; en particulier, un ensemble ne peut étre une collection d'objets dont l'un de ces objets est
l'ensemble lui-méme. Autrement dit : un ensemble ne peut se contenir lui-méme. Bref, ne rentrons pas dans davantage de considérations qui seraient
vite trés complexes... la notion d'ensemble reste une notion compliquée, et l'objectif de ce chapitre n'est en aucun cas de manipuler des notions ou outils
trop abstraits. Nous nous contenterons des notions de bases accolées a celles d'ensemble, et quelques démonstrations pourront étre vues pour parfaire
la rédaction et les raisonnements déja rencontrés.
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DEFINITIONS 1 ENSEMBLE, ELEMENT, EGALITE, INCLUSION, CARDINAL

Un ensemble est une collection d'objets distincts. Ces objets sont appelés éléments de l'ensemble.
St E est lensemble constitué des éléments eq, e,, ..., on notera £ = {eq, e, ...}.
Soit £ un ensemble.
e On note x € E pour indiquer que x est un élément de E;

e on note x & £ pour indiquer que x n'est pas un élément de E.

L'ensemble ne comportant aucun élément est appelé ensemble vide, noté @.

Soient A et B deux ensembles. On dit que A et B sont égaux, que l'on note A = B, lorsqu'ils ont les
mémes éléments.

Soient A et £ deux ensembles. On dit que A est inclus dans E, que l'on note A C E, lorsque tout élément
de A est aussi un élément de E. Lorsque A C E, on dit que A est une partie ou un sous-ensemble de £.
On note P(E) l'ensemble des parties de E.

St E est constitué d'un nombre fint d'éléments, ce nombre est appelé cardinal de E, noté Card(E).

| EXEMPLES 1 I

nombres... Mais aussi :
[a;b]={x€eR[a<x<b}

[inl={ieN/1<i<n}={12..n}
f éhensi
orme comprenensive

forme extensive

Soit @ € R. L'ensemble {a} est l'ensemble constitué uniquement du nombre a.

{1,2} = {2;1} : on ne tient pas compte de lordre dans lequel les éléments d'un ensemble sont écrits.
N, R**, [—17; 43 sont des parties de R.

Pour tout ensemble E,ona: @ C E et E CE.

Soit E = {a;b}. Ona: P(E) = {@,{a}, {b}, E}.

Card(@) = 0 et pour tout n € N*, Card([1; n]) = n.

SEEREE
N OB wW]IN

Retenons au passage l'‘équivalence (évidente) suivante souvent utile pour démontrer l'égalité de deux ensembles :

E=F & (ECFerFCE)

Des propriétés naturelles que nous ne démontrerons pas :

PROPRIETES 1

On connalt et on manipule déja un certain nombre d'ensembles : N, Z, R qui sont des ensembles usuels de

— Remarque

< on manipulera essentiellement

des ensembles dont les éléments
sont des objets de méme nature
(tous sont des nombres, ou tous
sont des fonctions, ou tous sont
des issues d'une méme expérience
aléatoire..); méme s'il est tout a
fait possible d'avoir un ensemble
composé d'éléments de natures
différentes.

Vocabulaire
On dira qu'un ensemble est fini
lorsqu'il possede un nombre fint
d'éléments.

Vocabulaire ———
Un ensemble constitué d'un seul
élément est un singleton.

Remarque

L'inclusion est large (comme le
<); on utilise également le sym-
bole C plus explicite. L'inclusion
stricte est notée C et la non-
inclusion ¢ ou ¢.

Soient £ et F deux ensembles

SUE C F et que F est fini, alors E est fini et : Card(E) < Card(F)

ECF
E=F < { Card(E) = Card(F)

OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES

DEFINITIONS 2 INTERSECTION, UNION ET COMPLEMENTAIRE

Soient £ un ensemble et A, B deux parties de E.

L'intersection de A et B, notée AN B, est l'ensemble défini par :
ANB={xeE[(xeAeTx e B)}

L'union de A et B, notée AU B, est l'ensemble défini par :
AUB={xeE[(xeAouxeB)}
Le complémentaire de A dans £, noté A, est l'ensemble défini par :
A={xeE|x¢A}
La différence de B par A, notée B\ A est l'ensemble défint par :
B\A={xeE|/(xeBerx¢ A} =BnA

Vocabulaire ———
+7On dit que A et B sont disjoints

lorsque AN B = @.

X Attention !
Le ou en mathématiques est
inclusif; cest-a-dire qu'il signifie
soit 'un, soit l'autre, soit les deux.
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| EXEMPLE 2 I

Considérons £ = {1;2;a,b}, A= {12}, B={a}, C ={1;a}.
e ANB=0
e ANC={1}
e BNC = {a}
e AUB={1,2a}
e AUC=1{1,2a}
e BUC={1a}
o A= {a; b}
e B={1.2:h}
o C={2h}
e A\C = {2}
e A\B=A
e B\C=0

PROPRIETES 2

Soient E un ensemble et A, B, C trois parties de E.
ANBCAet ANBCB

ACAUBet BCAUB

ANB=BNA; AUB=BUA (commutativité)
AN(BNC)=(ANBNC; AU(BUC)=(AUB)UC) (associativité)

ANE=A ; AUZ =A
ANG =0 ; AUE=E
ANA=A; AUA=A
(A)=A, E=@;, @=E; AUA=E ; AnA=0 ; E\A=A
ANB=AUB ; AUB=ANB
[P10] An(BUC)=(ANBUANC)
[P11] AUBNC) =(AUBNAUQ)
ANB=2 «> ACB

(existence de neutres)

(lois de Morgan)
(distributivité de N sur U)

(distributivité de U sur N)

St A et B sont des ensembles finis, alors AU B et AN B également et :

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B)
P14 | Si E est un ensemble fini, alors A et A également et :
Card(A) = Card(E) — Card(A)
P15 | Si £ est un ensemble fini, alors P(E) également et :

Card(P(E)) = 255

*
DEMONSTRATION : Elles ont un intérét.. Mais les exercices permettront de s'entralner sur les structures de rédactlon*

On peut aisément définir U'intersection et l'union d'un nombre fini, et méme infini, d'ensembles... Soit / un sous-ensemble
(fint ou infini) de N. Considérons E un ensemble et (A;);c/ une famille de parties de £. On a ainsi les définitions/notations
suivantes :

ﬂA,:{er/Vie/, xeA}

iel

UAI:{XEE/HL‘EI,XEAJ

iel

Autrement dit, pour tout x € E :

xeﬂA, — (Viel x€A)

iel

xe| JA «— (FielixeA)

icl
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quc
AN B AUB, Aet B\ Asont
également des parties de E.

Remarque
AN B est méme le plus grand en-
semble vérifiant P1; tout comme

AU B est le plus petit vérifiant
P2..

% Notation
Du fait de l'associativité, on note
ANBNC aulieude AN (BN C)
(comme l'on note 1+ 2+ 3 et non
T+(243).

A retenir... ——————
%eut parfois servir pour démontrer

qu'un intersection est vide.

A retenir...
En particulier, st A et B sont finis
et disjoints :

Card(AU B) = Card(A) + Card(B)

Remarque
Les propriétés précé-
dentes se généralisent a ces
unions/intersections finies ou in-
fintes; en particulier, les lois de
Morgan.




PROPRIETES 3 INTERSECTION / UNION ET INCLUSION

Soient E un ensemble, / un sous-ensemble de N et (A;)ies, (B;)ie; deux familles de sous-ensembles de E.

P1| (viel AcB)=[)Ac()B

el iel
P2| (viel, AcB)=|JAc|JB
iel =
* P
DEMONSTRATION : mRéflexe !
. W ) , i Pour démontrer que F C G, on
P1. Supposons que Vi € [, A; C B/". Démontrons que ﬂA, C ﬂ B;. écrit “Soit x € F. Démontrons que
iel iel xeqG'
Soit x € ﬂA[. Ainst :
el
Viel x e A
Mats, pour tout i € /, A; C B;. D'ou :
Yiel xe B,
Autrement dit :
X € m B;
el
D'ou :
A c()B
el iel
Conclusion : (Vie |, A, C B)) = ﬂ/\l C ﬂ B;
iel iel
P2. Supposons que Vi € [, A; C B/". Démontrons que UA‘ C U B..
iel iel
Soit x € UA" Ainsi, il existe iy € /, que l'on considére ensuite, tel que
iel
X €A,
Mais, pour tout i € /, A; C B;. D'oli, en particulier Ay, C B;, et donc :
X € By,
On a ainsi établi :
diel |/ xeB (i= iy convient)
Autrement dit :
X € B;
iel
D'ou :
Uacls
iel iel
Conclusion : (Vi € I, A C B) = | JA c | JB
el el
]
| EXEMPLE 3 |
+o00
Démontrons que U[fi; =R
=0
Raisonnons par double inclusion.
On a pour tout i € [N, [—( i C R, dot :
U[fi; ijCR
i=0
00
Soit x € R. Démontrons que x € U[fi; il.
i=0
Distinguons deux cas :
= Rappels...
* six >0: Pour tout x € R :
Posons iy = |x| + 1. On a ainsti : @ |x] est le plus grand entier qui
) soit inférieur ou égal a x
0<x<i o |x] <x< [x]+1
Dol :
x € [—io; io]
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DEFINITIONS 3 PRODUIT CARTESIEN

On a ainst établi :

JieN/xeli;i (i=i convient)
Autrement dit :
+00
X € U\ i ]
i=0
* six <O0:
Posons iy = [x]. On a ains :
b <x<0
Dol :
x € [io; —io]

On a ainsi établi :

Autrement dit :

Dans les deux cas :

Ainsi : )
RC i
i=0
Conclusion : U[ﬂ'; =R
i=0

Soient E et F deux ensembles.
On appelle produit cartésien'de E et F l'ensemble, noté £ x F, défini par :

ExF={xy)/xeE yeF}

Autrement dit, £ x F est l'ensemble des couples (x, y) ol x est un élément de £ et y un élément de F.

On note £ = E x E et on généralise ainsi pour n € [2;+oo[ : E" = Ex E x ... x E.
N———

n fois

PRrOPRIETES 4

St E et F sont deux ensembles finis, alors E x F également et :
Card(E x F) = Card(E) x Card(F)

St E est un ensemble fini, alors pour tout n € N*, E” est un ensemble fini et :

Card(E") = Card(E)"

*
DEMONSTRATION :

P1.

Notons : p = Card(E) et ¢ = Card(F), ainst que : £ = {e1,es,...,e,} et F = {f, 6, ..

On a donc :

ExF={(er.f) (er, h), ... (er, fg). (e2, F), ... (€2, fg), ... (ep, 1),

A

..4,(6/),)27)}

= {(61,f,), = [[T,q]]} U {(ez,f,), = [[1,q]]} U...uJ {(917,ff), i€ [[T,q]]}

Or : pour tout k € [1; p], chacun des {(e, f;), i € [1,q]} est constitué de g couples différents (les f; sont deux a

deux distincts), donc est de cardinal g.

De plus, puisque les éléments eq, e;, ..., e, sont deux a deux distincts, l'union écrite ci-dessus est donc une union

d'ensembles deux a deux disjoints.
Par conséquent, £ x F est de cardinal fini et :

Card(E x F = Card ({(e1,f), i € [1,q]}) + Card ({(e2.f), i € [1.q]}) + ... + Card ({(ep. £i), i € [1.q]})

=qg+qg+..+gqg
| —

p fois
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% est négatif...

V'

X Attention !

]

— Un peu d’histoire
En hommage a René Descartes
(1596-1650, francais), mathémati-
cien, physicien, philosophe, dont
'impact sur ces différents domaine
est colossal; et qui a ouvert la
voie de la géométrie analytique :
ou comment faire de la géométrie
avec des nombres...

— @

Pour info...

On pourrait également définir

le produit cartésien d'un nombre
infini, d'ensembles, mais nous
n‘aurons pas l'occasion de nous
en servir; méme si l'ensemble des
suites de nombres réels peut étre
écrit RN




=Pq
Conclusion : £ x F est fini et Card(E x F) = Card(E) x Card(F).

P2. Supposons que E est un ensemble fini. Procédons par récurrence.

e Initialisation. Pour n =1 :
Immédiat : l'initialisation est vérifiée.

e Hérédité. Soit n € N*. Supposons que 'E" est un ensemble fini et Card(E") = Card(E)"" et démontrons que

"E"1 est un ensemble fini et Card(E""") = Card(E)"™"".
On a, par définition :

E"=ExEx.. xE
—_—
n+1 fois

. E/HH <« E

Or, E est de cardinal fint et, par hypothése de récurrence, E" est de cardinal fini et Card(E") = Card(E)".

D'ou, d'apres P1:
E" x E est de cardinal fint et Card(E" x E) = Card(E") «x Card(E)
Autrement dit, E"*" est de cardinal fini et :
Card(E""") = Card(E") « Card(E)
= Card(E)" « Card(E)
= Card(E)"""

J hypothése de récurrence

ST

Conclusion : pour tout n € N*, E” est un ensemble fini et Card(E") = Card(E)".

| EXemPLES 4 |
Posons £ = {0;1} et F = {a; b}. Donnons E x F ainsi que F x E.

ExF={xy IxeE yeF}
— {(0,0),(0,b).(1,0).(1, b)}

FxE={xy) IxeF, yek}
={(a,0),(a,1),(b,0), (b, 1)}

Considérons £ = {0;1}. Donnons £°.
E’ = {(0,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,1,1),(1,0,0), (1,1,0), (1,0, 1), (1,1, 1)}

L'ensemble [—3;4] x [—1;2] peut étre représenté ainst :

3,,

oL
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X Attention !
Puisque les couples (x, y) et (y, x)
ne sont pas les mémes (on tient
compte de lordre dans un couple),
les ensembles E x F et F x E ne
sont, en général, pas égaux.

Vérification
On vérifie que les éléments sont
tous distincts et que le cardinal
de E3 est le bon.




	

