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(CHARTREUX

ANALYSE

EQuATIONS DIFFERENTIELLES

INTRODUCTION...

Les équations différentielles sont apparues au XVII®™ siécle, alors que Newton et Leibniz (entre autres) mettent en place les théories de dérivation et
d'intégration; tout en s'intéressant de prés aux phénomenes d'évolutions physiques et en particulier a la mécanique.

Ce n'est qu'a partir du XVIIIEme siécle que la résolution de ces équations a été possible, grace notamment aux travaux d'Euler. De nombreux
mathématiciens (D'Alembert, Cauchy, Lipschitz, Lagrange...) ont ensuite ceuvré a développer la théorie des équations différentielles.

Nous allons nous intéresser a un cas bien particulier d'équations différentielles; mais il faut savoir qu'il n'existe pas de méthode systématique pour
résoudre de fagon exacte toutes les équations différentielles. Pour cette raison, une branche entiére des mathématiques - 'analyse numérique - développe
des méthodes et algorithmes performants qui permettent la résolution approchée de ces équations tres utiles dans de nombreux domaines (mécanique,
électricité, économie, chimie..).

CHAPITRE 3 - Page 1/9


www.jeremylegendre.fr

Dans tout le chapitre, / désigne un intervalle non vide de R.

|  GENERALITES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

|1 PREMIERES DEFINITIONS

Remarque

Souvent, f est la lettre désignant
une fonction étudiée. Pour éviter
toute ambiguité, on notera y la
fonction inconnue d'une équation
différentielle.

DEFINITIONS 1 EQUATION DIFFI:ZRENTIELLE, SOLUTION, TRAJECTOIRE, éQUILIBRE

On appelle équation différentielle toute équation reliant une fonction y (suffisamment réquliere) et une
ou plusieurs de ses dérivées.

Soient n € N* et ag, ay,...,a,, b des fonctions définies et continues sur /, telles que a, n'est pas la
fonction nulle.
On appelle équation différentielle linéaire d'ordre n une équation de la forme :

Vocabulaire

Les fonctions ag, a1, ..., a, sont
les coefficients de l'équation
différentielle.

any” +an 1y 4+ ary +ay=b X Attention !
. ) ) Il s'agit d'une égalité de fonc-
ol y € €"(/,R) est la fonction inconnue. tions |

Par convention, la fonction y et ses dérivées sont toutes sur le méme membre de l'équation; et le reste
est sur l'autre membre. Dans le cas ol ce second membre est la fonction nulle, on dira que l'équation
différentielle est homogéne.

Remarque

Si l'intervalle / n'est pas précisé,
on considérera par défaut qu'il
s'agit de R.

Une solution d'une équation différentielle est une fonction suffisamment réquliere sur l'intervalle donné
vérifiant l'égalité de fonctions. Résoudre 'équation différentielle, c'est trouver toutes ses solutions.

Une trajectoire d'une équation différentielle est la courbe d'une solution de cette équation différentielle.

Un équilibre d'une équation différentielle est une solution constante de cette équation différentielle.

| EXEMPLES 1 I

Léquation y” x ¢’ + 3y*> = g, oll y € F*(R,R) et g : x — e* + x* — 1, est une équation différentielle. Une
solution f de cette équation différentielle est une fonction de classe € sur R telle que :

— Confusion d’objets | —
Vx € R, f”(X) % f’(X) + 3{()()2 =" 4+ x2 1 I faut bien étre conscient que
clest un abus de notation : le
membre de gauche est une fonc-
tion, alors que le membre de
droite est un réel, et x n'est méme
" / 2 X 2 e .

Y <y + 3y ="+ x"—1 pas quantifié | Bref, c'est un peu
une abomination ce truc.. sans
doute une écriture due a des phy-
siciens ou des économistes...

Pour éviter de nommer le membre de droite, on écrira l'équation différentielle ainsi :

o

Sont des équations différentielles linéaires :

y+2y=2x"; ¢ =3¢y +2y=0; ¢y -3y +y=e"+1; y +2xy=0 — Enfait...

Une équation différentielle est

( linéaire lorsque le membre de
gauche est une expression li-
Ne sont pas des équations différentielles linéaires : néaire en y..
Lj/
y+y =0, ==x; yy=¢
y

L'équation (E) : ¢’ —2xy = 2x* — 1, ol y € €'(R,R), est une équation différentielle linéaire d'ordre 1; et
(En) - y"— 2xy = 0 est son équation différentielle homogeéne associée.

e Montrons que pour tout A € R, la fonction f, : x — 2’ est solution de (En).
Soit A € R.
La fonction f; est de classe € sur R et, pour tout x € R :
f1(x) = 2xF,(x) = 2xAe" — 2xAe*
=0

Conclusion : pour tout A € R, la fonction f; : x — Ae* est solution de (Ep).

Vocabulaire
e Cherchons une solution de (E) qui soit dans Ry[x] On la notera f,,. + On a ainsi trouvé une solution
Soit £ € Ry[x]. I existe alors a, b € R, que l'on considére ensuite, tels que pour tout x € R, f(x) = ax + b particuliére de (£)

Ona:

(/ est solution de (b)) e =2 =2 1
e Yx €R, f(x) = 2xf(x) = 2x* =1

& VxR, a—2x(ax + b) = 2x> —1

— Vx € R, —2ax* —2bx+a = —1
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est la fonction f,

On considére 'équation (£) : y’ — y? = 0, d'inconnue y une fonction de classe € sur [0; 1]

e Soit y une solution de (E) telle que y(0) = 1. Démontrons que pour tout ¢ € [0; 1], y(t) = 1.
Puisque y est solution de (E), on a :

Conclusion : l'unique solution de (£) qui soit dans Ry[x] X —X.

Ainsi :

Vi e [0, y'(t) =0

La fonction y est donc croissante sur [0; 1. Et comme y(0) =1, on a:
Vit e [0;1], y(t) =1

e Déduisons-en toutes les solutions de (E) telles que y(0) = 1.

* Soit y une solution de (E) telle que y(0) =1.0On a:

(g est solution de (E)) — YVt [0, y'(t)—y(t)’ =0

— Yt [0, y'(t) = y(t)’

/(T) / point précédent : ¥t € R™, y(t) +#0
— vteo], Lo =
y(t)?
—1
« dCeR/VYtel01], —f):rJrC
Or y(0) =1, doti C = —1. Ainsi :
1
vt e [0 1], y(t) = T

Par conséquent, la fonction t —— e est la seule solution possible du probleme.

1
* Réciproquement, la fonction t —— T
v/ est de classe €' sur [0;1],
v vérifie (E),
v prend la valeur 1 en 0.

La fonction t — 3 est solution du probleme.

Conclusion : la fonction f : t — ]

que f(0) = 1.

; est la seule fonction de classe € sur [0;1

vérifiant (E) et telle

LA LINEARITE, C'EST LE PIED!

PROPRIETES 1 STRUCTURE DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS D'UNE EDL

Soient (E) une équation différentielle linéaire et (Ex) son équation différentielle linéaire homogéne associée.
Notons Sg l'ensemble des solutions de E, Sy Uensemble des solutions de (Ejy).

Sy est un espace vectoriel.
[P2]

[2

Toute solution de (E) est obtenue en ajoutant a une solution particuliere de (E) une solution quelconque
de (Ep). Autrement dit :

solution générale de
'équation homogene associée

solution générale
de 'EDL

solution particuliere
de 'EDL

_|_

Ou encore, en notant fp une solution particuliere de E :

SE={fp+fH/fHESH}

*
DEMONSTRATION : Voir QUESTION CLASSIQUE 24 pour le cas particulier d'une EDLT a coefficients constants. La méthode
s'adapte dans le cas général. N
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5 Pour info...

Il n'existe aucune fonction € sur
R™ vérifiant qui soit solution de
(E) telle que y(0) = 1.

En effet, en procédant comme
dans L'exemple, on trouverait éga-
lement C = —1; sauf qu'on
aurait :

Vi1, y()

o
T—t

et y(1) vérifierait ;1 =0

y(1)

impossible.

Important !

Cette structure de l'ensemble des
solutions est importante et nous
quide sur la méthode a mettre en
ceuvre pour résoudre une EDL...



https://jeremylegendre.fr/wp-content/uploads/Questions-classiques.pdf

PROPRIETE 2 PRINCIPE DE SUPERPOSITION

Soient ag, a1, ..., a, ainsi que by et b, des fonctions continues sur /.
On considere les équations différentielles suivantes :

(Ey): ang(”) + an,1g(”’” +. .. +ay +ay=>b et (F): any(”) + an,qg(”’” + .. +ay +ay =by

St f; est une solution particuliere de (E;) et f, une solution particuliere de (£;), alors pour tous A1, A, € R, la
fonction A1f; + Aof, est solution particuliere de

a”g(n) + anwg(”’” o+ 019/ ¥ a0y = Mby + Aoby

FDEMONSTRATION : Soient f; une solution particuliere de (£4) et f, une solution particuliere de (£5). Soient également
A, A ER

Puisque f; et f, sont des solutions respectives de (£4) et (E3), elles sont de classe € sur /, et donc Afy 4 pf, également.
Puis, par linéarité de la dérivation, on a :

n

ZGk(/\q fq -I—)\zfz)(k) = Z Clk()\1 f{k) + )szz(k))

linéarité de la somme
k=0 k=0
n n J
=y afiT+4> afl
= = J f; est solution de (£4) et £, de (E2)
= Mby + A2bs
Conclusion : la fonction A1f; + A>f, est solution de a,,y(”) + an,qy(”fn + ..+ a1y + agy = Aby + Aobs. N

EXEMPLE 2

Une solution particuliére de y’ + y = 1 est la fonction £« x —— 1.
Une solution particuliére de y’ + y = x est la fonction f; : x —— x — 1.

Conclusion : par principe de superposition, une solution particuliere de ¢y + y = 3 + 2x est la fonction
fpixr— 2x+1.

Ciblons maintenant sur Uessentiel : les équations différentielles linéaires d’ordres 1 et 2 a coefficients constants.

II' EDL DU PREMIER ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

DEFINITION 2 EDL41 A COEFFICIENTS CONSTANTS

Soient ag et ay des réels tels que a1 # 0 et b une fonction définie et continue sur /.
On appelle équation différentielle linéaire d'ordre 1 & coefficients constants une équation de la forme :

ary +agy=>b

ol y € €'(I,R) est la fonction inconnue.
Puisque a; # 0, on a, pour tout y € €'(/,R) :

Vocabulaire
’ ’ do b : . .
ary’ + agy = h — y+—y=— On dit alors qu'on a normalisé
aq a 'équation différentielle.

Dans la suite, nous ne considérerons que des EDL1 normalisées de la forme : ¢’ + ay = b
(a € R, b une fonction continue sur /).
St UEDL1 n'est pas normalisée, on commencera toujours par le faire..

.1 RésoLutioN D'UNE EDL+

Dans la premiére partie, nous avons vu le résultat :

solution générale —  solution particuliere _|_ solution générale de
de 'EDL de 'EDL l'équation homogene associée

['idéal serait maintenant de voir comment :
e résoudre ['équation différentielle homogéne ¢’ + ay = 0,

e trouver une solution particuliére de y' + ay = b..
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THEOREME 1 REsoLuTioN DE y’ + ay =0

Remarque

Soit a € R.

On retrouve la structure d'espace
vectoriel de l'ensemble des solu-
tions de ¢’ + ay = 0. Onen a
méme une base : (X'—> e““x).

(7 est solution de y' + ay =0) < (IA€R, Vx e/, f(x) =re"")
Autrement dit : ensemble des solutions de y’ + ay = 0 est {x € [ — Ae™™, A € R}.

*
DEMONSTRATION : Il s'agit de démontrer une équivalence. Raisonnons par double implication.

) ,—0x

Supposons qu'il existe A € R, que nous considérons ensuite, tel que : Vx € /, f(x) = Ae

v Rigueur !

% La fonction x — —ax est affine donc €' sur /. Par conséquent, f est ¢ sur . ) ,
Une solution de y" + ay = 0 est

* Pour tout x € [ : une fonction f qui vérifie :
o fest € surl,

f'(x) + af(x) = —ate™ ™ + ale” o f'+af =0
=0

Ainst f est solution de y' 4+ ay = 0.
Soit f une solution de ¢y’ + ay = 0. Montrons : A € R [ Vx € /, f(x) = Ae™ ™.

ransformons le résultat a établir.. On a :
JAeR[Vxel fx)=1" < dAcR[/Vxel fxe™ =4

Posons alors la fonction g : x — f(x)e™ et montrons qu'elle est constante sur /.
La fonction f est €' sur /, car elle est solution de ¢’ 4 ay = 0, donc la fonction g est € sur /, comme produit
de telles fonctions et, pour tout x & / :

g'(x) = f'(x)e”™ + f(x)ae™
= e (f'(x) + af(x))

/ f est solution de y’ + ay =0 Question :
Une fonction dérivable et de
dérivée nulle sur R* est-elle
constante sur R*?

Par conséquent, la fonction g est dérivable et de dérivée nulle sur un intervalle, cette fonction est donc constante
sur /. Il existe donc un réel A tel que pour tout x € /, g(x) = A. Autrement dit :

JAeR/Vx el fix)=Ae"

Conclusion : (f est solution de ¢y’ + ay = ()) = (3/\ eR, Wxel fx)= /le"”) J
*

| ExXempPLES 3 I

L'équation y"+ 2y = 0 est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 homogeéne a coefficients constants dont
l'ensemble des solutions est {x N A = R}.

On considére 'équation différentielle ' — 3y = 6, d'inconnue y € €' (R, R).
Cette équation est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 a coefficients constants.

e Résolution de l'équation différentielle homogéne associée.

Lensemble des solutions de y’ — 3y = 0 est {x —> A, A e R}. Remarque

ILn'y a pas de méthode générale
pour déterminer une solution
particuliére... Une idée a avoir en
téte : la chercher "sous la méme
forme" que le second membre.

e Solution particuliére.
On remarque que la fonction x — —2 est une solution particuliére de (E).

Conclusion : l'ensemble des solutions 'équation différentielle ¢’ — 3y = 6 est {x — =2+ e R}.

E Résolvons l'équation différentielle i’ 4 y = x 4 1, d'inconnue y € €' (R, R).
Cette équation est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 a coefficients constants.

e Résolution de 'équation différentielle homogéne associée.
L'ensemble des solutions de ¢y’ + y = 0 est {x — e, A e R},

e Solution particuliére.
On remarque que la fonction x — x est une solution particuliere de (E).

Conclusion : l'ensemble des solutions l'équation différentielle y" + y = x + 1 est {x —x+ e, A e R}.

& METHODE 1 % Pour déterminer une solution particuliére de ¢y’ +ay = b :
p y y

e soit on en trouve une évidente (en appliquant éventuellement le principe de superposition pour décomposer la
recherche); en particulier, st b est constante, la fonction constante x — — convient;
a

e soit on se laisse guider par l'énoncé...
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> ProsLEME DE CAUCHY SUR EDL~

D'aprés ce qui précéde, nous pouvons affirmer que 'équation (E) : ¢ + ay = b admet une infinité de solutions.. En
revanche, le théoréme suivant permet, grace a une contrainte supplémentaire, d'obtenir l'unicité d'une solution.

THEOREME 2 DE CAuCHY sur EDL1

Yy +ay=>b Vocabulaire
St a est un réel et b une fonction continue sur /, alors pour tous xo € / et yo € R, le probleme (xo) = , Un tel probleme est appelé pro-
yxo Yo bléme de Cauchy et la condition
y

d'inconnue y € %W(I, R), possede une et une seule solution. y(x0) = yo en est la condition
initiale.
* ’ .
DEMONSTRATION : En exercice. .
Ce théoreme permet alors de dire que si deux trajectoires d'une EDLT ont un point commun, alors elles sont identiques. En effet :

St deux trajectoires ont un point
commun, en (xg, Yo), alors les
deux solutions associées vérifient
le méme probléeme de Cauchy...

Ou bien, par contraposée : deux trajectoires différentes d'une EDLT ne se croisent jamais.
Ou encore : deux trajectoires d'une EDL1 sont soit identiques, soit d'intersection vide.

& METHODE 2 # Pour résoudre un probléme de Cauchy :
e on résout l'équation différentielle linéaire d'ordre 1 donnée,

e on utilise la condition initiale donnée pour déterminer la valeur de la constante A dans la forme générale des
solutions.

Il EDL DU SECOND ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

DEFINITION 3 EDL2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

Soient ag, aq, a; des réels tels que a, = 0 et b une fonction définie et continue sur /.
On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants une équation de la forme :

ay” + a1y’ + agy = b

oll y € €*(I,R) est la fonction inconnue.
Puisque a, # 0, on a, pour tout y € €°(/,R) :

a a b Vocabulaire
gZy” + 019/ +ayy=b g” + iy’ + ly - On dit alors qu'on a normalisé
ar a a 'équation différentielle.

Dans la suite, nous ne considérerons que des EDL2 normalisées de la forme : y” + ay’ + by = ¢
(@, b € R, c une fonction continue sur /).
St VEDL2 n'est pas normalisée, on commencera toujours par le faire...

[ll.1 RésoLutioN D'UNE EDL2

Dans la premiére partie, nous avons vu le résultat :

solution générale —  solution particuliere _|_ solution générale de
de 'EDL de 'EDL l'équation homogene associée

['idéal serait donc maintenant de voir comment :
e résoudre l'équation différentielle homogeéne y” + ay’ + by =0,

e trouver une solution particuliére de y” + ay’ + by = c..

Pour l'équation homogéne, commencons par une petite définition, qui n'est pas sans nous rappeler quelques souvenirs...

DEFINITION 4 EQUATION CARACTERISTIQUE

Soient a,b € R.
L'équation r* + ar + b = 0, d'inconnue r € R, est appelée équation caractéristique de l'équation différentielle
y"+ay' + by =0.
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THEOREME 3 ResoLutioN DE y” + ay’ + by =0

Soient @, b € R et A le discriminant associé a l'équation caractéristique r* + ar + b = 0.

St A > 0, alors l'équation >+ ar + b = 0 admet deux solutions distinctes r; et r et:

(f est solution de y” + ay’ + by =0) <= (3(Ap) ER* | Vx €1, f(x) = A" + pe')

mnx

Autrement dit : Uensemble des solutions de y” + ay’ + by = 0 est {x € [ — A" + pe’?, (A, u) € R°}.

St A =0, alors l'équation >+ ar + b = 0 admet une solution rg et :

(f est solution de y” + ay’ + by =0) < (3(A,p) €R* [Vx €1, (x) = (Ax + p)e™)

Autrement dit : l'ensemble des solutions de y” + ay’ + by = 0 est {x € [ — (Ax + p)e™, (A, u) € R°}.

*
DEMONSTRATION :

T1. Supposons A > 0 et notons ry et r, les deux solutions distinctes de r’4+ar+b=0
Il s'agit de démontrer une équivalence. Raisonnons par double implication.

Supposons qu'il existe A,y € R, que l'on considére ensuite, tels que : Vx € /, f(x) = Ae"™ + pe’?*
La fonction f est de classe € sur / et, pour tout x € / :

"(a) + af'(x) + bf(x) = /\r2 x4 ur%e'zx + a()\me”x + urzefzx) + b(/\e’” + uerzx)
= e"(r? 4 ary + b) + pe?(r? 4+ ar, + b)
=0

Ainst f est solution de y” + ay’ + by = 0.
Soit f une solution de y” 4+ ay’ + by = 0. Montrons : 3(A, ) € R? | ¥x € 1, f(x) = Ae"™ + e
Transformons le résultat a établir.. On a :

Jh ) eRYIVx L, f(x) =" + pe™ «— Jhp) €REVx e l, f(x)e™ ™ = A4 pelz=nk

Posons alors la fonction g : x — f(x)e™ """

La fonction f est de classe €2 sur /, car elle est solution de y” + ay’ 4+ by = 0, donc la fonction g est
également de classe € sur / et, pour tout x € /

_ rx

f'(x)e™" — rf(x)e”

= e’”X(f’(x) —n f(x))

q'(x)

puis :
g"(x) = —r1e_”x( "(X) — i f{ X)) + e_’”(f”( )—n f’(x))
= ef”x(f” —2nf'(X)+r ( ))
J f est solution de y” + ay’ + by =0
=e (= af'(x) = bf(x) = 2r1f'(x) + r{f(x))
=e "((—a— 2r1 f'(x) + (rf — b)f(x))
=e—r1x( fz—l’1 X —I’1(I’2—I’1)f(X)) Jr1+r2=—aetrqr2=b

(r; —ry)e” ’”(f/(x) — f(x))

calcul ci-dessus
= (r2 = r)g'(x) J

Par conséquent, la fonction ¢ est solution de 'équation y’ — (r, — r1)y = 0, qui est une équation différentielle
linéaire d'ordre 1 a coefficients constants. Il existe donc a € R, que l'on considére ensuite, tel que :

— qeln—rx

Vx e, g'(x)

Et donc, puisque r; —r1 # 0 (car r1 # ry) et que / est un intervalle, il existe A € R, que l'on considére ensuite,

tel que pour tout x € / :
a

At alra—rix

n—n

g(x)

En posant y = , on obtient :

n—n
Vx €1, g(x) = A+ pel2=

Autrement dit :
Vx €1, f(x) = Ae™ + pe

Conclusion : (f est solution de y” + ay’ + by =0) «= (3(A,u) ER* | Vx € 1, f(x) = te"™ + pe'?").

T2. Supposons A = 0 et notons ry l'unique solution de r> 4 ar + b = 0. Raisonnons par double implication.
Sans difficulté, en utilisant le fait que r + arg = b = 0..
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Remarque
On retrouve la structure d'espace
vectoriel de l'ensemble des solu-
tions de y” + ay’ + by = 0. On
en a méme une base :
esiA>0:

(X — e X +— e’ZX)

esiA=0:

(X > xe'0*, x —> 0¥}

J ry et r, sont solutions de r” + ar+b =0

= Rappel...

Six’ — Sx + P = 0 admet
deux solutions (distinctes ou non)
notées xq et xp, alors x1 +x; = S
et x1x; = P (car on a alors

X2 = Sx+p = (x = x1)(x — x2).)-

Important !

Le fait que / soit un intervalle est
nécessaire.. St b’ = 0 sur R, alors
il existe deux constantes C; et &
telles que h = Gy sur | — o0; 0] et
h =G sur |0; +oq...




Remarque

H A . i . —rox
On raisonne de la méme fagon que pour T1; en posant cette fois g : x — f(x)e " Les calculs de g/(x) et de g”(x)
La fonction g est de classe €% sur / et, de la méme facon que précédemment, on obtient, pour tout x € / : ¢ du cas précédent sont encore
valables : ils ne nécessitaient pas
g”(X) -0 que ry # .

Puisque / est un intervalle, il existe donc un réel A tel que pour tout x € /, g'(x) = A Et donc :
JAp) ER VX EL g(x) = Mx+up

Autrement dit :
I ) €R? VX E L, f(x) = (Ax + p)e

Conclusion : (f est solution de y” + ay’ + by =0) <= (A y) €R? | Vx €1, f(x) = (Ax + p)e"). J
*
| EXEmPLES 4 |

L'équation y” — y"— 6y = 0 est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 homogéne a coefficients constants
dont l'équation caractéristique est r> — r — 6 = 0. Les solutions de r> — r —6 = 0 sont —2 et 3.

|Concluslon : l'ensemble des solutions de y” — ' — 6y = 0 est {x+—— Je ™"+ pe™, (J,u) € R} |

L'équation y” 4+ 2y’ +y = 0 est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 homogéne a coefficients constants
dont l'équation caractéristique est r> 4+ 2r + 1 = 0. Lunique solution de r? +2r +1 =0 est —1.

|Conclusion : lensemble des solutions de y” + 2y’ +y = 0 est {x = (Ax + e, (4, ) € R7}. |

On consideére 'équation différentielle y” + 2y’ + y = 1, d'inconnue y € (R, R).
Cette équation est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 a coefficients constants.

e Résolution de 'équation différentielle homogéne associée.
Lensemble des solutions de l‘équation différentielle y” + 2y + y = 0 est {x — (Ax + pe™, (A, u) € R*}.

e Solution particuliére.
On remarque que la fonction x — 1 est une solution particuliére de y” + 2y’ +y = 1.

Conclusion : l'ensemble des solutions de y” +2y" +y =1 est {x — 1+ (Ax + p)e ™, (4, 4) € R’}

Résolvons l'équation différentielle y” — 4y = 4x + 1, d'inconnue y € (R, R).

Cette équation est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 a coefficients constants.

e Résolution de l'équation différentielle homogéne associée. 7 7
L'ensemble des solutions de l'équation différentielle y” — 4y = 0 est {X —s Ae® e (A ) € R}

e Solution particuliére.
Remarquons que :

71 "
* la fonction x — T est solution particuliere de y” —4y = 1.

* la fonction x — —x est solution particuliere de y” — 4y = 4x

—1 P
Par principe de superposition, la fonction x — T X est solution particuliere de y” —4y = 4x + 1.

1 ) , ! )
Conclusion : l'ensemble des solutions de g” — 4y =4x+ 1 est {X — 7 X+ A+ pe™, (A ) € R‘}.

Résolvons l'équation différentielle y” — ' = 0, d'inconnue y € €>*(R,R).

Remarquons que l'équation différentielle y"” — ¢y = 0 est en fait une équation différentielle linéaire d'ordre 2
homogeéne a coefficients constants sur y'.

Soit y € €°(R,R). Posons [ = y’ de sorte que

—— # Rédaction

Il n'est pas nécessaire de poser
L , . f = y', mais cela permet peut-
y"—y' =0 < "—f=0 atre, dans un premier temps, de
bien voir 'EDL2 sur y'".

Or 7 —f = 0 est une équation différentielle linéaire dordre 2 homogéne a coefficients constants, d'équation
caractéristique r* — 1 = 0 dont les solutions sont 1 et —1. L'ensemble des solutions de 7 — f = 0 est alors
{x — ae* + be™, (a,b) € R}

Par conséquent :

"

y y =0 & y €{x—ae* +be ", (a,b) R’}
« J(a,b) €R? | Vx €R, y'(x) = ae® + be™

) X Attention !
& d(a,b,c)eR’ VxR, y(x)=ae* —be " +c 4 Ne pas oublier le "+c".

Remarque

Conclusion : l'ensemble des solutions de y"” — " = 0 est {Xr — ae* —be *+¢, (a,b,c)E Rj}.

Cet ensemble est d'ailleurs égal a

X

Vect(x — e¥, x — e x — 1)
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& METHODE 3 & Pour déterminer une solution particuliére de y” + ay’ + by = ¢ :
e soit on en trouve une évidente (en appliquant éventuellement le principe de superposition pour décomposer la
L . . c .
recherche); en particulier, st ¢ est constante, la fonction constante x — 5 (quand b = 0) convient;

e soit on se laisse guider par l'énoncé...

Il ProBLEME DE CAucHY surR EDL2

D’aprés ce qui précéde, nous pouvons affirmer que l'équation (E) : y” + ay’ 4+ by = ¢ admet une infinité de solutions..
En revanche, le théoréme suivant permet, grace a une contrainte supplémentaire, d'obtenir l'unicité d'une solution.

THEOREME 4 DE CAucHY sur EDL2

Vocabulaire
Un tel probléme est appelé pro-
bléme de Cauchy et les condi-
tions y(x0) = yo et y'(xo) = 2o en
sont les conditions initiales.

St a et b sont des réels réel et ¢ une fonction continue sur /, alors pour tous xg € I et yo, 20 € R, le probleme
{ Yy +ay +by=c

7, . d'inconnue y € €*(/,R), posséde une et une seule solution.
ybo) = 4o y'lv) = 20

*
DEMONSTRATION : Celui-ci, on l'admet ! N

& METHODE 4 # Pour résoudre un probléme de Cauchy :
e on résout 'équation différentielle linéaire d'ordre 2 donnée,

e on utilise les conditions initiales données pour déterminer les valeurs des constantes A et ¢ dans la forme générale
des solutions.

| EXEMPLE 5 I

Résolvons le probleme de Cauchy suivant : {

4 /
—2u=1—2x .
y +y ;Y d'inconnue y € €*(R, R).
y(0) =y(0)=0
e Résolution de y”" +y" —2y =1 —2x.
Cette équation est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 a coefficients constants.
* Résolution de l'équation différentielle homogéne associée.
L'ensemble des solutions de y” + y' — 2y = 0 est {x — Ae* + pe >, (A, y) € R’}.
* Solution particuliére.
Remarquons que la fonction x — x est solution particuliere de y” + ¢ — 2y =1 — 2x.
Conclusion : lensemble des solutions de y” + y' — 2y = 1—2x est {x — x + Ae" + pe™*, (4, p) € R’}

e Le probleme donné est un probleme de Cauchy, qui admet donc une unique solution, notée f.
D'apres ce qui précede, il existe A,y € R, que l'on consideére ensuite, tels que :

Vx €R, f(x) = x + Ae* + e

Remarque

Or 1(0) = f(0) = 0, d'ou :

Ne pas hésiter a commencer par
calculer, pour tout x € R, f(x)
avant de donner (0)...

A+p=0,; 1T+421=2u=0
Mais :

w

A+p=0 A=
A—=2p=—1

=
Il
Wl =

. . . _ 1 1
Conclusion : l'unique solution du probleme de Cauchy est la fonction f : x —— x — se* 4 e
bl o)
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