ECG 2™E ANNEE - MATHEMATIQUES APPLIQUEES
|| - www.jeremylegendre.fr

(CHARTREUX

PROBABILITES

COUPLES ET SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

INTRODUCTION...

Ah, les probabilités.. Bien évidemment, quand on parle de probabilités, on pense aux jeux de hasard. Cest bien, initialement, en ce sens qu'elles ont
été développées. Au fil des siecles, viennent ensuite de nombreux contributeurs pour consolider et développer les connaissances sur ce domaine :
Galilée, Fermat, Pascal, Huygens, Moivre, Laplace, Bayes, Lagrange.

Voict une citation de Jean Dieudonné (1906-1992, mathématicien francais, un des membres fondateurs du célebre groupe Bourbaki), datée de 1977 :
‘Le calcul des probabilités, en tant que discipline, n'existe guéere que depuis 1933, comme partie de la théorie moderne de l'Intégration; elle a hérité
de ses propres problemes et méme de son langage, des trois siecles antérieurs au cours desquels le Calcul des probabilités était un mélange de
raisonnements d'allure mathématique et de considérations plus ou moins intuitives sur le réle et l'évaluation du hasard dans les comportements
humains ou les phénomenes naturels.”

Que s'est-il alors passé en 19337 Cest en 1933 que parait en allemand le manuel Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Fondements de
la théorie des probabilités) rédigé par Andret Kolmogorov (1903-1987, mathématicien russe), dans lequel il définit, entre autres, les trois axiomes de
probabilités. On lui doit cette formalisation de la théorie des probabilités sur laquelle reposent désormais tous les résultats de probabilités. C'est bien
cette formalisation qui a permis a la théorie des probabilités d'étre égitimement reconnue comme branche des mathématiques.
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POUR BIEN DEMARRER...

1. Soit (Q2, A) un espace probabilisable. Qu'est-ce qu'une probabilité IP sur A?
Une probabilité sur (Q, A) est une application P : A — [0; 1] telle que :
v PQ) =1
o] oo
v pour toute suite (A,),en d'évenements deux a deux incompatibles de A, la série ZP(A”) est convergente et IP A, |l = ZlP(,ﬁ\”).
n=0 n=0 n=0
2. Soient A, B deux évenements, / un sous-ensemble de N, ainsi que (A;);c/ une famille dévenements. Autrement dit :
weﬂA, = Viel, we A
o Définition : (A = {we O/ Vicl we Al ; UAa={veaidiciiweA} {
il Pt welJA e dicl wen
o —_— o il
e Lois de Morgan : ﬁA[ = UA‘ ; UA[ = ﬂAz
iel icl iel icl
e PAUB)=1P(A) + IP(B)—PAUDB) = Rappel...
. P(AN B) L'application P4 ainst définie est
o SiP(A) # 0, alors : Pa(B) = W 4 une probabilité sur (Q, A).
e Définition : A et B sont incompatibles lorsque : AN 5B = @. X Attention !
e Définition : (A;);c/ est un systeme complet d'évenements lorsque : 4 La notion d'incompatibilité n'est
o 2 . . pas définie par une probabilité |
oyl er, (1 +j = A mA/ - @), En particulier P(AN B) = 0
o n'implique pas nécessairement
v U Ar=Q que A et B sont incompatibles.
el
e Définition : A et B sont indépendants (pour P) lorsque : IP(A N B) = IP(A) « P(B). —— X Attention !
e Formule des probabilités composées 1 La notion d'indépendance est
- liée a la notion de probabilité !
) Deux événements peuvent étre
Si P ﬂ Ac| # 0, alors indépendants pour une certaine
k=1 probabilité, et ne pas L'étre pour
n une autre probabilité (probabilité
P ﬂAz - ]P(Aw) . IP,.\W (/_'m « Py ,4)(/4;) PR ]p'_,m_,\’”,\‘ ’4”4(A/7) conditionnelle par exemple).
i=1
e Formule des probabilités totales :
St (As)nen est un systeme complet d'évenements de (A, alors pour tout B € A, la série ZIP(A,, N B) est convergente et
+00
P(B) =) P(A,NB)
n=0
Important !
3. Qu'est-ce qu'une variable aléatoire sur (Q, A, P)? 4 Spnp{igigzsggtgtdgl;: ;ef‘ une
Une variable aléatoire est une application de Q dans R telle pour tout x € R, {w € Q | X(w) < x} € A..
4. St X est une variable aléatoire sur (), rappeler les définitions de [X = a] et [X < a.
X=ad={weQ/Xw=a} ; X<a={weQ/Xw<a}
5. La fonction de répartition de X, notée Fy, est la fonction définie sur R par :
Vx € R, Fx(x) =P([X <x])
6. Propriétés de la fonction de répartition d'une variable aléatoire.
e [ est croissante sur R,
o lim Fy(x)=0et lim Fx(x)=1,
X——00 X—+00
e Fy est continue a droite en tout réel,
e [ est constante par morceaux si, et seulement si, X est discrete (cest-a-dire st X(Q) est fini ou dénombrable),
e la fonction de répartition caractérise la loi : deux variables aléatoires ont méme lot si, et seulement si, elles ont méme fonction de répartition.
+0o0 +o0
7. SUX(Q) = N et st X posséde une espérance et un moment d'ordre 2, alors : E(X) = Z n]P([X = n}) et E(X?) = Z n"]PUX = n})
n=0 n=0
8. Théoréeme de transfert :
Soit g une fonction définie sur X(Q).
La variable aléatoire g(X) admet une espérance si, et seulement si, la série Z q(x)lP([X = x}) est absolument convergente et dans ce cas
xeX(Q)
E(g(X)) est la somme de cette série.
9. Formule de Koenig-Huygens :

X admet une variance si, et seulement si, elle admet un moment d'ordre 2 et le cas échéant :

)

V(X) = E(X?) — (E(X))’
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DEFINITION 1 SUITE DOUBLE

Une suite double est une fonction t : N> — R. On notera (Uij)ipenz une telle suite.

THEOREME 1 (HP)

Soit (Uij);,jenz une suite double.

St
.o 2
v V(i j) € N°, ug o,
+o00
v pour tout j € N, la série E u;; est convergente, de somme notée s; (s; = E ug)),
>0 i=0
v la série > s; est convergente,
j>0
alors :
+o0
e pour tout i € N, la série E u;, est convergente, de somme notée t; (f; = E ug))),
j20 j=0
o la série E t; est convergente,
=0
etona:

+00 +00
E t[ = E S/‘
i=0 j=0

autrement dit :

+00 +00 +oo +o0
E E LIL’/‘ = E E U[’j
i=0 j=0 j=0 =0

| EXEMPLE 1 I

. 1 -
Montrons que la série double E 57 est convergente et déterminons sa somme.
(i.)EN?

TN 2
v Onadéja:V(,j)) N, 50 2

N N i
oo , 1 1 1
v Soit j € N. Pour tout N € N, suffisamment proche de +o0, on a : ; ST = 5 Z (E) .
= i=
| , . T\ R o 1
Or 5 €]—1;1], donc la série Z 5 est une série géométrique convergente; et ainsi la série Z 5o est
>0 >0
également convergente, de somme notée s; avec :

1T (1
tREPNEY

i

j1 -1
1z

2j

v/ Comme ci-dessus on démontre que la série E s; est convergente.

j=0
. L 1
Par conséquent, la série double 55 est convergente et :
(i.j)EN?
+00 +00 ,] +00
2 Y s
j=0 =0 j=0
5 +00 1 J
=2) 5
j=0

Conformément a ce qui est mentionné dans le programme officiel, on admet que les théo-
remes et techniques classiques concernant les séries simples s'étendent dans le cas des
séries doubles.
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4

Remarque

Le théoreme est également va-
lable en échangeant i et j.. En
gros : peu importe lordre dans
lequel on étudie la nature des
séries, du moment que l'on fait les
deux.

Vocabulaire

Dans le cas de ce théoréme, on
dit que la série double Z ug

(i.))eN?
est convergente et sa somme
+00 +00
est le réel Z Z u;j, égal a
=0 j=0

+00 +00
2D iy
j=0 =0




Dans tout le chapitre, (Q, A, IP) désigne un espace probabilisé.

| DEFINITIONS ET PREMIERS RESULTATS

COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES

DEFINITION 2

Un couple de variables aléatoires (ou couple aléatoire) est une application Z : Q —s R

Plus concrétement, un couple de variables aléatoires Z est la donnée de deux variables aléatoires X et Y toutes
deux définies sur Q; on note alors Z = (X, Y).

Dans le cas ot X et Y sont discretes, on dit que le couple de variables aléatoires (X, Y) est discret.

Dans toute la suite du chapitre, (X, Y) désignera un couple de variables aléatoires discretes sur Q, (X1, X5, ..., X;,) un
n-uplet de variables aléatoires sur Q) et (X,),en+ une suite de variables aléatoires sur Q).

Nous nous intéresserons essentiellement aux couples de variables aléatoires et travaillerons sur quelques cas classiques

de n-uplet ou suites de variables aléatoires.

.1 Lol JOINTE

DEFINITION 3 Lol JOINTE D'UN COUPLE

La loi jointe du couple (X, Y) est l'application

< Y(Q) — [01]

IP(X'y)Z ‘ X(Q)
(x.y) — P(X=xn[Y=y])

& METHoDE 1 & Pour déterminer la loi jointe de (X, Y), on donne :
e X(Q) et Y(Q)
o P([X =x]N[Y = y]) pour tous x € X(Q) et y € Y(Q).

| EXEMPLES 2 I

On lance deux dés tetraédriques équilibrés numérotés de 1 a 4, et on note :
e X le minimum des deux nombres obtenus,
e Y le maximum des deux nombres obtenus.

Donnons la loi jointe du couple (X, Y), que nous résumerons dans un tableau.
Afin de déterminer la lot jointe du couple (X, Y), utilisons un tableau des issues dans lequel, a chaque intersection
on indique l'issue de l'expérience sous forme de couple (dé 1, dé 2) :

, 2 2 3 4
dé 1
1 AN 102 a3 04
2 20 122 1 23) 24
3 G 1 G2 1363 |34
7 @0 (@2 [ @3) | @4

On remarque alors que X(Q) = [1;4] et Y(Q) = [1;4].
Puis, comme les 106 issues de l'expérience sont équiprobables, on obtient le tableau de la lot jointe du couple (X, Y),
dans lequel a chaque intersection on indique la probabilité de l'évenement [X = {|N[Y = j]:

Y )

X 1 2 3 4

. 1 2 2 2
16 6 16 16

1 2 2
2 0 — — —
16 16 16

N 1 2

1
4 0 0 0 —
16

Sotent n € [[2;+o0[ et p €]0; 1[. On lance n fois une méme piece donnant PILE avec la probabilité p et FACE
avec la probabilité g =1 —p.
On note :

e X la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus,

e Y la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenus.
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Remarque

On définit de la méme fagon un
n-uplet de variables aléatoires
(X1, X2, ..., X) (ou vecteur aléa-
toire) ainsi qu'une suite de va-
riables aléatoires (X,),ens-

4

Remarque
Dans le cas ot X(Q) et Y(Q) sont
finis et de cardinaux petits, on
pourra résumer la loi jointe dans
un tableau a double entrée.

—— X Attention !

Certaines P([X = x]N[Y = y])
peuvent étre nulles sans que ni

P(X = x]) nt P([Y = y]) ne

soient nulles...




Commencons par donner les lois de X et Y puis déterminons la loi jointe du couple (X, Y).

e Loi de X.

v Lexpérience consiste en n répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli dont le succes

‘obtenir PILE" est de probabilité p.
v La variable aléatoire X prend comme valeur le nombre de succes obtenus sur ces n répétitions.

Par conséquent :
e Loide Y.
De méme : Y — AB(n; q).

e Loi jointe de (X, Y). On a

*su+/%n,aors[

#* st i+ j=n,alors

X — A(n;p).

=, dou :

= [0; n] et, pour tout (i, j) € [0; n]* :

X=inY=jl=X={(n[Y=n—1 /
:[X:[} J[/:nft] X =
D'ou :
P(X=in[Y = =P([X =i
(x=inty =) =Pl =) o
7(1');)1(/] P)”[ J(,7:17pott+/:/7,doncnfz:/
n
[
L
Conclusion : X(Q) = Y(Q) = [0; n] et
n\ . o
v([,j)EHO;’7HZ. P(llelﬂlyzj]): (l)pq/ sti+/=n
0 sti+j+n

On effectue une infinité de lancers indépendants de la méme piece donnant PILE avec la probabilité p €]0; 1].
On note X et Y les variables aléatoires respectivement égales aux rangs du premier PILE et du second PILE.

Déterminons la lot jointe du couple (X, Y).
Notons, pour tout k € N*, P, l'évenement "obtenir PILE au k-iéme lancer” et F

Considérons déja que X(Q) =
Soit (i, j) € N* x [2; +oo].

Il est impossible d'obtenir le second PILE a un rang inférieur ou égal a celui du premier PILE. Dans ce cas,

N* et Y(Q) =

[2; 400

si, et seulement si, on obtient FACE aux éventuels lancers 1 a i — 1, puis PILE
au i-eme lancer, puis FACE aux lancers éventuels i +1a j—1, et PILE au j-eme

N A

o Sii>|
on a ainsi :
X ={n[Y=
Et donc :
IP([X ={Nn[y =
e S{i<yj:
X ={n[Y =
j-ieme lancer
lancer
Dot :
i1
X ={n[Y () F
k=1
Et donc :
i—1
P(X=inly=j))=P NPN
k=1 k=i

+1

QPMT(

i—1 Jj—
|_|1p) “p x (l_lmm
k

NP

_P

j] est réalisé si, et seulement si, on obtient le premier PILE au i-eme lancer et le second au

J indépendance des lancers

xp
k=1 =i+1
=(1=p)'p(1=py~'p
=p*(1—py~*
Conclusion : X(Q) = N*, Y(Q) = [2; +o0] et
T B _an_ [ pPa—py? osti<y
V(i) € N* x [2i4ool, P(X =in[Y =) =1 ¢ Ny
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Conventions
e Une intersection dévenements
indexée sur un ensemble vide est
égale a ()
e Une union d'évenements indexée
sur un ensemble vide est égale a
§%)
e Un produit de réels indexé sur
un ensemble vide est égal a
e Une somme de réels indexée sur
un ensemble vide est égale a 0

4

= Rappel...
Card([a:b]) =b—a+1.




Tout comme on l'avait pour la loi d'une variable aléatoire, on retrouve :

SCE ASSOCIE A UN COUPLE

PROPRIETES 1

La famille ([X =x]N[Y = g])(X exiay v @St un systeme complet d‘évenements.

La série double Z
(

X,4)EX(Q)x Y(Q)

P([X = x]N[Y = y]) est convergente et sa somme est égale a 1.

*
DEMONSTRATION : Analogue au cas d'une variable aléatoire, P2 étant une conséquence directe de P1.

La encore, un résultat analogue a ce qui a été vu dans le cas d'une seule variable aléatoire, que l'on admet :

PROPRIETE 2

Soient / et / deux ensembles finis ou dénombrables.
St (pij)ijjeixs est une suite double positive telle que la série double Z pi; soit convergente de somme égale
(i.)elx)
a 1, alors pour toutes suites de réels (x;)ics et (y;)e). il existe un espace probabilisé (Q, A, IP) et un couple (X, Y)
de variables aléatoires sur Q) tels que :
o X(Q)={x, iel},Y(Q={y, jeJ}
o V(i j)elx) P(X=x|n[Y=y])=p,

| EXEMPLE 3 I

1
Dans lexemple 1, on a établi que la série Z 50 est convergente de somme égale a 4. Définissons alors la suite
(i./)EN?

o 1 .
(Pij)ijyenz par V(i j) € N2, p.; = ST On a ainst :
VY )EN? py =0

v la série Z pi;j est convergente de somme égale a 1.
(i.)EN?

Conclusion : la suite (p; ;) jenz définit la lot jointe d'un couple de variables aléatoires.

OIS MARGINALES ET LOIS CONDITIONNELLES

[2

DEFINITIONS 4 LoiS MARGINALES D'UN COUPLE

i

— ¥ Astuce du chef ¥ —

Nous pouvons utiliser ce résultat
pour déterminer la valeur d'un pa-
rametre inconnu dans l'expression
de la lot jointe d'un couple. En
pratique, nous serons un peu plus
malins... Voir Exemples 4 - E3.

A

Remarque

o

Cette série double peut étre une
somme finie double st X(Q) et
Y(Q) sont finis.

Remarque

Utile st on demande de vérifier
qu'une suite double définit la lot
jointe d'un couple de variables
aléatoires discretes. Mais clest
trés rare. C'est en revanche plus
souvent le cas pour une suite
simple dans le cas de la lot d'une
VA.

La premiére loi marginale de (X, Y) est la loi de X.
La seconde loi marginale de (X, Y) est la loi de Y.

& METHODE 2 % Pour obtenir les lois marginales a partir de la loi jointe : on obtient la loi de X en utilisant la
formule des probabilités totales avec ([Y = g])er(Q) comme systeme complet d'évenements :

Vx € X(Q), P(X=x]) = > P(X=xn[Y =y

yeY(Q)
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Bien évidemment...
On utilise la FPT avec le sce
(X =x) (o Pour obtenir la lot
de Y.
Et s'il est possible et utile de
le faire : on continue avec les
probabilités conditionnelles.

xeX|




| EXempLES 4 |

Reprenons le tableau obtenu dans Exemples 2 - E1 représentant la lot jointe du couple (X, Y) et complétons-le

avec les lois marginales.

X 4 1 2 3 4 Loi de X
i = = = 2 P(X = 1)) = Jb
: i i A Rt
3 0 0 & Z P(X =3) = o
4 0 0 116 P(X =4]) = %
Lot de Y ]P([Y:H):% P([yzz}):% P([Y:ﬂ):% P([Y:4]):% U
Reprenons la lot jointe du couple obtenue dans Exemples 2 - E3 et déterminons la loi de Y. p X Attention !

On avait :

Y(Q) = [2; +oo[ ; V(i,j) € N* x [2; oo, P([X

Soit j € [2; +o0o[. D'aprés la formule des probabilités totales, avec ([X

ments, la série ZIP([X = {|N[Y = j]) est convergente et :

i1

PV =) =Y _P(X=in[y =)
=Y P(X=in[y=j)+> P(X=in[Y =]

=) p=p)?

i=1

= (=P =p)*

pr1—p)y =2 sii<j

0 siiz)

[:),, N+ comme systeme complet d'évene-

Vi€ [ji+oo[, P(X =in[Y =) =0
vie [1,/-1], P(X =dn[Y = jl) = p*(1—p)~?

Conclusion : Y(Q) = [2; +oo[ et Vj € [2; +oo, P([Y = /]

) =(—Np’(1—p)

Soient @ € R et (X, Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans N? dont on donne la loi jointe :

V(i) e N2, P(X ={n[Y =) =

a

Déterminons la valeur de a ainsi que les lois marginales du couple (X, Y).

e Loi de X.

Soit i € N. D'apres la formule des probabilités totales, avec ([Y

ments, la série Z P(lY =/n[X

j=0

P(X=1) = il?(ﬁv =N

L7

e Valeur de a.

Ensuite, on sait que X(Q) = N, donc la série ZIP([X

i=0

Or:

S P

+00
) =1 Z
i=0

j])/%N comme systeme complet d'évene-

i]) est convergente et :

(X = 1])

1]) est convergente et ZIP(:X = 1]) =1.
i=0

;—J[o%:W
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S'il y a plusieurs cas dans la lot
jointe, on retrouvera ces cas dans
les calculs qui suivent...

Conseil
En procédant en deux temps
d'abord la relation de Chasles,
puis le remplacement des proba-
bilités), on effectue deux vérifica-
tions : ce n'est jamats trop | Ne
pas hésiter a procéder ainsi, au
moins au début..

— ¥ Astuce du chef ¥ —

On commence par déterminer
une des deux lois marginales, en
fonction du paramétre inconnu.
Puis on détermine ce parameétre
comme on le faisait dans le cas
d'une seule VA.

Ce n'est pas plus long que de
calculer directement une somme
double; et si l'on a besoin des
lois marginales ensuite, on en a
déja une !

o




1
> ge? =1
1-3
1
— ag=""
2
1
: e 2
Conclusion : a = 5
On obtient ainsi : !
vieN, P([X [DZZ’”
o Loide Y.
Soit j € N. D'apreés la formule des probabilités totales, avec ([X = [i)’:,N comme systeme complet d'évene-

ments, la série > ]P

i>0

iN [Y = /}) est convergente et :

)_P(x-

1

+00

oo
o7
=
/I L
> (3)
e 1

24711 =1

1
Z/‘ /|

1

e
2j!

(1
Conclusion : YV — & ( 5 ) }

DEFINITIONS 5 LoIS CONDITIONNELLES

——— Remarque ——
La variable aléatoire X + 1 suit la

loi géométrique de paramétre 5

. ) . - ) - —— & Meéthode !
Soit y € Y(Q). SUP([Y = y]) # 0, alors la loi conditionnelle de X sachant [Y = y] est l'application Pour déterminer Lo lot condition
nelle de X sachant [Y = y] on
‘ X(Q) — [0;1] donne :
- .Mm
X IP[Y=9]([X XD ly—y ([X = x]) pour tout
<xexm
Soit x € X(Q). SLP([X = x]) # 0, alors la loi conditionnelle de Y sachant [X = x] est l'application
Y(Q) — [0;1] = Rappel... —
y P[X:x]([y — g]) St P(A) # 0, alors :
4 ~ PANB)
PA(B) = PA)
| ExempLE 5 I
On s'intéresse a une chatne de production de baguettes magiques mise en place par des elfes de maison. On estime
que 10% des baquettes magiques produites sont défectueuses’. On suppose que le nombre de baguettes produites Espérons quOllivander fait
mieux...

en une heure est une variable aléatoire X qui suit la loi de Poisson de parametre 10. On note Y la variable
aléatoire donnant le nombre de baquettes défectueuses produites en une heure. Déterminons, pour tout n € N, la
lot conditionnelle de Y sachant [X = n]; puis déduisons-en la lot de Y.

e Commencons déja par montrer que Y(Q) =

La variable aléatoire Y prend comme valeurs le nombre de baguettes défectueuses produites en une
heure, donc prend comme valeurs des entiers naturels.

Dot :

N. Procédons par double inclusion.

Y(Q) c N

Soit kK € N. Montrons que k € Y(Q).
Considérons l'issue définie comme suit :

x k baguettes magiques ont été produites en une heure,

x ces k baguettes magiques sont toutes défectueuses.
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—— X Attention !
: Ga n'aurait aucun
sens | La variable aléatoire Y ne
dépend d'aucun n (l'expérience
non-plus d'ailleurs).

—— Autrement dit :
Il faut établir :

JweQ | Y(w) =k

Ce qui équivaut a exhiber une
issue réalisant 'événement [Y =

Kl




Cette issue réalise l'évenement [V =

On a donc établi :

Par conséquent :

Conclusion : Y(Q) = N.

e Soit n € N. Supposons l'évenement [X =

Sous cette condition :

v lexpérience s'assimile alors a n répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli dont le

k).
VkEN, [Y =k + 2

N C Y(Q)

succes ‘la baguette produit est défectueuse’ est de probabilité 0, 1;

v la variable aléatoire Y compte le nombre de baguettes défectueuses ainsi produites.

Conclusion :
Dot :
Vk €N, IP[X,,,}([Y = k]) =
e Loide Y.
* On sait que déja Y(Q) = N.
* Soit k € N.

D'apres la formule des probabilités totales, avec ([X = n})

la série Z]P([X =

n k n—k
(k)0,1 0,9
0

neN

N[Y = k]) est convergente et :

stk<n
stk>n

n] réalisé. Dans ce cas, n baguettes ont été produites en une heure.

Important !

Quand on reconnalt une loi
usuelle pour une lot condition-
nelle, il est important d'écrire
‘sous cette condition” ou "dans ce
cas’ pour mentionner que l'expé-
rience se déroule sous ce condi-
tionnement. Ce n'est pas Y qui
suit la lot binomiale !

o

la lot conditionnelle de Y sachant [X = n] est la lot binomiale de paramétres n et 0, 1.

Important !
La quantification sur k porte sur
Y(Q) en entier; et il est indispen-
sable que ce soit le cas.

o

comme systeme complet d'évenements,

X Attention !
Vigilance constante a cet endroit,
quand il s'agit de remplacer les
4 probabilités...

9—1010/7
n!

Vn € [k; +oo[, Py ,,]([Y:k]) = (:)0,1*0,9/17k

n=0
+00
P([Y =k]) = P([X =n|Nn[Y =k
Iy =) Z (IX =nn[Y = k) ) e
+00
= > P(IX = n)) Py ([Y = k)
n=0
k=1 +0o0
= 5 P(X = ) Pl (Y = k) + Y P(X = n) P (Y = )
n=0 n=k Vn € N, P([X = /7}) =
: i e 110" [n 0. 140, 97—+ Vi <k, Ppy([Y = k) =0,
n! k
n=k
107 n!
- 710 k n—k
—e 100 1 g T )o 9
B e100, 15 2107 « 0,97 F
k! n=k (I? o k)’ j=n—k
B e 100, 1 107K 4 0,9/
K '
j=0
e 100, 1% x 10K 2107 < 0,9/
- k] ). jl
j=0
e 10 2 g
ke
e 10
e
o
Tk
Conclusion : Y — Z(1)
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|3 FONCTION DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

THEOREME 2 Lol bE Z = (X, Y) (HP?)

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes et f une fonction de deux variables définie sur X(Q) x Y(Q) et

a valeurs dans R. On note Z = f(X, Y). &'lriiri l'{é?(i“j C/a(rxdj)nse
L'application Z est une variable aléatoire sur Q. ft(2)S:nty_l(r%)é}ﬁ;gz;:t‘;lxetdﬁoxn

nécessairement des valeurs asso-
2(Q) = {7(X(w), Y(Q) | w € Q} € {f(x,9) | (x,y) € X(Q) x V()} Clées 5 Lo méme o

VzeZ(Q), P(Z=2)= ) P(X=xn[Y =y

(x.y)eE

ol £ ={(x,y) € X(Q) x Y(Q) | z = f(x, y)}.

EXEMPLES 6

La somme, la différence, le produit, le minimum, le maximum de variables aléatoires sur Q sont également des
variables aléatoires sur Q.

I INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES

DEFINITIONS 6 INDEPENDANCE DE VA

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes.
On dit que X et Y sont indépendantes lorsque :

(X, y) € X(Q) x Y(Q), P(X =x]n[Y =y]) = P(IX =x]) « P([Y =)

Soient n € [2; +oo] et X, X3, ..., X, des variables aléatoires discreétes.
On dit que les variables aléatoires Xj, X5, ..., X, sont mutuellement indépendantes lorsque :

n

(X = Xk]) = [ TP (X = x)

k=1

V(X1,X2, ...,X,,) S XW(Q) 3 Xz(Q) X ...0X X”(Q), P

Remarque

On peut également définir l'in-
dépendance 2 a 2 d'une suite de
VA..

St on mentionne seulement ‘indé-
pendance’, il s'agit de la mutuelle
indépendance.

Soit (Xi)ren+ une suite de variables aléatoires discretes.
On dit que la suite (Xk)ken+ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes lorsque,
pour tout n € N7, les variables aléatoires Xi, X5, ..., X, sont mutuellement indépendantes.

® METHODE 3 & Des méthodes classiques...

1. Pour montrer que deux variables aléatoires ne sont pas indépendantes : il suffit de trouver un contre-exemple. En
particulier, on peut essayer de trouver (x,y) € X(Q) x Y(Q) tel que P([X = x]N[Y = y]) = 0 et P([X = x]) +
0, P([Y =y]) #0.

2. Pour déterminer la loi de X = Y ou [X — Y|, on utilise la FPT (avec ([X = x])xex(m ou ([Y = y])yey(o) comme sce)
puis :

X Attention !
Pour P([X+Y = z]), on obtiendra
la somme des P([X = x]N[Y =

z—x]) : cette probabilité est nulle
des que z — x ¢ Y(Q)...

e soit on connalt la lot jointe,

e soit on connalt une loi conditionnelle associée avec la bonne loi marginale,
e soit X et Y sont indépendantes et on connalt leur lot.

3. Pour la loi de min(X, Y) si X et Y sont indépendantes et quon connatt leur loi : wRéflexe !
4 Pour tous réels x, y,z:
X =z

P(min(X,Y) = 7)) = P(X=27n[y>7]) y>z

_ IP([X > Z]) . ]P([Y > ZD) indépendance de X et YV

min(x, y) = z < {
J on connait les lois de X et Y

X<z
y<z

max(x, y) < z < {

Puis, si nécessaire, on retrouve P([min(X, Y) = Z])...
4. Pour la loi de max(X, Y) st X et Y sont indépendantes et qu'on connalt leur loi :

P(max(X,Y)<z]) = P(X<Zn[V<2)
= P(X<z) «P(Y<2)

J indépendance de X et Y
J on connatt les lois de X et Y

Remarque
Méthode identique pour
min(Xi, Xa, ..., X,) et
max(X1 B Xz, e Xn) st X1 ) Xz, S X,7
sont indépendantes.

Puis, st nécessaire, on retrouve ]P([max(X, Y) = z])
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| EXempLES 7 I

Les variables aléatoires X et Y introduites dans Exemples 2 - E2 sont-elles indépendantes ?

On avait :
n i n—i it =
X Bn;p) ; Ve Blniq) ; Vij) €N x[2+oo], P(X=qn[Y =) = L A
0 Sii+j#n

Ainsi :

e P(X=0]) =gq" et P([Y =0]) =p", donc P([X =0]) «x P([Y =0]) =p"q" # 0 (car p €]0;1]);

e P(X=0/N[Y=0])=0carn+0
Dol :

P (X

—0]N[Y =0]) + P(IX = 0]) « P([Y = 0])

|Concluslon : les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. |

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi géométrique de parameétre p €0;1].
Déterminons P ([X = Y]).
On a ainsi :

X(Q) =VY(@Q) =N ; VneN, P(X=n])=P(Y=n])=p(1-p)""

D'apres la formule des probabilités totales, avec ([X =
ZIP([X = n]N[X = Y]) est convergente et :

n=1

nUH:N comme systeme complet d'évenements, la série

P(IX = V]) =Y P(X = n]n[X = )
- ; IPUX - Iﬂ nir = ”D / indépendance de X et Y
:Z]P([X n))P(N[Y = n])

n=1

S pH(1=p)"
n=1

/A:/yf'\

2 2\k
=p’)y ((1=p))
k=0
o
=p
PAer
__r
 2p—p?
__P
C2—p
. _ vy P
Conclusion : P([X = Y]) = >
—pP

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi géométrique de paramétre p €0;1].
Notons g =1—p et Z =min(X, Y). On a : Z < 4(1 — g°). Voir QUESTION CLASSIQUE 11.

THEOREME 3 STABILITE DES LOIS BINOMIALES ET LOIS DE PoIssoN

Soient Xj et X, deux variables aléatoires définies sur (Q), A, IP) ainsi que ny,n, € N" et p €]0;1[. On a :

X1 — B(ny; p)
Xo = B(n2; p)
Xi et X; sont indépendantes

= X + X5 = AB(n1 + na p)

Soient X et X, deux variables aléatoires définies sur (Q, A, P) ainsi que A, , € R**. On a :

X1 — egz(/h)
Xo = P(A)
Xi et X, sont indépendantes

= X1+ X, > Z(M + 4)

*
DEMONSTRATION :

T1. Afaire en exercice, en utilisant la formule de Vandermonde qui suit. Pour tous k, m, n € N tels que k < m + n, on
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Vx € R, Vm €N,

(Xm)Z — XZm _ (XZJm



https://jeremylegendre.fr/wp-content/uploads/Questions-classiques.pdf

()-8

T2. Voir QUESTION CLASSIQUE 27. .

Et st clest vral pour deux, c'est vrat pour n.. A condition de pouvoir conserver l'indépendance, et ca, cest l'affaire du
lemme suivant :

LEMME 1 DES COALITIONS

Cas particulier, de deux variables aléatoires. Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors
toute variable aléatoire fonction de X est indépendante de toute variable aléatoire fonction de Y.

Cas général, de n variables aléatoires. Soient n € [[2;+oo[ et Xi, X5, ..., X, des variables aléatoires
discretes.
St les variables aléatoires Xi, X2, ..., X, sont indépendantes, alors pour tout p € [1;n — 1], toute variable
aléatoire fonction des Xj, ..., X, est indépendante de toute variable aléatoire fonction des Xos1, - Xp.

Conséquence :

THEOREME 4 STABILITE DES LOIS BINOMIALES ET LOIS DE PoissoN

A retenir...

Soient (Xi)ken+ une suite de variables aléatoires définies sur (), A, IP) ainsi que (ng)ren+ une suite Cas particulier si les nx = 1,
on retrouve que la somme de n

d'entiers de N* et p E]O; 1[ Ona: 4 VA indépendantes suivant la lot
PB(p) est une VA qui suit la lot

Vk € N*, Xy — B(ns; p) }

N N
(Xk)ken+ est une suite de VA indépendantes = YN € [2 +oo], ZXk =7 (Z e P

) B(n; p) . QUESTION CLASSIQUE 28.
k=1 k=1

Soient (Xk)ken+ une suite de variables aléatoires définies sur (Q), A, IP) ainsi que (Ag)ren+ une suite de
réels de R™. On a :

Vk € N, Xp — 2(A) }

(Xk)ken+ est une suite de VA indépendantes

= Vn e [[2;+OO[[, i)(k — P (i)\k)

k=1 k=1

*
DEMONSTRATION :

Yk € N*, X, — B(ng; p)

N
) L ~Montrons : YN € [2; +co, X — B
(Xik)ken+ est une suite de VA indépendantes oo [2: 400l Z L

k=1

T1. Supposons {

N
k=

Zn/\;/)).

1

Procédons par récurrence.
e Initialisation. Pour N = 2. On sait que :
v Xy — AB(n;p)
v Xo = B(nap)
v Xi et X, sont indépendantes
Donc d'apres Théoreme 3 - T1 :
Xi 4+ Xo — B(ny + ny p)

L'initialisation est ainsi vérifiée.
N

o Hérédité. Soit N & [2; +oo[. Supposons ZX* — A

k=1

N N+1
Z/M;p) et montrons ZXA — B

k=1 k=1

N+1
Z IM;[)) .
k=1

Ona:

N+1

N
D Xe=) X+ Xup
k=1 k=1

Or:
N
v/ par hypothese de récurrence, > Xy — B
k=1

.
Z /M;p) )
k=1

V' X = B(nng; p),

v les variables aléatoires X, ..., Xy, Xn+1 sont indépendantes, donc par lemme des coalitions, les variables
aléatoires Xj + ... + Xy et Xy, sont également indépendantes.
N

Ainsi, d'apres Théoreme 3 - T1, la variable aléatoire Z X + Xy suit la lot A
k=1

N+1
E N, p -
k=1
['hérédité est ainsi établie.

N N
i / Z 1
Conclusion : YN € [2; +o0], ZX* — R Z nep |- Important !
—1 1 Le lemme des coalitions permet
. . B B de généraliser, par récurrence, la
T2. On procede de la méme facon. + || stabilité d'une loi dans le cas de
4 2 VA aux cas de n VA,
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Il EspeEraNncE DE f(X,Y)

THEOREME 5 DE TRANSFERT

Soit f une fonction définie sur X(Q) x Y(Q).

La variable aléatoire f(X, Y) admet une espérance si, et seulement si, la série double Z f(x, y)IP([X =
(xy)eX(Q)xY(Q)

x]N[Y = g]) est absolument convergente et dans ce cas, E(f(X, Y)) est la somme de cette série.

PROPRIETE 3 LINEARITE DE L'ESPERANCE

Soit n € [2;4o00o[. St les variables aléatoires Xj, X, ..., X, admettent toutes une espérance, alors, pour tous
M, A2, ..., Ay, la variable aléatoire A1 Xy + A2 X5 + ... + A, X, admet une espérance et :

Z A X
k=1

E

=) AEX)
k=1

*
DEMONSTRATION : St on devait la démontrer, on le ferait en trois temps :
e on sait déja que st X admet une espérance, alors pour tout A € R, AX admet une espérance et E(AX) = AE(X);

e ensuite, on démontrerait le résultat dans le cas d'une somme de deux variables aléatoires en utilisant le théoréme
de transfert et le théoréme 1;

e puis on obtiendrait le résultat voulu par récurrence.

i

PROPRIETES 4 CROISSANCE DE L'ESPERANCE

Ywe Q, X(w) =0 (ouP(X>0]) =1)

,
X admet une espérance

1

=
Ywe Q, X(w) < Y(w) (ouP(X<VY])=1)
X et Y admettent une espérance

*
DEMONSTRATION :

P1. Supposons que P([X > 0]) =1 et que X admet une espérance.

Puisque X admet une espérance, la série Z XIP([X = X]) est absolument convergente et :
XEX(Q)

EX) = > xP(X=x]

S J P(X > 0]) =1, donc six < 0, alors P([X =]) =0

P2. On applique le point précédent a la variable aléatoire Z = Y — X, avec la linéarité de l'espérance..

+
PROPRIETES 5 ESPERANCE D’'UN PRODUIT DE VA INDEPENDANTES

St X et Y admettent une espérance et sont indépendantes, alors la variable aléatoire XY admet une
espérance et E(X'Y) = E(X)E(Y).

St (Xi)ken+ est une suite de variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors pour tout

%

k=1

n
n € N*, la variable aléatoire |_|Xk admet une espérance et E
k=1

*
DEMONSTRATION : Le théoréme de transfert et le théoréme 1 permettent de démontrer P1, puis on en déduit P2 par
récurrence, en utilisant le lemme des coalitions. N

EXEMPLES 8

Soit p €]0;1[. On considére une variable aléatoire X dont la loi est donnée par :
XQ={-11; P(X=1])=p; P(X==1])=1-p
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Important !
Cas particulier : sous réserve de
convergence absolue, on a :
EXY)=) _xyP(X =Y =y

X € X(Q)
yEeYQ

Remarque

Je traite ce cas, car le cas "Vw €
Q, X(w) = 0" est inclus dans le
cas P([X >0]) = 1..

Utile...
La contraposée peut servir pour
montrer que deux variables aléa-
toires ne sont pas indépendantes !

n
_ |_| E(Xp). X Attention !
i * La réciproque est fausse !




Pour n € N*, on considére Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes ayant toutes la méme loi que X et on
n

pose Y, = |_|Xk. Déterminons lespérance de Y, puis déduisons-en la loi de V).
k=1
e Puisque X(Q) est fini, la variable aléatoire X admet une espérance et :

E(X) = —1P([X = =1]) + 1P([X = 1])
=2p—1

Remarque

On pourrait justifier que Y, admet
une espérance car Y,(Q) est fini,
puisque Y,(Q) C {—1;1}.

e les variables aléatoires Xj, ..., X, admettent une espérance et sont indépendantes, donc Y, admet une espé-
rance et :

o

J X1, ..., X, ont méme lot que X

e On a, pour tout k € N*, X, (Q) = {—1;1}. Dot :
Y,,(Q) - {71? 1}

On a ainst :
P([Y, =1+ P([Y, =1]) =1

Et d'apres le point précédent E(Y,,) = (2p — 1)"; autrement dit :

“P([Y, = 1) + P([Y, = 1]) = 2p — 1)’

1+ @2p—1)"

1 =02p=T)
> =—

Conclusion : P([Y, = 1]) = :

et P([Y, = —1))

Soient Xj, X3, X5 trois variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli de parametre p €]0;1].
On pose Y = X1 .X; et Z = X;X5. Montrons que Y et Z ne sont pas indépendantes.

e Puisque X; et X, admettent une espérance et sont indépendantes, la variable aléatoire Y admet une espérance
et:

e De méme, Z admet une espérance et E(Z) = p.

e Ensuite, on a:

A retenir...
YZ = Xi X3 X5

J X5 — PB(p), donc X5 = X5 4 X — Bp) = X=X
= X1 X5 -

Or X, X5, X5 admettent une espérance et sont indépendantes, donc la variable aléatoire Y/ admet une
espérance et :

E(YZ) = E(X\)EQG)ENX)

= /)J
Puisque p#0 et p+1,0na p’ # p* Ainsi :

E(YZ) + E(Y)E(2)

|Conclusion : les variables aléatoires Y et Z ne sont pas indépendantes. |

On choisit au hasard et de facon équiprobable un point dans le plan parmi les points de coordonnées (0; 1),
(1;0), (—1,0) et (0; —=1). On note X la variable aléatoire égale a l'abscisse du point et ¥ son ordonnée.

e Donnons la loi de X et celle de Y puis leur espérance.

* Par équiprobabilité, on obtient :

Puisque X(Q) est fini, la variable aléatoire X admet une espérance et on trouve :
E(X)=0

* On trouve les mémes résultats pour Y.

e Que dire de la variable aléatoire XY ?
Peu importe le point choisi, le produit de son abscisse et de son ordonnée vaut toujours 0.
Conclusion : la variable aléatoire XY suit la loi certaine égale a 0.
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e Montrons que les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

Ona:
* P(X=0]) =2 et P(Y =0]) =
2 2
* P((X=0/n[Y=0])=0
Dot :
P(X = 0]n[Y = 0) # P(IX = 0]) « B(Y = 0]
Conclusion : les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

Qu'avons-nous ainsi mis en évidence?
Nous avons mis en évidence le fait que la réciproque de Propriétés 5 - P1 est fausse. En effet, dans ce qui précede,
on a E(XY) =0 = E(X)E(Y) et pourtant les variables aloato ires X et Y ne sont pas indépendantes.

V' COVARIANCE D'UN COUPLE

COVARIANCE

DEFINITION 7

La covariance du couple (X, Y) est le réel, noté Cov(X, Y), défini par (si existence) :

Cov(X, V) = E((X —EX) (Y - E(Y)))

St X et Y admettent un moment d'ordre 2, alors XY admet une espérance.

*
DEMONSTRATION :
e Résultat préliminaire. Montrons :
2442
a’+b
Va,b € R, |ab| < >
Soient a, b € R. Travaillons par équivalences. On a :
a’+ b’ a’ + b? a’ + b?
lab| < - <ab < >
= —d’— b’ <2ab<a’+ b’
e —a’—b*>—2ab<0< a’+ b>—2ab
& —(a+b)’ <0< (a— b
Ce dernier résultat est vrai. Par equualen(es le premier l'est également.
a’ + b?
Conclusion : Va,b € R, |ab| <
e Ensuite, d'aprés le théoreme de transfert :
XY admet une espérance si, et seulement si, la série double Z xyP([X = x]N[Y = y]) est absolu-
X yEXQxY(Q)
ment convergente
* Or, d'apres le résultat préliminaire :
X2+ yz

Y(x, y) € X(Q) x

M), byl <5
Do
)

yl)

V(x.y) € X(QDY(Q), 0 < [xg[P(IX = MY = g]) < 5 (VR(X = Y = g]) +4?P(1X = ¥ =

Y XP(X =xNn[Y = > yP(X

(Y)EX(Q)x Y(Q) (y)EX(Q)x Y(Q)

=x|N[Y =

* Démontrons que les séries doubles g]) et

sont convergentes.

x Soit x € X(Q). D'apres la formule des probabilités totales, avec ([Y = g])yey(m comme systeme
complet d'évenements, la série Z P([X =x]N[Y = y]) est convergente et :
yevy(Q)
P([X =x]) = Z P (X =x]N[Y =y))

yevy(Q)
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Remarque
+ Cov(X, X) = V(X)

X Attention !
St X et Y sont indépendantes,
l'existence de leur espérance suffit
a lexistence de l'espérance de
XY. St elles ne sont pas indé-
pendantes, il est possible que XY
n‘ait pas d'espérance méme si X
et Y en ont une. On peut aisé-
ment trouver un exemple dans le
cas ol X = Y.

o




Dol :
Vx € X(Q), Y XP(X=xn[Y =y]) = ¥P(X =x])
yeY(Q)

Or X admet un moment d'ordre 2, donc la série Z XZIP([X = x]) est convergente.
xeX(Q)
Par conséquent, d'apres le théoreme 1, la série double Z X’P([X = x]JN[Y = y]) est convergente.
(L YEXQ)xY(Q)
x De la méme fagon, on démontre la convergence de la série double Z YR (X =x]n[Y = y]).
(L YEXQ)x Y(Q)

Par critére de comparaison sur les séries doubles a terme général positif, la série double Z Ixy|P([X =
(y)EX(Q)x V(@)

x]N[Y = y]) est convergente.

Conclusion : XY admet une espérance.

]

THEOREME 6 CONDITION SUFFISANTE D'EXISTENCE DE LA COVARIANCE

St les variables aléatoires X et Y admettent un moment d'ordre 2, alors Cov(X, Y) existe.

*
rDéMONSTRATION . Supposons que X et Y admettent un moment d'ordre 2. On a déja :
(X —EX)) (Y —E(Y)) = XY —E(X)Y — E(Y)X + E(X)E(Y)
Or :
e X et Y admettent un moment d'ordre 2, donc d'apres le lemme précédent, XY admet une espérance;
e X et Y admettent un moment d'ordre 2, donc elles admettent une espérance;

e la variable aléatoire E(X)E(Y) est constante, donc elle admet une espérance.

Par conséquent, (X — E(X)) (Y — E(Y)) est une combinaison linéaire de variables aléatoires admettant une espérance.
Conclusion : (X - E(X)) ( Y — E(Y)) admet une espérance, autrement dit, Cov(X, Y) existe. J
*

En pratique, on utilisera assez peu la définition 7, mais plutot la formule qui suit :

PROPRIETE 6 FormULE DE KOENIG-HUYGENS

Remarque
Si les variables aléatoires X et Y admettent un moment d'ordre 2, alors : Dans le cas X =Y, on retrouve
la formule de KH sur la variance.

Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

*
DEMONSTRATION : Supposons que X et Y admettent un moment d'ordre 2. Dans ce cas Cov(X, Y) existe et :

J linéarité de l'espérance, licite car XY, X et Y

admettent une espérance (hypothese + lemme 2)

E
— E(XY —E(X)Y —E(X)Y + E(X)E(Y))
E X)E(Y) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
E

E
E
]

Soient X, Y, X;, X5, Y7, Y5 des variables aléatoires admettant un moment d'ordre 2.

P1| Cov(X,X) =V(X)

[P2| Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (symétrie)
YA, b € R, Cov(hX; + 41X, Y) = A Cov(X;, V) + ACov(Xo, Y) (lindarité & gauche)
YA, A € R, Cov(X, A Vi + A2 Ya) = 4 Cov(X, Y1) + LCov(X, Ya) (linéarité & droite)
Ya € R, Cov(X,a) =0 - X Attention !
La réciproque de P,6 est faussg...
Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X, Y) = 0. {( Mats la contraposée peut serir

pour montrer que deux variables
aléatoires ne sont pas indépen-
dantes !

*
rDéMONSTRATION :
P1. Immédiat par définition de Cov(X, X) et V(X).
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P2.
P3.

Immédiat par définition de Cov(X, Y) et Cov(Y, X).

Sotent A1, 4, € R.

On sait que Xj et X, admettent un moment d'ordre 2, donc A1 X; + A, X, également. Et on sait que Y admet un
moment d'ordre 2.

Par conséquent, Cov(A1 X7 + 4, X5, Y) existe et d'apres la formule de Koenig-Huygens :

Cov(MXi + AXY) = E((MX1 + 1X)Y) — E( X + LX)E(Y)
=EMX1Y + LXoY) — (MEX) + ALE(X) ) E(Y)
= ME(X1Y) + LE(XY) — ME(X)E(Y) — LEXG)E(Y)
= A4 Cov(X7, Y) + A,Cov(X3, Y)

J linéarité de l'espérance, licite car toutes existent)

J formule de Koenig-Huygens

P4. Immédiat, par symétrie et linéarité a gauche de la covariance.
P5. Soita € R.Ona:
Cov(X, a) = E((X — E(X)(a — a)))
=0
P6. D'apres la formule de Koenig-Huygens :

Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
= E(X)E(Y) — E(X)E(Y)
—0

J indépendance de X et YV

+

PROPRIETES 8 VARIANCE D'UNE SOMME

St X et Y admettent une variance, alors X + Y admet une variance et :
V(X +Y) = V(X) 4+ V(Y) + 2Cov(X, Y)
St X et Y admettent une variance et sont indépendantes, alors X + Y admet une variance et : V(X +Y) =
V(X) 4+ V(Y).

St (Xk)ken+ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes admettant une variance,

Y Xl =) VX))
k=1

k=1

n
alors pour tout n € N*, ZXk admet une variance et : V
k=1

*
DEMONSTRATION :

P1. Supposons que X et Y admettent une variance. Ainsi, X et Y admettent un moment d'ordre 2, et donc X + Y

également.
Par conséquent, X 4+ Y admet une variance et :

VX + V) = Cov(X + Y, X + V)
— Cov(X, X + Y) + Cov(V, X + Y)
— Cov(X, X) + Cov(X, Y) + Cov(Y, X) + Cov(Y, V)
= V(X) + V(Y) + 2Cov(X, V)

linéarité a gauche de la covariance

J linéarité a droite de la covariance
J symétrie de la covariance

Immeédiat d'apres P1 et Propriétés 7 - P6.

Supposons que (Xg)ken- est une suite de variables aléatoires indépendantes admettant une variance. Procédons
par récurrence.

e Initialisation. Pour n =1 : rien a faire.
n

e Hérédité. Soit n € N*. Supposons Z X admet une variance et V

n

Z V(Xy)'; et montrons

k=1 k=1 k=1

n+1 n+1 n+1
> X, admet une variance et V > X | = > V(X)"
k=1 k=1 k=1
Ona:

n+1 n

§ X = g Xie 4 Xos

k=1 k=1
Or:

n

v/ par hypothese de récurrence, > X, admet une variance,
k=1

v X,,1 admet une variance,
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= Rappel...
La somme de VA admettant un
moment d'ordre r admet égale-
ment un moment d'ordre r. Immé-
diat en utilisant :

Va,b € R, [(a+b)| < o'+ b

(avec formule du bindme...).

linéarité de l'espérance, licite car E(X1) et E(X2) existent

— Confusion d’objets | —

Ici, a désigne la VA constante
égale a a.

4

= Rappel...

St X admet une variance, alors
pour tous @, b € R, aX + b admet
une variance et

V(aX + b) = a*V(X)

= Pour info...

Il existe une formule donnant la
variance d'une somme de n VA
non nécessairement indépen-

dantes : QUESTION CLASSIQUE 29.

Remarque
St on initialise a n = 2, clest
alors P2...



https://jeremylegendre.fr/wp-content/uploads/Questions-classiques.pdf

v les variables aléatoires X, ..., X, X, 41 sont indépendantes, donc par lemme des coalitions, les variables
aléatoires Xj + ... + X, et X1 sont également indépendantes.
n
Ainsi, d'aprés P2, la variable aléatoire ZX,\ + X,,1 admet une variance et :
k=1

n
> X+ Xost
k=1

% =V + V(Xp11)

> X
k=1

Par conséquent :

J hypothese de récurrence

['hérédité est ainsi établie.

)_Xi

k=1

n
Conclusion : pour tout n € N, > X admet une variance et : V
k=1

PROPRIETE 9

INEGALITE DE CAUCHY-ScHWARZ (HP)

Si X et Y admettent un moment d'ordre 2, alors :

(Cov(X, ¥))* < V(X)V(Y)

*
DEMONSTRATION : QUESTION CLASSIQUE 30

Pour terminer, le coefficient de corrélation linéaire et son interprétation :

]

DEFINITION 8 COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE

Soient X et Y deux variables aléatoires admettant une variance non nulle.
Le coefficient de corrélation linéaire du couple (X, Y) est le réel, noté p(X, Y), défini par :
Cov(X,Y)

A = S Xa(y)

ol g(X) et a(Y) désignent les écarts-types respectifs de X et Y.

Soient X et Y deux variables aléatoires admettent une variance non nulle.
—1<pX,Y) <1

e p(X,Y) =1 si et seulement si, l'une des variables aléatoires est presque-siirement fonction affine
strictement croissante de l'autre;

e p(X,Y)=—1si et seulement si, lune des variables aléatoires est presque-siirement fonction affine
strictement décroissante de l'autre.

ProPRIETES 10 INTERPRETATION DU COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE

*
DEMONSTRATION :

P1. Découle immédiatement de l'inéqgalité de Cauchy-Schwarz...
P2. Supposons que X et Y admettent une variance non nulle.

e Remarquons déja que :
Y est presque-slirement fonction affine de X si, et seulement si, X est presque-siirement fonction affine de Y.

En effet, raisonnons par double implication :

Supposons que Y est presque-siirement fonction affine de X, alors il existe deux réels a, b, que l'on
consideére ensuite, tels que P([Y = aX + b]) = 1.
Montrons que a < 0. Raisonnons par l'absurde et supposons a = 0.
Dans ce cas :
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= Rappel... ——
{000 = WIX)

Remarque
Mx, Y) = p(¥.X)

Remarque

Il est indispensable d'avoir tra-
vaillé la démonstration précédente
pour comprendre celle-ci...



https://jeremylegendre.fr/wp-content/uploads/Questions-classiques.pdf

Autrement dit, la variable aléatoire Y est presque-slirement constante; et donc de variance nulle : ce
qui contredit l'hypothése initiale. Par conséquent : a # 0.

On obtient alors : ’ b
a a

La variable aléatoire X est donc presque-stirement fonction affine de Y.
De la méme fagon, ou par symétrie des roles de X et Y.

Dans la suite, établissons donc les résultats dans le cas de Y fonction affine de X.
e Ensuite :

PX, V)| =1 < p(X, V) =
(Cov(X, Y) )2 _
a(X)a(Y)
(Cov(X, V)"
V(X)V(Y) J V(X) et V(Y) sont non nulles
— (Cov(X, V)" = V(X)V(Y)
Par conséquent :
|p(X, Y)| =1 si, et seulement si, il y a éqgalité dans l'inéqgalité de Cauchy-Schwarz
si, et seulement si, le discriminant de t —— V(tX + Y) est nul (voir démo précédente)
si, et seulement si, t — V(tX + Y) possede une unique racine
si, et seulement si, il existe un unique réel o tel que V(aX +Y) =0

si, et seulement si, il existe un unique réel o tel que la variable aléatoire aX + Y est
presque-slirement constante

si, et seulement si : Jla, b €R |/ IP([aX +Y= b]) =
si, et seulement si : Jla,b € R/ ]P([Y =aX + b]) =1

- . . L ) — Peut étre utile... —
Considérons ensuite deux tels réels a et b. On a ainsi, d'apres la formule de Koenig-Huygens :

P(X = Y]) = 1= EX) =E(Y)
Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

)

— E(X(aX + b)) — E(X)E(aX + b)
= 0E(X?) + bE(X) — (X) — bE(X)
— a(E(X) —E(X)?)
= aV(X)

P(|Y = aX + b)) =

J linéarité de l'espérance

J formule de Koenig-Huygens
Et ainsi :
aV(X)
a(X)a(Y)
Enfin, puisque V(X) > 0, o(X) > 0 et g(¥) > 0, on obtient que p(X, Y) est du signe de a.

pX.Y) =

Conclusion : |p(X, Y)| = 1 si, et seulement si, l'une des variables aléatoires est presque-siirement fonction affine
de l'autre; et, dans ce cas, le coefficient dominant de la fonction affine est du signe de p(X, Y).
]

EXEMPLE 9

En reprenant les variables aléatoires X et Y de Exemples 9 - E2, on a:

Vocabulaire
Sip(X,Y) = 0(cad st
e E(XY) = 0 et E(X) = E(Y) = 0, donc par formule de Koenig-Huygens : Cov(X,Y) = 0. Les variables | Cov(X,Y) = 0), on dit que X

; . v et Y sont non corrélées.
aléatoires x et Y sont non corrélées. ATTENTION -

e les variables X et Y ne sont pas indépendantes. indépendantes = non corrélées

La réciproque est fausse !

| Conclusion : les variables aléatoires X et Y sont non corrélées, mais ne sont pas indépendantes !
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