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ApplicationsInjections, surjections, bijections

Introduction...

Alors que la notion de fonction est apparue au XVIIème siècle, celle d’application (même si les deux sont extrêmement proches) est arrivée en mêmetemps que la théorie des ensembles, dans la deuxième moitié du XIXème siècle.Ce chapitre fait donc suite au chapitre sur les ensembles. Nous allons donc, dans le cadre général, donner des définitions et quelques propriétés surles applications entre ensemble. Ces outils serviront ensuite essentiellement dans les cas suivants :
• cas où les ensembles de départ et d’arrivée de l’application sont des ensembles de réels → c’est l’étude des fonctions menée depuis longtempsmaintenant...
• cas où les ensembles de départ et d’arrivée seront des espaces vectoriels → cela nous mènera à l’étude des applications linéaires.
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Pour bien démarrer...
1. Vocabulaire :Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Dans l’écriture f (x) = y :

• x est un antécédent de y par f
• y est l’image de x par f

2. Résoudre l’équation 2x
x − 1 = 1 d’inconnue x ∈ R \ {1}.Soit x ∈ R \ {1}. On a : 2x

x − 1 = 1 ⇐⇒ 2x
x − 1 − 1 = 0

⇐⇒ 2x − (x − 1)
x − 1 = 0

⇐⇒ x + 1
x − 1 = 0

x ̸= 1, donc x − 1 ̸= 0
⇐⇒ x + 1 = 0
⇐⇒ x = −1

3. Résoudre l’équation 2x
x − 1 = 2 d’inconnue x ∈ R \ {1}.Soit x ∈ R \ {1}. On a : 2x

x − 1 = 2 ⇐⇒ 2x
x − 1 − 2 = 0

⇐⇒ 2x − 2(x − 1)
x − 1 = 0

⇐⇒ 2
x − 1 = 0

x ̸= 1, donc x − 1 ̸= 0
⇐⇒ 2 = 0 : impossible

Conclusion : l’équation 2x
x − 1 = 2 n’a pas de solution dans R \ {1}.

Chapitre 4 - Page 2/7



Si certains éléments de E n’ontpas d’image par f : f est unefonction. Dans ce cas, le sous-ensemble Df des éléments de
E qui ont une image, est appelé
ensemble de définition de f . Etainsi : f : Df → F est uneapplication... Bref, si on donne uneapplication inutile de se soucierde son ensemble de définition !

En gros...

Définitions 1 Fonction et application

Soient E et F deux ensembles.
D1 Une fonction de E dans F est un procédé qui, à tout élément de E , associe au plus un élément dans F .
D2 Une application de E dans F est un procédé qui, à tout élément de E , associe exactement un élémentdans F .
D3 E est l’ensemble de départ et F l’ensemble d’arrivée.
D4 Soient (x, y) ∈ E × F . Si f (x) existe et que f (x) = y, on dit que :

• y est l’image de x par f ,
• x est un antécédent de y par f .

Exemples 1

E1
f : R −→ R

x 7−→ 1
x

est une fonction car 0 n’a pas d’image par f ; autrement dit, f n’est pas définie sur R.
E2

f : R∗ −→ R

x 7−→ 1
x

est une application car tout élément de R∗ possède une image par f ; autrement dit, f

est bien définie sur R∗ .
E3 f : E −→ E

x 7−→ x est l’application identité de E , notée idE

L’amalgame a souvent été faitjusqu’à présent entre fonction etapplication ; et nous le ferons biensouvent aussi en dehors de cechapitre...

Remarque

Définition 2 Image directe

Soient f : E → F une application et A un sous-ensemble de E .L’image directe de A, notée f (A), est l’ensemble {y ∈ F / ∃x ∈ A / y = f (x)} = {f (x), x ∈ A}.
Exemples 2

E1 Considérons f : x ∈ R 7−→ x2 et A = [3; 4[ et B = [−1; 2]. On a : f (A) = [9; 16] et f (B) = [0; 4].
Il ne suffit pas de calculer lesimages des bornes de l’intervalle...De façon générale, la connais-sance du tableau de variationsd’une fonction permet d’obtenirune image directe. S’aider de lacourbe de la fonction carrée ici sibesoin...

✘ Attention !

E2 exp(R) = R+∗ ; ln ([1; +∞[) = [0; +∞[
Définitions 3 Surjection, injection, bijection

Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F .
D1 L’application f est surjective de E dans F lorsque tout élément de F admet au moins un antécédent par

f dans E :
∀y ∈ F, ∃x ∈ E / y = f (x)

D2 L’application f est injective de E dans F lorsque tout élément de F admet au plus un antécédent par fdans E ; autrement dit, si un élément de F a un antécédent, il n’en a qu’un seul :
∀x, x ′ ∈ E,

(
f (x) = f (x ′) → x = x ′)

Par contraposée, f est injective lorsque deux antécédents différents fournissent des images différentes :
∀x, x ′ ∈ E,

(
x ̸= x ′ → f (x) ̸= f (x ′))

D3 L’application f est bijective de E dans F lorsque tout élément de F admet un et un seul antécédent par
f dans E ; autrement dit, lorsque f est injective et surjective :

∀y ∈ F, ∃!x ∈ E / y = f (x)
D4 Si f est bijective, on note, pour tout y ∈ F , f −1(y) l’unique antécédent de y par f .On définit ainsi l’application réciproque (ou bijection réciproque) par :

f −1 : F −→ E
y 7−→ f −1(y)

Les définitions quantifiées four-nissent les méthodes de rédac-tion...
☞ Pour info...

Si f est bijective de E dans F ,alors pour tous x ∈ E et y ∈ F :
y = f (x) ⇐⇒ x = f−1(y)
À retenir...

P2 est fausse si le repère n’estpas orthonormé !
✘ Attention !
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Propriétés 1

Soient E et F deux ensembles et f : E → F une application.
P1 Si f est bijective de E dans F , alors f −1 est bijective de F dans E .
P2 Si E et F sont deux ensembles finis et que f est bijective, alors Card(E ) = Card(F ).
P3 Si E et F sont des sous-ensembles de R et que f est bijective de E dans F , alors les courbes représentativesde f et f −1 , tracées dans un repère orthonormé, sont symétriques l’une de l’autre par rapport à la droited’équation y = x .

⋆ Démonstration :
P1. Découle de la définition de bijection...
P2. Découle de la définition de bijection...
P3. Découle essentiellement du fait que y = f (x) ⇐⇒ x = f −1(y). Ainsi, si (x, y) ∈ Cf , alors (y, x) ∈ Cf−1 ... ⋆

Exemples 3

E1 Toute application f : E → F est surjective de E dans f (E ).
E2 L’application f : {a; b; c; d; e} → {1; 2; 3} définie par le schéma suivant :

• est surjective car tout élément de l’ensemble d’arrivée possède au moins un antécédent par f dans l’ensemblede départ ;
• n’est pas injective car 2 possède deux antécédents différents : b et e.

a
b
c
d
e

1
2
3

E3 Définissons des applications (de la gauche vers la droite), via des flèches sur les schémas, afin qu’elles
répondent aux critères donnés :

ni surjective, ni injective
a

b
c

d

1234

injective, non surjective
a

b

c

1234

surjective, non injective
a

b
c

d

1
2
3

bijective
a

b
c

d

1234
Complétons les justifications manquantes ci-dessous :

Nous ne démontrerons pas ici lesrésultats énoncés... En revanche,nous nous entrainerons sur desexercices.
Pour une fois...

E4 L’application f : R −→ R+
x 7−→ x2 n’est pas injective car 1 possède deux antécédents différents dans R par

f : −1 et 1. Bien évidemment, il y a d’autresexemples possibles...
Remarque

E5 L’application f : R −→ R
x 7−→ x2 n’est pas surjective car −1 n’a pas d’antécédent dans R par f .

E6 L’application f : R −→ R
x 7−→ exp(x) n’est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent dans R par f .

E7 L’application f : R −→ R+
x 7−→ |x| n’est pas injective car 1 possède deux antécédent dans R par f : −1 et 1.

♣ Méthode 1 ♣ Pour démontrer que f est bijective de E dans F et déterminer f −1 :on résout, pour tout y ∈ F , l’équation f (x) = y d’inconnue x ∈ E .On trouvera alors x = f −1(y).
On met en place cette méthodeseulement si l’énoncé demandede déterminer l’expression de
f−1 . Si l’énoncé dit simplement"Démontrer que f est bijective de
I dans...", alors on utilisera trèssouvent le théorème de bijection(qui sera vu dans le chapitre surla continuité).

✘ Attention !

Exemples 4

E1 L’application f : x 7−→ x + 1 est bijective de R dans R et, pour tout y ∈ R, f −1(y) = y − 1.
E2 Considérons l’application f définie sur R \ {1} par :

∀x ∈ R \ {1}, f (x) = 2x
x − 1Démontrons que f est bijective de R \ {1} dans R \ {2} et déterminons l’expression de f −1 .
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Soit y ∈ R \ {2}. Résolvons l’équation f (x) = y d’inconnue x ∈ R \ {1}.Soit x ∈ R \ {1}. On a :

Si l’énoncé ne donne pas l’en-semble d’arrivée, la méthodeexposée est un peu plus délicatecar il faut alors procéder, dansla résolution, à des disjonctionsde cas sur y. Pour éviter cela, onpeut faire une rapide étude defonctions de f pour déterminer
f (E ) (E est l’ensemble de départ)et donc prendre y ∈ f (E ) ensuite.

♥ Conseil du chef ♥

f (x) = y ⇐⇒ 2x
x − 1 = y

x ̸= 1, donc x − 1 ̸= 0
⇐⇒ 2x = y(x − 1)
⇐⇒ 2x = yx − y
⇐⇒ (2 − y)x = −y

y ̸= 2, donc 2 − y ̸= 0
⇐⇒ x = −y2 − y

⇐⇒ x = y
y − 2

Conclusion : f est bijective de R \ {1} dans R \ {2} et :
f −1 : R \ {2} −→ R \ {1}

y 7−→ y
y − 2

Tout réel y de l’ensemble d’arri-vée possède bien un et un seulantécédent par f dans l’ensemblede départ : f est donc bijective.
Pourquoi ?

Pour terminer, trois propriétés classiques et parfois utiles :

Il faut vérifier les deux compo-sées !En effet, si on considère
f : R −→ R+

x 7−→ x2 et
g : R+ −→ R

x 7−→
√

x , ona bien f ◦ g = idR+ et pourtant
g ◦ f ̸= idR !

✘ Attention !
Propriétés 2

Soient f : E → F et g : F → G deux applications.
P1 Si f est bijective de E dans F , alors : f −1 ◦ f = idE ; f ◦ f −1 = idF

P2 f est bijective de E dans F si, et seulement si, il existe une application f̃ : F → E telle que f̃ ◦ f = idEet f ◦ f̃ = idF .Dans ce cas, l’application f̃ est unique et donc égale à f −1 .
P3 Si f est bijective de E dans F et g bijective de F dans G , alors g ◦ f est bijective de E dans G et :(

g ◦ f
)−1 = f −1 ◦ g−1

⋆ Démonstration :
P1. Supposons que f est bijective.

• Soit x ∈ E . Notons y = f (x). On a ainsi : (
f −1 ◦ f

)(x) = f −1(y)
Mais comme f est bijective, f −1(y) = x , et ainsi :(

f −1 ◦ f
)(x) = x

Autrement dit :
f −1 ◦ f = idE

• Soit y ∈ F . Puisque f est bijective de E dans F , il existe alors un unique x ∈ E tel que y = f (x), c’est àdire tel que x = f −1(y). Ainsi : (
f ◦ f −1)(y) = f (x) = yAutrement dit : f ◦ f −1 = idF

P2. En deux temps :
• L’équivalence, par double-implication :

⇒ Si f est bijective de E dans F , alors l’application f −1 : F → E convient d’après P1.
⇐ Supposons qu’il existe une application f̃ : F → E telle que f̃ ◦ f = idE et f ◦ f̃ = idF .

✱ Montrons que f est injective. Soient x, x ′ ∈ E . Supposons que f (x) = f (x ′). Montrons alors que
x = x ′ .Puisque f (x) = f (x ′), en appliquant la fonction f̃ , on obtient :(

f̃ ◦ f
)(x) = (

f̃ ◦ f
)(x ′)

Mais f̃ ◦ f = idE , d’où :
x = x ′

Par conséquent, f est injective. Pour l’injectivité, on a seulementutilisé f̃ ◦ f = idE ...
Remarque
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✱ Montrons que f est surjective. Soit y ∈ F . Montrons qu’il existe x ∈ E tel que y = f (x).Puisque y ∈ F , f̃ (y) ∈ E . Posons alors x = f̃ (y) et vérifions que ce x convient :
f (x) = (

f ◦ f̃
)(y)

Mais f ◦ f̃ = idF , d’où :
f (x) = yPar conséquent, f est surjective. Pour la surjectivité, on a seule-ment utilisé f ◦ f̃ = idF ...

Remarque

Conclusion : f est bijective.
• Montrons maintenant l’unicité de f̃ .Supposons qu’il existe deux applications f̃1 et f̃2 , de F dans E , que l’on considère ensuite, telles que f̃1◦f = idEet f ◦ f̃1 = idF ainsi que f̃2 ◦ f = idE et f ◦ f̃2 = idF .On a ainsi :

f ◦ f̃1 = f ◦ f̃2En composant par f̃1 , on obtient :
f̃1 ◦ f ◦ f̃1 = f̃1 ◦ f ◦ f̃2Et comme f̃1 ◦ f = idE , il reste : idE ◦ f̃1 = idE ◦ f̃2Autrement dit :

f̃1 = f̃2Ce qui prouve l’unicité de f̃ ; et comme on sait déjà que f −1 convient...
P3. Supposons que f est bijective de E dans F et que g est bijective de F dans G . Les applications f −1 et g−1 sontainsi bien définies et : (

g ◦ f
)

◦
(
f −1 ◦ g−1) = g ◦ f ◦ f −1 ◦ g P1= g ◦ idF ◦ g−1

= g ◦ g−1 P1= idGDe même, on obtient : (
f −1 ◦ g−1) ◦

(
g ◦ f

) = idE

Conclusion : d’après P2, l’application g ◦ f est bijective de E dans G et (
g ◦ f

)−1 = f −1 ◦ g−1 .
⋆

Exemples 5

E1 On retrouve : exp ◦ ln = idR+∗ et ln ◦ exp = idR

E2 Considérons l’application f définie sur [−1; +∞[ par :
∀x ∈ [−1; +∞J, f (x) = x2 + 2x + 2

et l’application g définie sur [1; +∞[ par
∀x ∈ [1; +∞J, g(x) = −1 + √

x − 1
Justifions que les fonctions f ◦g et g◦f sont bien définies sur [1; +∞[ et [−1; +∞[ respectivement, puis déterminons-les. Que peut-on en déduire sur f ?

• ✱ Soit x ∈ [1; +∞[.Dans ce cas, g(x) existe (car g est définie sur [1; +∞[) et :
g(x) = −1 + √

x − 1 √
x − 1 ⩾ 0

⩾ −1
Donc g(x) ∈ [−1; +∞[. Et comme f est définie sur [−1; +∞[, f

(
g(x)) existe.

Conclusion : f ◦ g est définie sur [1; +∞[.

✱ Soit x ∈ [−1; +∞[.Dans ce cas, f (x) existe (car f est définie sur [−1; +∞[) et : J’ai effectué une mise sous formecanonique... On pourrait éga-lement dresser le tableau devariations de f sur [−1; +∞[ : ontrouverait que f est croissantesur [−1; +∞[ et que f (−1) = 1...d’où :
∀x ∈ [−1; +∞[, f (x) ⩾ 1

Remarque

f (x) = x2 + 2x + 2= (x + 1)2 + 1 (x + 1)2 ⩾ 0
⩾ 1

Donc f (x) ∈ [1; +∞[. Et comme g est définie sur [1; +∞[, g
(
f (x)) existe.

Conclusion : g ◦ f est définie sur [−1; +∞[.
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• ✱ Pour tout x ∈ [1; +∞[ :
f ◦ g(x) = g(x)2 + 2g(x) + 2= (−1 + √

x − 1)2 + 2(−1 + √
x − 1) + 2= 1 − 2√

x − 1 + x − 1 − 2 + 2√
x − 1 + 2= x

D’où :
f ◦ g = id[1;+∞[

✱ Pour tout x ∈ [−1; +∞[ :
g ◦ f (x) = −1 + √

f (x) − 1= −1 + √
x2 + 2x + 1= −1 + √(x − 1)2

x ⩾ 1, donc x − 1 ⩾ 0= −1 + (x − 1)= x
∀X ∈ R,

√
X 2 = |X |et :

∀X ∈ R, |X | = {
X si X ⩾ 0
−X si X < 0

∀X ∈ R+,
√

X
2 = X

☞ Rappels...

D’où :
g ◦ f = id[−1;+∞[

• On a :
f ◦ g = id[1;+∞[ ; g ◦ f = id[−1;+∞[

Conclusion : f est bijective de [−1; +∞[ dans [1; +∞[ et f −1 = g.
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