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(CHARTREUX

APPLICATIONS

INJECTIONS, SURJECTIONS, BIJECTIONS

INTRODUCTION...

Alors que la notion de fonction est apparue au XVIIE™ siécle, celle d'application (méme si les deux sont extrémement proches) est arrivée en méme

temps que la théorie des ensembles, dans la deuxiéme moitié du XIX®me siécle.
Ce chapitre fait donc suite au chapitre sur les ensembles. Nous allons donc, dans le cadre général, donner des définitions et quelques propriétés sur

les applications entre ensemble. Ces outils serviront ensuite essentiellement dans les cas suivants :
e cas ol les ensembles de départ et d'arrivée de l'application sont des ensembles de réels — cest ['étude des fonctions menée depuis longtemps
matntenant...
e cas ol les ensembles de départ et d'arrivée seront des espaces vectoriels — cela nous ménera a l'‘étude des applications linéaires.
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POUR BIEN DEMARRER...

1. Vocabulaire :
Soit f une fonction définie sur un intervalle / de R. Dans Uécriture f(x) =y :

e x est un antécédent de y par f
e y est l'image de x par f

2
X1 =1 d'inconnue x € R\ {1}.

Soit x € R\ {1}.On a:

2. Résoudre l'‘équation

x—1 /,\/,*‘W‘domeWT’O

171 11

2
3. Résoudre l'‘équation al

X —
Soit x € R\ {1}. On a:

7= 2 d'inconnue x € R\ {1}.

2x 2x

x —1

0

x—1
2=0 : impossible

11 11

JX#W,(JOM(A 1+0

2
Conclusion : l'équation X1 = 2 n'a pas de solution dans R\ {1}.
X —
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DEFINITIONS 1 FONCTION ET APPLICATION

Soient £ et F deux ensembles.

Une fonction de E dans £ est un procédé qui, a tout élément de E, associe au plus un élément dans F.

Une application de £ dans F est un procédé qui, a tout élément de E, associe exactement un élément
dans F.

E est 'ensemble de départ et  l'ensemble d’arrivée.

Soient (x,y) € E x F. St f(x) existe et que f(x) = y, on dit que :
e y est U'image de x par f,
e x est un antécédent de y par f.

| ExXempPLES 1 I

f:{R — R
1 est une fonction car 0 n'a pas d'image par f; autrement dit, f n'est pas définie sur R.
X +— -
X
f:{R" — R
1 est une application car tout élément de R* posséde une image par f; autrement dit, f
X — -
X
est bien définie sur R*.
f: E Lo s .
_) est l'application identité de E, notée idg
X — X

DEFINITION 2 IMAGE DIRECTE

— En gros...

St certains éléments de £ n'ont
pas d'image par f : f est une
fonction. Dans ce cas, le sous-
ensemble &y des éléments de

4 E qui ont une image, est appelé
ensemble de définition de /. Et
ainsi . f © 95 — F estune
application... Bref, st on donne une
application inutile de se soucier
de son ensemble de définition !

Remarque

'amalgame a souvent été fait
jusqu'a présent entre fonction et
application; et nous le ferons bien
souvent aussi en dehors de ce
chapitre...

Soient f: E — F une application et A un sous-ensemble de E.
L'image directe de A, notée f(A), est lensemble {y € F [ Ix € A | y = f(x)} = {f(x), x € A}.

E1 | Considérons f : x € R x> et A=[3;4] et B=[-1;2] On a: f(A) =[9;16] et f(B) = [0; 4]
E2 | exp(R) = R™; In ([1;+00]) = [0; +0o0]

DEFINITIONS 3 SURJECTION, INJECTION, BIJECTION

Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F.

'application f est surjective de £ dans F lorsque tout élément de F admet au moins un antécédent par
f dans E :
Yye F, Ixe E | y=_f(x)

'application f est injective de £ dans F lorsque tout élément de F admet au plus un antécédent par f
dans £ ; autrement dit, st un élément de F a un antécédent, il n'en a qu'un seul :

Vx, X' € E, (f(x)=f(x)—x=x)
Par contraposée, f est injective lorsque deux antécédents différents fournissent des images différentes :
Vx, X' € E, (x+x — f(x) + (X))
L'application f est bijective de E dans F lorsque tout élément de £ admet un et un seul antécédent par
f dans E; autrement dit, lorsque f est injective et surjective :
Vye F,dxe E|y=1»FKx)
Si f est bijective, on note, pour tout y € F, f~'(y) Lunique antécédent de y par f.
On définit ainsi l'application réciproque (ou bijection réciproque) par :

' |F — E
y — 'y
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X Attention !
Il ne suffit pas de calculer les
images des bornes de lintervalle...
De fagon générale, la connais-
sance du tableau de variations
d'une fonction permet d'obtenir
une image directe. S'aider de la
courbe de la fonction carrée ici si
besoin...

Les définitions quantifiées four-
nissent les méthodes de rédac-
tion...

A retenir...
St f est bijective de E dans F,
alors pour tous x € E ety € F :

y=1lx) < x=1"(y)

X Attention | ——
EZ est fausse st le repére n'est

pas orthonormé !




PROPRIETES 1

Soient E et F deux ensembles et f : E — F une application.
Si f est bijective de £ dans F, alors f~" est bijective de F dans F.
St E et F sont deux ensembles finis et que f est bijective, alors Card(E) = Card(F).

St E et F sont des sous-ensembles de R et que f est bijective de E dans F, alors les courbes représentatives

de f et 7, tracées dans un repére orthonormé, sont symétriques l'une de L'autre par rapport a la droite
d'équation y = x.

*
DEMONSTRATION :

P1. Découle de la définition de bijection..
P2. Découle de la définition de bijection..
P3. Découle essentiellement du fait que y = f(x) <= x = ""(y). Ainsi, si (x, y) € €, alors (y,x) € C—i... j

| EXEMPLES 3 |

E1 | Toute application f: E — F est surjective de £ dans f(E).

E2 | L'application f : {a; b; ¢; d; e} — {1;2; 3} définie par le schéma suivant :

e est surjective car tout élément de l'ensemble d'arrivée possede au moins un antécédent par f dans l'ensemble
de départ;

e n'est pas injective car 2 possede deux antécédents différents : b et e.

Définissons des applications (de la gauche vers la droite), via des fleches sur les schémas, afin qu’elles
répondent aux critéres donnés :

nt surjective, ni injective injective, non surjective surjective, non injective bijective

74 \

Complétons les justifications manquantes ci-dessous :

e . f /R — R" R . " .
L'application ‘ 2 nest pas injective car 1 possede deux antécédents différents dans R par
X — X
fo—Tetl
T f:/lR — R I , o
L'application ‘ > n'est pas surjective car —1 n'a pas d'antécédent dans R par f
X —> X
e f:lR — R , o , L
L'application n'est pas surjective car 0 n'a pas d'antécédent dans R par 1.
x —  exp(x)
N f:/lR — R | N . . ,
L'application n'est pas injective car 1 possede deux antécédent dans R par /@ —1 et 1.
x =

& METHoDE 1 @ Pour démontrer que f est bijective de E dans F et déterminer f~' :
on résout, pour tout y € £, 'équation f(x) = y d'inconnue x € E.
On trouvera alors x = F~'(y).

| EXEMPLES 4 I

E1 | L'application f : x — x 4 1 est bijective de R dans R et, pour tout y €R, f'(y) =y — 1.

E2 | Considérons l'application f définie sur R\ {1} par :

2x
x—1

Vx e R\ {1}, f(x)=

Démontrons que f est bijective de R\ {1} dans R\ {2} et déterminons l'expression de f~.
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Pour une fois...
Nous ne démontrerons pas ici les
résultats énoncés... En revanche,
nous nous entrainerons sur des
exercices.

Remarque

Bien évidemment, il y a d'autres
exemples possibles...

— X Attention !

On met en place cette méthode
seulement si l'énoncé demande
de déterminer l'expression de
=1, Si l'énoncé dit simplement
‘Démontrer que f est bijective de
| dans..", alors on utilisera trés
souvent le théoréeme de bijection
(qui sera vu dans le chapitre sur
la continuité).

o




Soit y € R\ {2}. Résolvons l'équation f(x) = y d'inconnue x € R\ {1}.
Soit x € R\ {1}. On a:

f(x) = &

x —1 =Y

2x=ykx—1)

J x=#1,doncx—1+0

2—yx=—y

y
—
— Xx=yx—y
o )
. —y L)u«/‘dmm)ft/fo

— X =

y—2

Conclusion : f est bijective de R\ {1} dans R\ {2} et:

| R\ {2} — R\{1}

‘ y [ —

y—2

Pour terminer, trois propriétés classiques et parfois utiles :

PROPRIETES 2

Soient f: E — F et g : F — G deux applications.
St f est bijective de E dans F, alors : fTof=idg ; fof'=idr

ET fof =idr. B
Dans ce cas, l'application / est unique et donc égale & f~".

St f est bijective de E dans F et g bijective de F dans G, alors g o f est bijective de £ dans G et :

(gof)_1 =flog™

f est bijective de £ dans F si, et seulement si, il existe une application T F = E telle que fof=ide

*
DEMONSTRATION :

P1. Supposons que f est bijective.
e Soit x € E. Notons y = f(x). On a ainsi :

Mais comme f est bijective, ~'(y) = x, et ainsi :
(f*1 of)(x) =x

Autrement dit :
flof=ide

e Soit y € F. Puisque f est bijective de E dans F, il existe alors un unique x € E tel que y = f(x), cest a

dire tel que x = f~'(y). Ainsi :
(Fof M) =fx=y
Autrement dit : fof~' =idg
P2. En deux temps :
e |'équivalence, par double-implication :

Si f est bijective de £ dans F, alors l'application f~': F — E convient d'aprés P1.
Supposons qu'il existe une application T F = E telle que fof=idf eTfof =ide.

* Montrons que f est injective. Sotent x, x" € E. Supposons que f(x) = f(x'). Montrons alors que

x =X\
Puisque f(x) = f(x’), en appliquant la fonction , on obtient :

(Fof)(x) = (Fof)(x)
Mais f o f = idg, d'ou :

Par conséquent, f est injective.
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R ue T
car il faut alors procéder, dans
la résolution, a des disjonctions
de cas sur y. Pour éviter cela, on
peut faire une rapide étude de
fonctions de f pour déterminer
f(E) (E est l'ensemble de départ)
et donc prendre y € f(E) ensuite.

Pourquoi ?
Tout réel y de lensemble d'arri-
vée possede bien un et un seul
antécédent par f dans l'ensemble
de départ : f est donc bijective.

— X Attention !
Il faut vérifier les deux compo-
sées |
En effet, st on considere

f:|R — R

2 et

X L d X

g:|R" — R

X e Jx o On

a bien f o g = idr+ et pourtant
gof#idr!

Remarque ———
Pour linjectivité, on a seulement
utilisé fof = idg..




* Montrons que f est surjective. Soit y € F. Montrons qu'il existe x € E tel que y = f(x).
Puisque y € F, f(y) € E. Posons alors x = f(y) et vérifions que ce x convient :

f(x) = (fo1)(y)

Mais fo f = tdg, dol :

fx) =y Remarque —
Par conséquent, f est surjective. Pour la surjectivité, on a seule-
. L ment utilisé fof =idr..
Conclusion : f est bijective.

e Montrons maintenant l'unicité de 7. L _
Suppoions qu'il existe deui< applications f; et~fz, de f dans E, que l'on consideére ensuite, telles que fiof = idg
ET fofy =idr ainsi que fLof =idg ET fof, = idf.

On a ainst : _ B
fO f1 = fO fz
En composant par f;, on obtient : N L N
f10f0f1:f10f0f2
Et comme ﬁo f =idg, il reste : B _
[dE o f1 = LdE o fz

Autrement dit :

h=5
Ce qui prouve l'unicité de 7 : et comme on sait déja que =" convient..

P3. Supposons que f est bijective de £ dans F et que g est bijective de F dans G. Les applications /=" et g~' sont
ainsi bien définies et :

(gof)o(f’1og’1):gofof’qog
=goidrog™ JP1
=gog

= idg J a

(fqogq)o(gof) = idg

Conclusion : d'aprés P2, l'application g o f est bijective de E dans G et (go f)71 =f"og”

De méme, on obtient :

1

| EXEMPLES 5 I

[ E1 [ On retrouve : expoln = idr+ et lnoexp = idr

E2 | Considérons l'application f définie sur [—1; +oq| par :

Vx € [1; 400, f(x) = x* 4+ 2x + 2
et Uapplication g définie sur [1; +o0| par
Vx €1, +oof, g(x) =14+ Vx—1

Justifions que les fonctions fog et gof sont bien définies sur [1; +oq] et [—1; +o0[ respectivement, puis déterminons-
les. Que peut-on en déduire sur f?

° * Soit x € [1; 4009
Dans ce cas, g(x) existe (car g est définie sur [1; +oq|) et :
gx)=—-1+Vvx—1
. J VX—1>0
Donc g(x) € [—1; +00]. Et comme f est définie sur [—1; +od], f(g(x)) existe.

Conclusion : f o g est définie sur [1; +oq].

* Soit x € [—1; +oq].

Dans ce cas, f(x) existe (car f est définie sur [—1; +oq]) et : — Remarque ——
Jai effectué une mise sous forme
N2 canonique... On pourrait éga-
flx) = x 2X+2 lement dresser le tableau de
= (x4 1);’ L variations de f sur [—1;4oq[ : on
J (x+12>0 { trouverait que f est croissante
>1 - sur [—1; +oq| et que f(—1) = 1..
doti :
Donc f(x) € [1; +00]. Et comme g est définie sur [1; 00|, g((x)) existe Vx &[T +0d], flx) 21
Conclusion : g o f est définie sur [—1; +o0].
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* Pour tout x € [1; 4o :

Dot :

* Pour tout x € [—1; +o9] :

gof(x

Dot :

e Ona:

foglx)=g(x)*+ 2g(x) + 2

=(=T+Vx =12 +2(-1T+Vx—=1)+2
=1-2Vx—1T+x—-1-2+2Vx—-1+2

=X

fo g = Ld[1+x

= —14+~/fx) =1
=1+ Vx2+2x+1
=14+ (x=1)2
=1+ (x—1)

=X

gof =1id_1:00

[Og:ld[1,%

J x =1, doncx—120

go f= 'ld[,y,%

— = Rappels...
VX €R, VXZ = |X]|
et:
[ X six20
VXER, ‘X|—{ X siX <0

YX €RY, VX' = X

Conclusion : f est bijective de [—1; +o0[ dans [1; +od] et f

1
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