
ECG 2ème année - Mathématiques appliquées
⌋⌊ - www.jeremylegendre.fr

6
AnalyseIntégrales impropres

Introduction...

L’objectif de ce chapitre est l’étude des intégrales impropres : autrement dit, des intégrales pour lesquelles l’intervalle d’intégration n’est pas un segment.Cette étude se détaille en deux parties :
• l’aspect calculatoire qui consistera à utiliser les techniques habituelles de calcul d’intégrales ;
• l’aspect théorique dont l’analogie avec les séries sera frappante !Tout comme l’étude des séries était essentielle à l’étude des variables aléatoires discrètes, celle des intégrales impropres l’est pour ce qui sera étudiéau chapitre 8 : les variables aléatoires à densité.
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Pour bien démarrer...
1. Compléter :

Fonction Une primitive
x 7−→ 0 x 7−→ 43
x 7−→ 1

x x 7−→ ln (
|x|

)
x 7−→ 1

x2 x 7−→ −1
x

x 7−→ xα (α ̸= −1) x 7−→ 1
α + 1 xα+1

x 7−→ 1√
x x 7−→ 2√

x

x 7−→ eαx (α ̸= 0) x 7−→ 1
α eαx

u′

u2 −1
u

u′eu eu

u′

u ln (
|u|

)
u′uα (α ̸= −1) 1

α + 1uα+1

2. Rappeler le théorème fondamental de l’analyse.Soient I un intervalle de R, a ∈ I et f une fonction définie sur I .Si f est continue sur I , alors la fonction F : ∫ x

a
f (t)dt est C 1 sur I et :

∀x ∈ I, F ′(x) = f (x)
On a également : F (a) = 0.Autrement dit : F est l’unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

3. Quelles sont les méthodes de calculs de ∫ b

a
f (t)dt ?

• En primitivant f "à vue" :Si F est une primitive de f sur [a; b], alors : ∫ b

a
f (t)dt = F (b) − F (a)

• Par intégration par parties :Si u et v sont deux fonctions C 1 sur le segment [a; b], alors :∫ b

a
u′(t)v (t)dt = [

u(t)v (t)]b
a −

∫ b

a
u(t)v ′(t)dt

• Par changement de variable :Si g est une fonction C 1 sur un segment [α ; β ] telle que g(α) = a et g(β) = b, alors :∫ b

a
f (x)dx = ∫ β

α
g′(t)f(

g(t))dt
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I Définitions et propriétés
Définition 1 Intégrale impropre

On dit qu’une intégrale est impropre lorsque l’intervalle d’intégration (sur lequel l’intégrande est définie etcontinue) n’est pas un segment.
Voici les différents types d’intégrales impropres :∫

[a;+∞[ f (t)dt
∫

]−∞;b] f (t)dt
∫

]a;b] f (t)dt
∫

[a;b[ f (t)dt

intégrale impropre en +∞ intégrale impropre en −∞ intégrale impropre en a intégrale impropre en b∫
]−∞;+∞[ f (t)dt

∫
]−∞;b[ f (t)dt

∫
]a;+∞[ f (t)dt

∫
]a;b[ f (t)dt

intégrale impropre en +∞ et −∞ intégrale impropre en −∞ et b intégrale impropre en a et +∞ intégrale impropre en a et b

En pratique, on ne notera pas∫
[a;b[ f (t)dt , mais ∫ b

a
f (t)dt : lanotation est la même que pourune intégrale sur un segment !Il faudra donc déjà commencerpar savoir si c’est une intégralesur un segment ou une intégraleimpropre...

✘ Attention !

♣ Méthode 1 ♣ Soient a, b ∈ R. On commence toujours l’étude de
∫ b

a
f (t)dt par examiner la continuité de

l’intégrande, puis :
• si f est continue sur le segment [a; b], alors l’intégrale n’est pas impropre (cours de 1A),
• si f est continue sur ]a; b] (pas en a), alors l’intégrale est impropre en a et pas en b,
• si f est continue sur [a; b[ (pas en b), alors l’intégrale est impropre en b et pas en a,
• si f est continue sur ]a; b[ (ni en a ni en b), alors l’intégrale est impropre en a et en b.

Une intégrale dont au moins unedes bornes est ±∞ est toujoursimpropre !
Important !

Souvent, la fonction ne sera mêmepas définie en la borne en la-quelle l’intégrale est impropre...
Remarque

Exemples 1

E1 La fonction t 7−→ 1
t est définie et continue sur ]0; 1] (pas en 0), donc l’intégrale ∫ 1

0
1
t dt est impropre en 0seulement.

E2 La fonction t 7−→ e−t est définie et continue sur [0; +∞[ (et même sur R), donc l’intégrale ∫ +∞

0 e−tdt estimpropre en +∞ seulement.
E3 La fonction t 7−→ 1

t ln(t) est définie et continue sur ]0; 1[ (ni en 0 ni en 1), donc l’intégrale ∫ 1
0

1
t ln(t) estimpropre en 0 et en 1.

E4 La fonction t 7−→ t ln(t) est définie et continue sur ]0; +∞[ (pas en 0), donc l’intégrale ∫ +∞

0 t ln(t)dt estimpropre en 0 et en +∞.
Dans la suite du cours on énoncera certaines propriétés sur les intégrales du type

∫
[a;+∞[ f (t)dt, mais tout ce qui sera

vu sera à adapter et/ou également valable pour les autres types d’intégrales impropres.

I.1 Convergence & divergence.
Définitions 2 Convergence / divergence d’une intégrale impropre

Soient a ∈ R et f une fonction définie et continue sur [a; +∞[.
D1 On dit que l’intégrale impropre ∫ +∞

a
f (t)dt est convergente lorsque la fonction x 7−→

∫ x

a
f (t)dt admetune limite finie en +∞.

D2 Dans les autres cas (pas de limite ou limite infinie), on dit que l’intégrale impropre ∫ +∞

a
f (t)dt est

divergente.

En cas de convergence, on note :∫ +∞

a
f (t)dt = lim

x→+∞

(∫ x

a
f (t)dt

)
Pour les séries, on note ∑

n⩾0 un la
série ; et si convergence, +∞∑

n=0 unsa somme (la limite de la suitedes sommes partielles). Pour lesintégrales impropres, on utilisemalheureusement la même nota-tion pour l’intégrale impropre (CVou DV) et son éventuelle valeur(si CV).

✎ Notation

Les calculs se font sur ∫ x

a
f et fest continue sur le segment [a; x ] :on se place donc dans le cadre dece qui a été vu en 1A.Par conséquent, méthodes habi-tuelles de calculs d’intégrale :

• à vue,
• IPP
• changement de variable

Important !

♣ Méthode 2 ♣ Pour étudier la nature (convergence ou divergence) d’une intégrale impropre
∫ +∞

a
f (t)dt et, le

cas échéant (si besoin), calculer sa valeur, on peut :

• calculer, pour tout x ∈ [a; +∞[, ∫ x

a
f (t)dt ,

• puis étudier la limite de l’expression obtenue quand x → +∞.
Chapitre 6 - Page 3/12



La définition est à adapter dans le cas des autres types d’intégrales impropres... Parfois ce sera la borne du bas qui
tendra vers −∞, ou bien vers un nombre réel.

Exemples 2

E1 Étudions la nature de l’intégrale ∫ +∞

1
1
t2 dt .

• La fonction t 7−→ 1
t2 est définie et continue sur [1; +∞[, donc l’intégrale ∫ +∞

1
1
t2 dt est impropre en +∞seulement.

• Soit x ∈ [1; +∞[. On a : ∫ x

1
1
t2 dt = [

−1
t

]x

1= −1
x + 1

Or : lim
x→+∞

−1
x + 1 = 1

Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

1
1
t2 dt est convergente et vaut 1.

E2 Étudions la nature de l’intégrale ∫ 1
0 ln(x)dx . Si la lettre x est déjà utilisée(comme variable d’intégration parexemple), alors on aime utilise Acomme lettre pour faire varier laborne du bas ou B pour la bornedu haut.

Remarque

• La fonction x 7−→ ln(x) est définie et continue sur ]0; 1] (pas en 0), donc l’intégrale ∫ x

0 ln(x)dx est impropreen 0 seulement.
• Soit A ∈]0; 1]. On a : ∫ 1

A
ln(x)dx = [

x ln(x) − x
]1

A= −1 − A ln(A) + A

On retient que x 7−→ x ln(x) − xest une primitive de ln.Si besoin, on la retrouve par IPP.
À retenir...

Or, par croissances comparées : lim
A→0 A ln(A) = 0

D’où : lim
A→0 −1 − A ln(A) + A = −1

Conclusion : l’intégrale ∫ 1
0 ln(x)dx est convergente et vaut −1.

E3 Étudions la nature de l’intégrale ∫ +∞

0 xe−xdx .
• La fonction x 7−→ xe−x est définie et continue sur [0; +∞[, donc l’intégrale ∫ +∞

0 xe−xdx est impropre en +∞seulement.
• Soit B ∈ [0; +∞[. Effectuons une intégration par parties sur ∫ B

0 xe−xdx .
Posons :

∣∣∣∣∣∣∣∣
u : x 7−→ x

v : x 7−→ −e−x
.

Les fonctions u et v sont C 1 sur le segment [0; B] et pour tout x ∈ [0; B] :
∣∣∣∣∣∣∣∣

u′(x) = 1
v ′(x) = e−x

.
Par intégration par parties, on obtient :∫ B

0 xe−xdx = [
− xe−x]B0 −

∫ B

0 −e−xdx

= −Be−B −
[e−x]B0= −Be−B − e−B + 1

Or : lim
B→+∞

e−B = 0
et par croissances comparées : lim

B→+∞
Be−B = 0
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D’où : lim
B→+∞

−Be−B − e−B + 1 = 1
Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

0 xe−xdx est convergente et vaut 1.
E4 Étudions la nature de l’intégrale ∫ +∞

0 e−
√

xdx .
• La fonction x 7−→ e−

√
x est définie et continue sur [0; +∞[, donc l’intégrale ∫ +∞

0 e−
√

xdx est impropre en +∞seulement.
• Soit B ∈ [0; +∞[. Effectuons le changement de variable t = √

x dans l’intégrale ∫ B

0 e−
√

xdx :∣∣∣∣∣∣∣∣
t = √

x

x = t2 ;
∣∣∣∣∣∣∣∣

dt = 12√
x

dx = 2tdt
; x = 0 B

t = 0 √
B

Ce changement de variable est bien licite, puisque la fonction t 7−→ t2 est C 1 sur le segment [0; √B].
Si x est la variable initiale et quel’on pose t = h(x), alors h doitêtre bijective et c’est la fonction
h−1 qui doit être C 1 (regarderle théorème de changement devariable).Pour ne pas se tromper, si x estla variable initiale, on devraittoujours poser x = ... même sic’est parfois moins naturel !

⋆Subtil...⋆

On aainsi : ∫ B

0 e−
√

xdx = ∫ √
B

0 2te−tdt

= 2 ∫ √
B

0 te−tdt

Or, d’après l’exemple précédent, l’intégrale ∫ +∞

0 te−tdt est convergente et vaut 1.Par conséquent :
lim

B→+∞
2 ∫ √

B

0 te−tdt = 2
Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

0 e−
√

xdx est convergente et vaut 2.

Propriété 1 Relation de Chasles

Soient a ∈ R et f une fonction définie et continue sur [a; +∞[.Pour tout c ∈ [a; +∞[, les intégrales ∫ +∞

a
f (t)dt et ∫ +∞

c
f (t)dt ont même nature ; et en cas de convergence :∫ +∞

a
f (t)dt = ∫ c

a
f (t)dt + ∫ +∞

c
f (t)dt .

⋆ Démonstration : En utilisant la relation de Chasles sur les intégrales non impropres : on montre que si ∫ +∞

a
f (t)dt

est convergente, alors ∫ +∞

c
f (t)dt également ; puis que si ∫ +∞

a
f (t)dt est divergente, alors ∫ +∞

c
f (t)dt l’est aussi.

⋆

Seule nous importe la borned’impropreté.
En gros...

I.2 Intégrales faussement impropres
f est prolongeable par continuitéen a si, et seulement si, lim

a
f estfinie.

☞ Rappel...

Dans ce cas, on dit que l’intégraleest faussement impropre en a.
Vocabulaire

Propriété 2 Intégrale faussement impropre

Soient a, b ∈ R et f une fonction définie et continue sur ]a; b].Si f est prolongeable par continuité en a, alors l’intégrale ∫ b

a
f (t)dt est convergente et : ∫ b

a
f (t)dt = ∫ b

a
f̃ (t)dt ,où f̃ désigne le prolongement de f sur [a; b].

⋆ Démonstration : Supposons que la fonction f est prolongeable par continuité en a. Notons alors f̃ le prolongementde f sur [a; b], défini par :
f̃ (a) = lim

t→a
f (t) ; ∀t ∈]a; b], f̃ (t) = f (t)
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Soit x ∈]a; b]. On a alors : ∫ b

x
f (t)dt = ∫ b

x
f̃ (t)dt

Or f est continue sur ]a; b], donc la fonction f̃ également ; et ainsi, la fonction f̃ est continue sur le segment [a; b]. Elleadmet donc des primitives C 1 sur [a; b] ; notons F̃ l’une d’elles.On a ainsi : ∫ b

x
f̃ (t)dt = F̃ (b) − F̃ (x)

Et donc : ∫ b

x
f (t)dt = F̃ (b) − F̃ (x)

Or, F̃ est continue en a, donc lim
x→a

F̃ (x) = F̃ (a). D’où :
lim
x→a

∫ b

x
f (t)dt = ∫ b

a
f̃ (t)dt

Conclusion : l’intégrale ∫ b

a
f (t)dt est convergente et vaut ∫ b

a
f̃ (t)dt .

⋆

Exemple 3

Étudions la nature de l’intégrale ∫ 1
0

et − 1
t dt .

• La fonction f : t 7−→ et − 1
t est définie et continue sur ]0; 1] comme quotient de deux fonctions continues sur

]0; 1] dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0; 1]. L’intégrale ∫ 1
0 f (t)dt est impropre en 0 seulement.

• Or et − 1 ∼
t→0 t , donc f (t) ∼

t→0 1 et ainsi : lim
t→0 f (t) = 1

Par conséquent, la fonction f est prolongeable par continuité en 0 (en posant f (0) = 1).
Conclusion : l’intégrale ∫ 1

0
et − 1

t dt est faussement impropre en 0 ; elle est donc convergente.
Dans le cas d’une intégrale im-propre en un réel a, on déterminerapidement lim

a
f pour savoir sil’intégrale est faussement im-propre ou non.

➠Ré�exe !

I.3 Intégrales impropres en les deux bornes
Définition 3 Cas d’une intégrale impropre en deux bornes

Soient a, b ∈ R et f une fonction définie et continue sur ]a; b[.On dit que l’intégrale ∫ b

a
f (t)dt est convergente lorsqu’il existe un réel c ∈]a; b[ tel que les intégrales ∫ c

a
f (t)dt

et ∫ b

c
f (t)dt sont toutes deux convergentes ; et en cas de convergence : ∫ b

a
f (t)dt = ∫ c

a
f (t)dt + ∫ b

c
f (t)dt .

• S’il existe un tel réel c,alors (d’après la relation deChasles) tous les réels de ]a; b[conviennent... et donc l’endroit dudécoupage n’importe pas !
• Par conséquent, si l’une desdeux intégrales ∫ c

a
f (t)dt ou∫ b

c
f (t)dt est divergente, l’inté-

grale ∫ b

a
f (t)dt est égalementdivergente.

Important !

♣ Méthode 3 ♣ Pour étudier la nature d’une intégrale impropre en les deux bornes : on découpe toujours en l’étudede deux intégrales impropres en une seule borne.
Exemples 4

E1 Étudions la nature de ∫ +∞

0
1√
x dx .

• La fonction x 7−→ 1√
x est définie et continue sur ]0; +∞[ (pas en 0), donc l’intégrale ∫ +∞

0
1√
x dx est impropreen 0 et +∞.

•
∫ +∞

1
1√
x dx ?Soit B ∈ [1; +∞[. On a : ∫ B

1
1√
x dx = [2√

x
]B1= 2√

B − 1
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Or : lim
B→+∞

2√
B − 1 = +∞

Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

1
1√
x dx est divergente.

Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

0
1√
x dx est divergente. L’intégrale ∫ 1

0
1√
x dx est conver-gente... Mais il suffit que l’unedes deux soit divergente pourconclure.

Remarque

E2 Étudions la nature de ∫ +∞

−∞
xdx .

• La fonction x 7−→ x est définie et continue sur R, donc l’intégrale ∫ +∞

−∞
xdx est impropre en −∞ et +∞.

•
∫ +∞

0 xdx ?Soit B ∈ [0; +∞[. On a : ∫ B

0 xdx = [
x22

]B

0= B22Or : lim
B→+∞

B22 = +∞

Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

0 xdx est divergente.
Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

−∞
xdx est divergente. Sur un segment, l’intégrale d’unefonction impaire est nulle. Dansle cas des intégrales impropres,la seule hypothèse d’imparité nesuffit pas.

✘ Attention !

Propriétés 3 Étude des intégrales impropres à intégrande paire ou impaire (HP ?)

Soient a ∈ R+ ∪ {+∞} et f une fonction définie et continue sur ] − a; a[.
P1 Si f est paire, alors ∫ a

−a
f est convergente si, et seulement si, ∫ a

0 f est convergente ; et, en cas de
convergence : ∫ a

−a
f = 2 ∫ a

0 f .
P2 Si f est impaire, alors ∫ a

−a
f est convergente si, et seulement si, ∫ a

0 f est convergente ; et, en cas de
convergence : ∫ a

−a
f = 0.

⋆ Démonstration :
P1. Supposons que f est paire. Par définition, on a déjà :(∫ a

−a
f (t)dt est convergente)

⇐⇒
(∫ 0

−a
f (t)dt et ∫ a

0 f (t)dt sont convergentes)
=⇒ Immédiat d’après la définition précédente.
⇐= Supposons que ∫ a

0 f (t)dt est convergente.
Effectuons le changement de variable affine u = −t dans ∫ a

0 f (t)dt :
Les changements de variable af-
fines (non constants) conservent
la nature des intégrales im-
propres. Ils peuvent donc :
• être effectués sans problème surune intégrale impropre après enavoir justifié la convergence ;
• être effectués sous réserve
de convergence pour étudierla nature d’une intégrale et lacalculer.

À retenir...∣∣∣∣∣∣∣∣
u = −t

t = −u
;

∣∣∣∣∣∣∣∣
du = −dt

dt = −du
; t = 0 a

u = 0 −a

Ce changement de variable est bien licite, puisqu’il est affine (non constant). Ainsi :∫ a

0 f (t)dt = ∫ −a

0 f (−u)(−du)
= −

∫ −a

0 f (−u)du
f est paire= −

∫ −a

0 f (u)du
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= ∫ 0
−a

f (u)du

On en déduit, puisque l’intégrale ∫ a

0 f (t)dt est convergente, que l’intégrale ∫ 0
−a

f (t)dt est également conver-gente et : ∫ 0
−a

f (t)dt = ∫ a

0 f (t)dt

Conclusion : l’intégrale ∫ a

−a
f (t)dt est convergente et par relation de Chasles :

∫ a

−a
f (t)dt = ∫ 0

−a
f (t)dt + ∫ a

0 f (t)dt ce qui précède= 2 ∫ a

0 f (t)dt

P2. De même si f est impaire.
⋆

Exemple 5

Déterminons la nature de ∫ +∞

−∞
te−t2 dt .

• La fonction t 7−→ te−t2 est définie et continue sur R, donc l’intégrale ∫ +∞

−∞
te−t2 dt st impropre en −∞ et+∞.

• Ensuite :

✱ La fonction t 7−→ te−t2 est impaire.

✱ Soit B ∈ [0; +∞[. On a : ∫ B

0 te−t2 dt = [
− e−t2 ]B0= 1 − e−B2

Or par opération et composition : lim
B→+∞

1 − e−B2 = 1
Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

0 te−t2 dt est convergente.
Par imparité de f , on en déduit que ∫ 0

−∞
te−t2 dt est également convergente, et vaut −1.

Conclusion :
∫ +∞

−∞
te−t2 dt est convergente et vaut 0.

II Propriétés sur les intégrales impropres
Les propriétés suivantes vues pour les intégrales sur un segment sont encore valables et admises.

Pour alléger le visuel, j’écriraiparfois ∫
f et non ∫

f (t)dt .
Remarque

Pour les séries : +∞∑
n=0(un + vn) =

+∞∑
n=0 un + +∞∑

n=0 vn n’est valable que
si les deux séries ∑

un et ∑
vnsont convergentes ; c’est pareilpour les intégrales !

✘ Attention !

Propriétés 4

Soient a ∈ R ainsi que f et g deux fonctions définies et continues sur [a; +∞[.
P1 Linéarité.∫ +∞

a
f est convergente∫ +∞

a
g est convergente

 =⇒

 pour tous λ, µ ∈ R, ∫ +∞

a
(λf + µg) est convergente et :∫ +∞

a

(
λf + µg

) = λ
∫ +∞

a
f + µ

∫ +∞

a
g


P2 Positivité.

∀t ∈ [a; +∞[, f (t) ⩾ 0∫ +∞

a
f est convergente

 =⇒
∫ +∞

a
f ⩾ 0
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P3 Croissance.

∀t ∈ [a; +∞[, f (t) ⩾ g(t)∫ +∞

a
f et ∫ +∞

a
g sont convergentes

 =⇒
∫ +∞

a
f ⩾

∫ +∞

a
g

P4 Inégalité triangulaire sur les intégrales.(∫ +∞

a
|f | est convergente) =⇒

(∫ +∞

a
f est convergente et : ∣∣∣∣∫ +∞

a
f
∣∣∣∣ ⩽ ∫ +∞

a
|f |

)
On veille à l’ordre des bornespour appliquer la positivité, lacroissance et l’inégalité triangu-laire.

✘ Attention !

On dit que ∫
I
f est absolument

convergente lorsque ∫
I
|f | estconvergente.Et ainsi, P4 fournit en particulierque CVA =⇒ CV, la réciproqueétant fausse (comme pour lesséries).

Vocabulaire

III Intégrales impropres usuelles.
En particulier, pour tout réel α ,l’intégrale ∫ +∞

0
1
tα dt est diver-gente !

Important !

Théorème 1 Intégrales usuelles

Soit α ∈ R.
T1 l’intégrale ∫ +∞

1
1
tα dt converge si, et seulement si, α > 1 (intégrale de Riemann)

T2 l’intégrale ∫ 1
0

1
tα dt converge si, et seulement si, α < 1 (intégrale de Riemann)

T3 l’intégrale ∫ +∞

0 e−αtdt converge si, et seulement si, α > 0 (intégrale exponentielle)

⋆ Démonstration :
T1. • La fonction t 7−→ 1

tα est définie et continue sur [1; +∞[, donc l’intégrale ∫ +∞

1
1
tα dt est impropre en +∞seulement.

• Distinguons trois cas :

✱ Si α = 1 :Soit B ∈ [1; +∞[. On a ainsi : ∫ B

1
1
tα dt = ∫ B

1
1
t dt

= [ ln(|t|)]B1= ln(B)Or lim
B→+∞

ln(B) = +∞.
Par conséquent : l’intégrale ∫ +∞

1
1
tα dt est divergente.

✱ Si α < 1 :Soit B ∈ [1; +∞[. On a ainsi : On passe par les exposants néga-tifs pour primitiver, mais on veilleà bien avoir des exposants posi-tifs au moment des passages à lalimite (le risque d’erreur est tropimportant sinon).

♥ Astuce du chef ♥∫ B

1
1
tα dt = ∫ B

1 t−αdt
α ̸= 1= [ 1

−α + 1 t−α+1]
= 11 − α (B1−α − 1)

Or α < 1, donc 1 − α > 0. Ainsi : lim
B→+∞

11 − α (B1−α − 1)B1−α = +∞ et par opérations :
lim

B→+∞

11 − α (B1−α − 1) = +∞

Par conséquent : l’intégrale ∫ +∞

1
1
tα dt est divergente.

✱ Si α > 1 :Soit B ∈ [1; +∞[. On a ainsi de la même façon :∫ B

1
1
tα dt = 11 − α (B1−α − 1)

= 1
α − 1

(1 − 1
Bα−1

)
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Or α > 1, donc α − 1 > 0. Ainsi : lim
B→+∞

1
Bα−1 = 0 et par opérations :

lim
B→+∞

1
α − 1

(1 − 1
Bα−1

) = 1
α − 1

Par conséquent : l’intégrale ∫ +∞

1
1
tα dt est convergente.

Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

1
1
tα dt converge si, et seulement si, α > 1

T2. On procède de la même façon.
T3. Immédiat...

⋆

IV Critères sur les intégrales à intégrande positive
Les résultats ci-dessous sont énoncés dans le cas d’intégrales du type ∫

[a;+∞[ . Ils sont valables de la même façon pour
les intégrales du type ∫

]−∞;b[ ,
∫

[a;b[ et ∫
]a;b] .

Résultats encore valables surdes intégrales impropres du type∫
[a;b[ f et ∫

]a;b] f .
Remarque

Théorème 2

Soient a, b ∈ R.
T1 Si f est définie, continue et positive sur [a; +∞[, alors l’intégrale ∫ +∞

a
f (t)dt est convergente si, et

seulement si, la fonction x 7−→
∫ x

a
f (t)dt est majorée.

T2 Si f est définie, continue et positive sur ] − ∞; b], alors l’intégrale ∫ b

−∞
f (t)dt est convergente si, et

seulement si, la fonction x 7−→
∫ b

x
f (t)dt est majorée.

⋆ Démonstration : Immédiat d’après le théorème de limite monotone sur les fonctions. ⋆

Les trois critères qui suivent sontles analogues de ceux vus dans lecas des séries à termes générauxpositifs. Les démonstrations sontanalogues à celles vues dans leChapitre 2 et ne sont donc pasdétaillées.

Remarque

Théorème 3 Critère de comparaison par inégalité sur les intégrales à intégrandes positives

Soient a ∈ R ainsi que f et g deux fonctions définies et continues sur [a; +∞[.
T1

∀t ∈ [a; +∞[, 0 ⩽ f (t) ⩽ g(t)∫ +∞

a
g(t)dt est convergente

 =⇒
(∫ +∞

a
f (t)dt est convergente)

T2
∀t ∈ [a; +∞[, 0 ⩽ f (t) ⩽ g(t)∫ +∞

a
f (t)dt est divergente

 =⇒
(∫ +∞

a
g(t)dt est divergente)

On en déduit le suivant :

On utilise souvent le premierpoint dans le cas où ∫ +∞

a
g estune intégrale usuelle convergente(fréquemment intégrale de Rie-mann).Autrement dit, si f est positiveet qu’il existe un réel α > 1tel que f (x) = o

x→+∞

( 1
xα

),alors on pourra conclure sur laconvergence de ∫ +∞

1 f .

⋆ Classique ! ⋆
Théorème 4 Critère de comparaison par négligeabilité sur les intégrales à intégrandes positives

Soient a ∈ R ainsi que f et g deux fonctions définies et continues sur [a; +∞[.
T1

f et g sont positives sur [a; +∞[
f (t) = o

t→+∞

(
g(t))∫ +∞

a
g(t)dt est convergente


=⇒

(∫ +∞

a
f (t)dt est convergente)
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T2

f et g sont positives sur [a; +∞[
f (t) = o

t→+∞

(
g(t))∫ +∞

a
f (t)dt est divergente


=⇒

(∫ +∞

a
g(t)dt est divergente)

Comme pour les séries, ce secondpoint ne sert pas souvent..
♥ Astuce du chef ♥

Qui entraîne le dernier :

En fait, puisque f ∼+∞
g, il suffitque g soit positive sur [a; +∞[pour que f le soit au voisinage de+∞... et on peut donc appliquerle critère.

♥ Astuce du chef ♥

Théorème 5 Critère de comparaison par équivalence sur les intégrales à intégrandes positives

Soient a ∈ R ainsi que f et g deux fonctions définies et continues sur [a; +∞[.
f et g sont positives sur [a; +∞[
f (t) ∼

t→+∞
g(t)

 =⇒
(∫ +∞

a
f (t)dt et ∫ +∞

a
g(t)dt ont même nature)

Exemples 6

E1 Étudions la nature de l’intégrale ∫ +∞

1
1

t3 + t dt .
• La fonction t 7−→ 1

t3 + t est définie et continue sur [1; +∞[, donc l’intégrale ∫ +∞

1
1

t3 + t dt est impropre en+∞ seulement.
• Ensuite :

✓
1

t3 + t ∼
t→+∞

1
t3 ,

✓ ∀t ∈ [1; +∞[, 1
t3 + t ⩾ 0, 1

t3 ⩾ 0,
✓ l’intégrale ∫ +∞

1
1
t3 dt est une intégrale de Riemann impropre en +∞ convergente (car d’exposant 3 > 1).

Conclusion : par critère de comparaison (par équivalence) sur les intégrales impropres à intégrandespositives, l’intégrale ∫ +∞

1
1

t3 + t dt est convergente.
E2 Étudions la nature de l’intégrale ∫ 1

0
1

t3 + t dt .
• La fonction t 7−→ 1

t3 + t est définie et continue sur ]0; 1] (pas en 0), donc l’intégrale ∫ 1
0

1
t3 + t dt est impropreen 0 seulement.

• Ensuite :
✓

1
t3 + t ∼

t→+∞

1
t , Une fonction polynômiale estéquivalente en 0 à son monômenon nul de plus bas degré.

☞ Rappel...

✓ ∀t ∈]0; 1], 1
t3 + t ⩾ 0, 1

t ⩾ 0,
✓ l’intégrale ∫ 1

0
1
t dt est une intégrale de Riemann impropre en 0 divergente (car d’exposant 1).

Conclusion : par critère de comparaison (par équivalence) sur les intégrales impropres à intégrandespositives, l’intégrale ∫ 1
0

1
t3 + t dt est divergente.

E3 Démontrons que l’intégrale ∫ +∞

−∞
te−t4 dt est convergente et déterminons sa valeur.

• La fonction t 7−→ te−t4 est définie et continue sur R, donc l’intégrale ∫ +∞

−∞
te−t4 dt est impropre en −∞ et+∞ seulement.

•
∫ +∞

0 te−t4 dt ?
✓ Par croissances comparées et composition :

lim
t→+∞

t4e−t4 = 0
Autrement dit : lim

t→+∞

te−t4
1
t3 = 0
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D’où :
te−t4 = o

t→+∞

( 1
t3

)
✓ ∀t ∈ [1; +∞[, te−t4

⩾ 0, 1
t3 ⩾ 0,

✓ l’intégrale ∫ +∞

1
1
t3 dt est une intégrale de Riemann impropre en +∞ convergente (car d’exposant 3 > 1).

Ainsi, par critère de comparaison (par négligeabilité) sur les intégrales impropres à intégrandes positives,l’intégrale ∫ +∞

1 te−t4 dt est convergente. Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

0 te−t4 dt est convergente.
•

∫ 0
−∞

te−t4 dt ?
Remarquons que la fonction t 7−→ te−t4 est impaire...Par conséquent, puisque l’intégrale ∫ +∞

0 te−t4 dt est convergente, l’intégrale ∫ 0
−∞

te−t4 dt également et ∫ 0
−∞

te−t4 dt =
−

∫ +∞

0 te−t4 dt .
Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

−∞
te−t4 dt est convergente et, par relation de Chasles, vaut 0.

♣ Méthode 4 ♣ Pour étudier une intégrale impropre
∫

I
f :

1. Si l’on sait primitiver f : calcul de l’intégrale sur un segment, puis passage à la limite.
2. Si l’on ne sait pas primitiver f :

• méthode pouvant aboutir à la valeur si convergence :

✱ on procède par IPP sur un segment, puis passage à la limite ;

✱ on met en place un changement de variable :
✕ changement de variable affine possible sur les intégrales impropres,
✕ changement de variable non affine : souvent donné dans l’énoncé et travail obligatoire sur un segmentpuis passage à la limite.

✱ si f est impaire sur I et que l’intégrale ∫
I
f est convergente (à établir en découpant en 2, avec un critère),

alors ∫
I
f = 0 (voir exemple précédent).

• sinon :

✱ si f est positive : on peut utiliser un des trois critères ci-dessus (en comparant avec l’intégrande d’uneintégrale usuelle par exemple),

✱ si f est négative : on utilise le fait que −
∫

f = ∫
−f et que les intégrales −

∫
f et ∫

f ont mêmenature, puis on se ramène au cas précédent,

✱ si f change de signe : on peut étudier la convergence absolue : si ∫
I
|f | CV, alors ∫

I
f CV. Si ∫

I
|f | DV,alors on ne peut pas conclure.

Dans tous les cas, on regarde si l’énoncé fournit des pistes...

Si l’intégrale est impropre en les2 bornes, on découpe arbitraire-ment l’intervalle d’intégration pourétudier la nature de 2 intégralesimpropres en 1 borne.

✘ Attention !

L’étude de la nature d’une inté-grale est une notion locale (c’estl’étude de l’existence d’une li-mite). Quand on veut appliquerun critère pour étudier la naturede ∫ +∞

a
f , nul besoin que f soitpositive sur tout [a; +∞[ : si f estpositive après c, on met en placeun critère sur ∫ +∞

c
f et on dit

que ∫ c

a
f est une intégrale sur unsegment, donc convergente.

Important !
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