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(CHARTREUX

ANALYSE

INTEGRALES IMPROPRES

INTRODUCTION...

L'objectif de ce chapitre est l'étude des intégrales impropres : autrement dit, des intégrales pour lesquelles l'intervalle d'intégration n'est pas un segment.
Cette étude se détaille en deux parties :

e l'aspect calculatoire qui consistera a utiliser les techniques habituelles de calcul d'intégrales;

e l'aspect théorique dont l'analogie avec les séries sera frappante !
Tout comme l'étude des séries était essentielle a 'étude des variables aléatoires discretes, celle des intégrales impropres l'est pour ce qui sera étudié

au chapitre 8 : les variables aléatoires a densité.
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POUR BIEN DEMARRER...
1. Compléter :

Fonction

Une primitive

X — e (a 4 0)

u'u® (a#+ —1)

2. Rappeler le théoreme fondamental de l'analyse.

-

b

3. Quelles sont les méthodes de calculs de f(t)dt?

a
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|  DEFINITIONS ET PROPRIETES

DEFINITION 1 INTEGRALE IMPROPRE

On dit qu'une intégrale est impropre lorsque l'intervalle d'intégration (sur lequel l'intégrande est définie et
continue) n'est pas un segment.

Voici les différents types d'intégrales impropres :

/[a,+oo[ f(t)dt /]700,17] f(t)dt

intégrale impropre en +oo intégrale impropre en —oo

/]700;%0[ f(t)dt /]700:[7[ f(t)dt

intégrale impropre en +00 et —co intégrale impropre en —oco et b

/ f(t)dt
Ja:b]

intégrale impropre en a

/ F(t)dt
|a;400]

intégrale impropre en a et +oo

/ f(t)dt
a;b]

intégrale impropre en b

/ F(t)dt
Joit

intégrale impropre en a et b

& MétHopE 1 & Soient a,b € R. On commence toujours l'étude de [b f(t)dt par examiner la continuité de
Uintégrande, puis : !

e si f est continue sur le segment [a; b], alors l'intégrale n'est pas impropre (cours de 1A),
e si f est continue sur ]a; b] (pas en a), alors U'intégrale est impropre en a et pas en b,
e si f est continue sur [a; b| (pas en b), alors l'intégrale est impropre en b et pas en g,

e si f est continue sur Ja; b[ (ni en a nt en b), alors l'intégrale est impropre en a et en b.

| EXEMPLES 1 I

1 '
La fonction t — n est définie et continue sur ]0; 1] (pas en 0), donc l'intégrale j ?dt est impropre en 0
0
seulement.
+00
La fonction t — e™" est définie et continue sur [0; +oo| (et méme sur R), donc l'intégrale [ e 'dt est
0

impropre en +o0o seulement.

1 '
La fonction t — m est définie et continue sur |0; 1] (ni en O ni en 1), donc l'intégrale / v
0

o0 es

impropre en 0 et en 1.

+00
La fonction t —— tln(t) est définie et continue sur |0; +oq| (pas en 0), donc lintégrale / tln(t)dt est
0

impropre en 0 et en +o0.

Dans la suite du cours on énoncera certaines propriétés sur les intégrales du type / f(t)dt, mais tout ce qui sera

[a:+0q]
vu sera & adapter etlou également valable pour les autres types d'intégrales impropres.

CONVERGENCE & DIVERGENCE.

DEFINITIONS 2 CONVERGENCE / DIVERGENCE D'UNE INTEGRALE IMPROPRE

Soient a € R et f une fonction définie et continue sur [a; +oq].

[.4

4

+0o0o X
On dit que lintégrale impropre / f(t)dt est convergente lorsque la fonction x —— / f(t)dt admet

une limite finie en +oo0.

+0oo
Dans les autres cas (pas de limite ou limite infinie), on dit que lintégrale impropre j f(t)dt est

divergente.

o

—— X Attention !
En pratique, on ne notera pas

b
j f(t)dt, malsj f(t)dt : la
[a;b] a

notation est la méme que pour
une intégrale sur un segment !
Il faudra donc déja commencer
par savoir st cest une intégrale
sur un segment ou une intégrale

tmpropre...

Important !
Une intégrale dont au moins une
des bornes est £00 est toujours
impropre !

Remarque

Souvent, la fonction ne sera méme
pas définie en la borne en la-
quelle U'intégrale est impropre...

% Notation
En cas de convergence, on note :

/ﬂm f(tydt = lim_ ([ f(r)dt)

Pour les séries, on note Z u, la
n>0
+oo
série; et si convergence, Z Up
n=0
sa somme (la limite de la suite
des sommes partielles). Pour les
intégrales impropres, on utilise
malheureusement la méme nota-
tion pour l'intégrale impropre (CV
ou DV) et son éventuelle valeur
(st CV).

+oo
& METHODE 2 % Pour étudier la nature (convergence ou divergence) d'une intégrale impropre / f(t)dt et, le
a

cas échéant (si besoin), calculer sa valeur, on peut :

o

e calculer, pour tout x € [a; +0o9], / f(t)dt,

e puis étudier la limite de lexpression obtenue quand x — +oo.

Important !

X
Les calculs se font sur fetf

a
est continue sur le segment [a; x| :
on se place donc dans le cadre de
ce qui a été vu en TA.
Par conséquent, méthodes habi-
tuelles de calculs d'intégrale :
e avue,
o IPP
e changement de variable
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La définition est a adapter dans le cas des autres types d'intégrales impropres... Parfois ce sera la borne du bas qui

tendra vers —oo, ou bien vers un nombre réel.
EXEMPLES 2
. —+00 «I
Etudions la nature de l'intégrale / pdt
1

1 +0o0
e La fonction t — = est définie et continue sur [1; +o0], donc l'intégrale / pdt est impropre en +o00
1
seulement.

e Soit x €[1;400[. On a:

1 1
[l
|t t |,

Il
|
+

lim ;1+1:1

X—+00 X

+00
Conclusion : l'intégrale / t—zdt est convergente et vaut 1.
1

1
Etudions la nature de l'intégrale / In(x)dx.
0

+00
Etudions la nature de l'intégrale / xe dx.
0
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Remarque

St la lettre x est déja utilisée
(comme variable d'intégration par
exemple), alors on aime utilise A
comme lettre pour faire varier la
borne du bas ou B pour la borne
du haut.




+00
Etudions la nature de l'intégrale / e V¥dx.
0

PROPRIETE 1 RELATION DE CHASLES

Soient a € R et f une fonction définie et continue sur [a; +oq].

+00 +00
Pour tout ¢ € [a; +od], les intégrales / f(t)dt et / f(t)dt ont méme nature; et en cas de convergence :
a C

[m F(t)dt = / F(t)dt + [m F(t)dt.

En gros...
Seule nous importe la borne
d'impropreté.

* +00
DEMoNSTRATION : En utilisant la relation de Chasles sur les intégrales non impropres : on montre que st / f(t)dt
a

+00 +oo +00
est convergente, alors / f(t)dt également; puis que si / f(t)dt est divergente, alors / f(t)dt lest aussi.

|2 INTEGRALES FAUSSEMENT IMPROPRES

PROPRIETE 2 INTEGRALE FAUSSEMENT IMPROPRE

Soient @, b € R et f une fonction définie et continue sur |a; b].
b b b
St f est prolongeable par continuité en a, alors l'intégrale / f(t)dt est convergente et : / f(t)dt = / f(t)dt,

ot f désigne le prolongement de f sur [a; D).

*

= Rappel...

f est prolongeable par continuité

en a si, et seulement si, lim f est
a

finie.

Attention, la borne a doit étre

finie !

* ~
DEMONSTRATION : Supposons que la fonction f est prolongeable par continuité en a. Notons alors f le prolongement

de f sur [a; b], défint par :

?(a)=tLLm f(t) ; Yt €la;b), f(t) = f(t)
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Vocabulaire
Dans ce cas, on dit que l'intégrale
est faussement impropre en a.




Soit x €la; b]. On a alors :

/Xb f(t)dt = /Xb?(t)dt

Or f est continue sur Ja; b, donc la fonction 7 également; et ainsi, la fonction 1 est continue sur le segment [a; b]. Elle
admet donc des primitives €' sur [a; b]; notons F L'une delles.
On a ainst :

Et donc :

/b f(t)dt = F(b) — F(x)

Or, F est continue en a, donc lim :E(x) = F(o), D'ou :

b b_
lim] f(t)dt:/ f(t)dt

b b_
Conclusion : l'intégrale / f(t)dt est convergente et vaut / f(t)dt.

| EXEMPLE 3 I

1
Etudions la nature de l'intégrale /
0

]

‘_
=T

el —
e La fonction f: t —

est définie et continue sur |0; 1] comme quotient de deux fonctions continues sur

;
|0; 1] dont le dénominateur ne s'annule pas sur ]0; 1]. L'intégrale / f(t)dt est impropre en O seulement.
0

e Ore'—1 ~ t donc f(t) ~ 1 etainsi:

t—0 t—0

L (1) =1 = Réflexe !
Dans le cas d'une intégrale im-
propre en un réel @, on détermine

rapidement lim f pour savoir st
a

Par conséquent, la fonction f est prolongeable par continuité en O (en posant f(0) = 1).

el —1

'intégrale est faussement im-
propre ou non.

dt est faussement impropre en O; elle est donc convergente.

;
Conclusion : l'intégrale /
0

|3 INTEGRALES IMPROPRES EN LES DEUX BORNES

DEFINITION 3 CAS D'UNE INTEGRALE IMPROPRE EN DEUX BORNES

Important !
e S'il existe un tel réel c,

Soient a, b € R et f une fonction définie et continue sur Ja; b. alors (d'aprés la relation de
b ¢ Chasles) tous les réels de Ja; b
On dit que l'intégrale ] f(t)dt est convergente lorsqu'il existe un réel ¢ €]a; b tel que les intégrales / f(t)dt conviennent... et donc L'endroit du
a a découpage n'importe pas !

e Par conséquent, st l'une des

(4
deux lntégrales/ f(t)dt ou
a

o

b b c b
et / f(t)dt sont toutes deux convergentes; et en cas de convergence : / f(t)dt = / f(t)dt +/ f(t)dt.

b
/ f(t)dt est divergente, l'inté-
c

b
grale[ f(t)dt est également

a
divergente.

& METHODE 3 # Pour étudier la nature d'une intégrale impropre en les deux bornes : on découpe toujours en l'étude
de deux intégrales impropres en une seule borne.

| EXempPLES 4 I
, +00
Etudions la nature de /
0

dx.

-
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+00

Etudions la nature de / xdx.

—0Q

PROPRIETES 3 ETUDE DES INTEGRALES IMPROPRES A INTEGRANDE PAIRE OU IMPAIRE (HP ?)

Soient a € R* U {+o0} et f une fonction définie et continue sur | — a; d.
a

a
St f est paire, alors / f est convergente si, et seulement si, / f est convergente; et, en cas de

a 0
convergence : ] f= 2/ f.
—a 0

St f est impaire, alors /

—a

a
f est convergente si, et seulement si, / f est convergente; et, en cas de
0

convergence : / f=0.

a

*
DEMONSTRATION :
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—— X Attention ! —
Sur un segment, l'intégrale d'une
fonction impaire est nulle. Dans

4 le cas des intégrales impropres,

la seule hypotheése d'imparité ne

suffit pas.




| EXEMPLE 5 I
+oo

Déterminons la nature de [ tet dt.

—0Q

I PROPRIETES SUR LES INTEGRALES IMPROPRES

Les propriétés suivantes vues pour les intégrales sur un segment sont encore valables et admises.

PRoOPRIETES 4 Pour alléger le visuel, jécrirai

parfois jfet non /f(t)dt
Soient @ € R ainst que f et g deux fonctions définies et continues sur [a; +oq.

Remarque

Linéarité. —— X Attention !

+00

o oo Pour les séries : Z(un +v) =
/ f est convergente pour tous A,y € R, / (Af 4+ ug) est convergente et : n=0
a a

+oo g ‘oo ‘oo too 4 Z u, + Z v, n'est valable que
est convergente Af 4+ pg) = A/ f+ u/ =0
/a g 9 /a ( g) a a 9 si les deu>< séries Z u, et Z Vy

sont convergentes; c'est pareil
pour les intégrales !
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Positivité.

Vt € [a;+oq, f(t) =0

>0

+0oo
:>/ f

+00
/ f est convergente
a

Croissance.

vt € [a; +oq], f(t) = g(t)
+00 +00
/ f et j g sont convergentes

Inégalité triangulaire sur les intégrales.

+0o0 +00
:>j f}/ g

+00 +00
(/ [f] est convergente) = (/ f est convergente et :
a a

+00 +00
[ )

Il INTEGRALES IMPROPRES USUELLES.

THEOREME 1 INTEGRALES USUELLES

Soit a € R.

+o0 1
l'intégrale / t—adt converge si, et seulement si, a > 1 (intégrale de Riemann)
1

(intégrale de Riemann)

1
1
l'intégrale / t—adt converge si, et seulement si, a < 1
0

+00
l'intégrale / e “"dt converge si, et seulement si, a > 0 (intégrale exponentielle)
0

*
DEMONSTRATION :
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o

—— X Attention !
On veille a l'ordre des bornes
pour appliquer la positivité, la
croissance et l'inégalité triangu-
laire.

Vocabulaire

On dit que /f est absolument
!

convergente lorsque j\f\ est
1

convergente.

Et ainsi, P4 fournit en particulier
que CVA = CV, la réciproque
étant fausse (comme pour les
séries).

Important !

En particulier, pour tout réel a,

+00 1
l'intégrale / t—adt est diver-
0

gente |




V. CRITERES SUR LES INTEGRALES A INTEGRANDE POSITIVE

Les résultats ci-dessous sont énoncés dans le cas d'intégrales du type / . Ils sont valables de la méme fagon pour

[a;+o00]
les intégrales du tgpe/ / et] .
|-o0ib| Jla:b| Ja:b]

Soient a,b € R.

+o0
St f est définie, continue et positive sur [a;+oq, alors l'intégrale / f(t)dt est convergente si, et
a

X
seulement si, la fonction x — / f(t)dt est majorée.
a

b
St f est définie, continue et positive sur | — oo; b], alors l'intégrale / f(t)dt est convergente si, et

—0Q

b
seulement si, la fonction x — / f(t)dt est majorée.
X

*
DEMONSTRATION : Immédiat d'aprés le théoreme de limite monotone sur les fonctions. N

THEOREME 3 CRITERE DE COMPARAISON PAR INEGALITE SUR LES INTEGRALES A INTEGRANDES POSITIVES

Soient a € R ainsi que f et g deux fonctions définies et continues sur [a; +oq].
Vt € la;+oo], 0< (1) < g(t)
-T1

+0o0
. r= (/ f(t)dt est convergente)
/ g(t)dt est convergente ‘

Vt € [a;+oo], 0 < (1) < g(t)

+00
= (/ g(t)dt est dlvergente)

+00
j f(t)dt est divergente

On en déduit le suivant :
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Remarque
Résultats encore valables sur
des intégrales impropres du type

f et f.
[a:bl Ja:b]

Remarque

Les trois critéres qui suivent sont
les analogues de ceux vus dans le
cas des séries a termes généraux
positifs. Les démonstrations sont
analogues a celles vues dans le
Chapitre 2 et ne sont donc pas
détaillées.

—— % Classique ! % ——

On utilise souvent le premier
+00

point dans le cas ol g est

a
une intégrale usuelle convergente
(fréquemment intégrale de Rie-
mann).
Autrement dit, st f est positive
et au'il existe un réel a > 1



THEOREME 4 CRITERE DE COMPARAISON PAR NEGLIGEABILITE SUR LES INTEGRALES A INTEGRANDES POSITIVES

Soient a € R ainst que f et g deux fonctions définies et continues sur [a; +oq.

S

f et g sont positives sur [a; +o0]

f(t) = (g(t) F= (/+OO f(t)dt est convergente)

+o0
j g(t)dt est convergente
a

0o
t—+00

f et g sont positives sur [a; +od|

= o (g(t) QN (/mg(t)dt ost dl\/ergente)

t—-+o00

+0o0
[ f(t)dt est divergente

¥ Astuce du chef ¥
Comme pour les séries, ce second
point ne sert pas souvent..

Qui entralne le dernier :

THEOREME 5 CRITERE DE COMPARAISON PAR EQUIVALENCE SUR LES INTEGRALES A INTEGRANDES POSITIVES

Soient a € R ainst que f et g deux fonctions définies et continues sur [a; +oq.

f et g sont positives sur [a; +o0] +o0 +00
= (/ f(t)dt et [ g(t)dt ont méme nature)

f(&) ~ glt)

| EXEMPLES 6 I
, +00
Etudions la nature de l'intégrale /
’

dt.
B+t

1

) 1

Etudions la nature de l'intégrale / 37th
o Bt

+0o0

Démontrons que l'intégrale / te "' dt est convergente et déterminons sa valeur.

—0Q
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— ¥ Astuce du chef ¥ —
En fait, puisque f ~ g, il suffit
+00
que g soit positive sur [a; +0q[
pour que f le soit au voisinage de

+00... et on peut donc appliquer
le critere.




& METHODE 4 & Pour étudier une intégrale impropre /f :
I

1. Si lon sait primitiver f : calcul de l'intégrale sur un segment, puis passage a la limite.
2. Si l'on ne sait pas primitiver f :
e méthode pouvant aboutir a la valeur si convergence :

* on procéde par IPP sur un segment, puis passage a la limite;
* on met en place un changement de variable :

x changement de variable affine possible sur les intégrales impropres,
x changement de variable non affine : souvent donné dans l'énoncé et travail obligatoire sur un segment
puis passage a la limite.

* si f est impaire sur / et que l'intégrale /f est convergente (a établir en découpant en 2, avec un critére),
/
alors /f = 0 (voir exemple précédent).
/

e sinon :
* si f est positive : on peut utiliser un des trois criteres ci-dessus (en comparant avec l'intégrande d'une
intégrale usuelle par exemple),

* si f est négative : on utilise le fait que f/f = /ff et que les intégrales fl/f et /f ont méme
nature, puis on se ramene au cas précédent,
* si f change de signe : on peut étudier la convergence absolue : si /\f\ CV, alors /f CV. Si /|f| DV,
! ! /

alors on ne peut pas conclure.

Dans tous les cas, on regarde si l'énoncé fournit des pistes...
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X Attention !
St l'intégrale est impropre en les
2 bornes, on découpe arbitraire-
ment Uintervalle d'intégration pour
étudier la nature de 2 intégrales
impropres en 1 borne.

Important !

L'étude de la nature d'une inté-
grale est une notion locale (c'est
l'étude de lexistence d'une li-
mite). Quand on veut appliquer
un critere pour étudier la nature

+oo
de / f, nul besoin que f soit
a

o

positive sur tout [a; +oq] : st f est
positive apres ¢, on met en place

+oo
un critére sur / f et on dit
c

c
que / f est une intégrale sur un

a
segment, donc convergente.
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