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Algèbre linéaireReprésentation matricielle des applications linéaires

Introduction...

Ce chapitre est la suite directe de celui sur les applications linéaires.Pour résumer ce que nous verrons : en dimension finie, une application linéaire n’est autre que la donnée d’une base et d’une matrice !
Les connaissances sur les matrices viendront donc naturellement nous aider dans l’étude des applications linéaires.
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Pour bien démarrer...
1. Soient E et F deux espaces vectoriels ainsi que f : E → F une application.

• f est une application linéaire lorsque :
∀(u⃗, v⃗ ) ∈ E2, ∀(a, b) ∈ R2, f (au⃗ + bv⃗ )af (u⃗) + bf (v⃗ )

• Si f est une application linéaire, alors :
f (0⃗E ) = 0⃗F ; ∀u⃗ ∈ E, f (−u⃗) = −f (u⃗)

2. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie ainsi que f : E → F une application linéaire.
• Tout sur le noyau de f :

✱ Définition : ker(f ) = {u⃗ ∈ E / f (u⃗) = 0⃗E}.

✱ Propriétés :
✕ ker(f ) est un sous-espace vectoriel de E ;
✕ f est injective si, et seulement si, ker(f ) = {0⃗E}.

• Tout sur l’image de f :

✱ Définition : Im(f ) = {v⃗ ∈ F / ∃u⃗ ∈ E / v⃗ = f (u⃗)} = {f (u⃗), u⃗ ∈ E}.

✱ Propriétés :
✕ Im(f ) est un sous-espace vectoriel de F sa dimension est appelée rang de f , noté rg(f ) ;
✕ Si (e⃗1, ..., e⃗n) est une famille génératrice de E , alors :

F = Vect(f (e⃗1), ..., f (e⃗n))
✕

f est surjective si, et seulement si, Im(f ) = Fsi, et seulement si, rg(f ) = dim(F )
3. Théorème du rang. Caractérisation aux isomorphismes.Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie ainsi que f : E → F une application linéaire.

• Théorème du rang : dim(E ) = dim ( ker(f )) + rg(f )
• Si dim(E ) = dim(F ), alors :

f injective f surjective

f bijective
Autrement dit, si dim(E ) = dim(F ) = n, alors :

ker(f ) = {−→0E} rg(f ) = n

f bijective
4. Soient E un espace vectoriel de dimension n et B une base de E .

• Pour tout u⃗ ∈ E , MatB(u⃗) est la matrice colonne des cordonnées de u⃗ dans la base B.
• Isomorphisme de représentation :L’application Φ : E −→ Mn,1(R)

u⃗ 7−→ MatB(u⃗) est un isomorphisme.En particulier :
∀u⃗, v ∈ E,

(
u⃗ = v⃗ ⇐⇒ MatB(u⃗) = MatB(v⃗ ))
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I Représentation matricielle d’une application linéaire
On commence déjà par rappeler un premier résultat : si A ∈Mn,p(R), alors l’application g : Mp,1(R) −→ Mn,1(R)

X 7−→ AXest une application linéaire.En effet, pour tous λ, µ ∈ R et X1, X2 ∈Mp,1(R) :
g(λX1 + µX2 = A(λX1 + µX2)= λAX1 + µAX2= λg(X1) + µg(X2)

Attention aux tailles des ma-trices... Puisque X ∈ Mp,1(R),
X a p lignes ; donc la matrice Adoit avoir p colonnes pour que leproduit AX soit bien défini. Et ona bien AX ∈Mn,1(R).

✘ Attention !

Réciproquement, considérons E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et notons p = dim(E ), n = dim(F ).Munissons E d’une base (e⃗1, e⃗2, ..., e⃗p) et F d’une base (f⃗1, f⃗2, ..., f⃗n). Soient également g ∈ L (E, F ) et u⃗ ∈ E .Manipulons un peu l’expression de g(u⃗)... En pratique, on travaille le plussouvent dans les bases cano-niques de E et F , même s’il estparfois utile de changer de base !
Remarque

• Puisque (e⃗1, e⃗2, ..., e⃗p) est une base de E , il existe des uniques réels x1, x2, ..., xp , que nous considérons ensuite,
tels que u⃗ = p∑

j=1 xj e⃗j .
Par conséquent :

g(u⃗) = g

 p∑
j=1 xj e⃗j

 par linéarité de g

= p∑
j=1 xjg(e⃗j )

• De plus, pour tout j ∈ J1; pK, puisque g(e⃗j ) ∈ F et que (f⃗1, f⃗2, ..., f⃗n) est une base de F , il existe des uniques
réels a1,j , a2,j , ..., an,j , que nous considérons ensuite tels que g(e⃗j ) = n∑

i=1 ai,j f⃗i .

• x1, x2, ..., xp sont les coor-données de u⃗ dans la base(e⃗1, e⃗2, ..., e⃗p).
• a1,j , a2,j , ..., an,j sont les co-ordonnées de e⃗j dans la base(f⃗1, f⃗2, ..., f⃗n) (il est donc normalque leur indexation dépende de j).

Remarque

On obtient ainsi :
g(u⃗) = p∑

j=1 xj

( n∑
i=1 ai,j f⃗i

)

= p∑
j=1

n∑
i=1 xjai,j f⃗i permutation des deux sommes

= n∑
i=1

p∑
j=1 xjai,j f⃗i

= n∑
i=1
 p∑

j=1 ai,jxj

 f⃗i

Par conséquent, les coordonnées y1, y2, ..., yn de g(u⃗) dans la base (f⃗1, f⃗2, ..., f⃗n) sont définies par :
∀i ∈ J1; nK, yi = p∑

j=1 ai,jxj (⋆)
Et cela nous rappelle un produit matriciel ! Plus précisément, posons :
• X =


x1
x2...
xp

, la matrice colonne des coordonnées de u⃗ dans la base (e⃗1, e⃗2, ..., e⃗p) ;

• Y =


y1
y2...
yn

, la matrice colonne des coordonnées de g(u⃗) (que l’on peut noter v⃗ ) dans la base (f⃗1, f⃗2, ..., f⃗n) ;

Si x1, x2, ..., xp sont les coordon-nées d’un vecteur u⃗ dans unebase B, on note parfois MatB(u⃗)la matrice colonne de ses coor-données.

✎ Notation

• A = (
ai,j
)1⩽i⩽n1⩽j⩽p

∈ Mn,p(R), la matrice dont la colonne j contient les coordonnées de g(e⃗j ) dans la base(f⃗1, f⃗2, ..., f⃗n). Puisque, pour tout j ∈ J1; pK,les coordonnées de g(e⃗j ) dans labase (f⃗1, f⃗2, ..., f⃗n) sont uniques,la matrice A ainsi définie est bienunique.

⋆Subtil...⋆

On obtient ainsi : (⋆) ⇐⇒ Y = AX

Après avoir choisi une base de E et une base de F , la relation v⃗ = g(u⃗) se traduit matriciellementpar : Y = AX (avec les notations définies ci-dessus). Autrement dit, toute application linéaire
g ∈ L (E, F ) peut être codée par une matrice A ∈Mn,p(R) et son action sur un vecteur u⃗ ∈ Ese traduit simplement par le produit matriciel AX .
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En dimension finie : toutes lesapplications linéaires de E dans
F se codent matriciellement sousla forme X 7−→ AX ! Là encore,c’est puissant et décevant à lafois...

En gros...

Afin d’énoncer clairement ce que nous venons d’établir, commençons par une définition :
Définition 1 Matrice d’une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels tels que dim(E ) = p et dim(F ) = n. Soit également g ∈ L (E, F ).Soient BE = (e⃗1, e⃗2, ..., e⃗p) est une base de E et BF = (f⃗1, f⃗2, ..., f⃗n) une base de F .On appelle matrice représentative de g dans les bases BE et BF la matrice de Mn,p(R), notée MatBE ,BF (g),dont la j-ième colonne est constituée des coordonnées du vecteur g(e⃗j ) dans la base BF .

MatBE ,BF (g) =
g(e⃗1) . . . g(e⃗p)


f⃗1⃗
f2(⋆)
f⃗n

• Si dim(E ) = dim(F ), la matriceest carrée.
• Si E = F , φ est un endo-morphisme ; et en prenant lamême base en départ et en ar-rivée, on considère la matriceMatB,B(g) que l’on notera sim-plement MatB(g).

Remarque

Résumons ce que nous venons de faire dans le théorème suivant :
Cela fournit donc une autre mé-thode pour montrer rapidementqu’une application (de Mp,1(R)dans Mn,1(R)) est linéaire...
♣ Méthode !

Théorème 1

1. Si A ∈Mn,p(R), alors l’application g : Mp,1(R) −→ Mn,1(R)
X 7−→ AX est une application linéaire.

2. Avec les notations de la définition précédente, pour tous u⃗ ∈ E et v⃗ ∈ F , si :
✓ X est la matrice colonne des coordonnées de u⃗ dans la base BE ,
✓ Y est la matrice colonne des coordonnées de v⃗ dans la base BF ,
✓ A = MatBE ,BF (g),alors :

v⃗ = g(u⃗) ⇐⇒ Y = AXAutrement dit :
v⃗ = g(u⃗) ⇐⇒ MatBF (v⃗ ) = MatBE ,BF (g) × MatBE (u⃗)

Exemples 1

E1 Considérons f : x
y
z

 7−→  x + y + z
x + y + z
x + y + 3z

.
• Posons A = 1 1 11 1 11 1 3

 de sorte que pour tout x
y
z

 ∈M3,1(R), f

x
y
z

 = A

x
y
z

.
Par conséquent, f est un endomorphisme de M3,1(R) et A est sa matrice canoniquement associée.

• Notons B =  1
−10
 ,

 11
−1
 ,

112
. Démontrons que B est une base de M3,1(R) puis donnons la

matrice de f dans cette base.

✱ Montrons que la famille B est libre.
Soient a, b, c ∈ R. Supposons a

 1
−10
+ b

 11
−1
+ c

112
 = 000

. On a :
a

 1
−10
+ b

 11
−1
+ c

112
 = 000

 ⇐⇒


a + b + c = 0
−a + b + c = 0
− b + 2c = 0

⇐⇒
L2 ← L2 + L1


a + b + c = 02b + 2c = 0
− b + 2c = 0

⇐⇒
L3 ← 2L3 + L2


a + b + c = 02b + 2c = 06c = 0

⇐⇒


a = 0
b = 0
c = 0

Par conséquent : a = b = c = 0, et donc la famille B est libre.Ainsi, la famille B est une famille de M3,1(R) qui est :
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✓ libre d’après ce qui précède,
✓ de cardinal 3, égal à dim (M3,1(R)).

Conclusion : la famille B est une base de M3,1(R).
✱ Donnons maintenant MatB(f ). On a :

✕ f

 1
−10
 = 000

 = 0 1
−10
+ 0 11

−1
+ 0112

 ;
✕ f

 11
−1
 =  11

−1
 = 0 1

−10
+ 1 11

−1
+ 0112

 ;
✕ f

112
 = 448

 = 0 1
−10
+ 0 11

−1
+ 4112

.
Conclusion : MatB(f ) = 0 0 00 1 00 0 4

.
E2 Considérons l’application φ qui à toute fonction P ∈ R2[x ] associe la fonction φ(P) définie par :

∀x ∈ R, φ(P)(x) = P(x) + (1− x)P ′(x)
• Montrons que φ est un endomorphisme de R2[x ]. Pour montrer φ(P) ∈ R2 [x ], deuxméthodes possibles :

• écrire P : x 7−→ a + bx + cx2puis calculer φ(P)...
• justifier que φ(P) est po-
lynomiale puis travailler surles degrés pour établir quedeg (φ(P)) ⩽ 2.Même si la première méthode estplus calculatoire, elle a l’avantagede toujours aboutir, ce qui n’estpas le cas de la seconde. La pre-mière fournit aussi, sans calculsupplémentaire, la matrice canoni-quement associée à g...

♣ Méthode !

✱ Soient λ, µ ∈ R et P, Q ∈ R2[x ]. Montrons que φ(λP +µQ) = λφ(P)+µφ(Q) ; autrement dit, montrons :
∀x ∈ R, φ(λP + µQ)(x) = λφ(P)(x) + µφ(Q)(x)

Soit x ∈ R. On a :
φ(λP + µQ)(x) = (λP + µQ)(x) + (1− x)(λP + µQ)′(x) linéarité de la dérivation et de l’évaluation en x= λP(x) + µQ(x) + (1− x)P ′(x) + (1− x)Q′(x)= λφ(P)(x) + µφ(Q)(x)
Conclusion : φ(λP + µQ) = λφ(P) + µφ(Q), donc φ est une application linéaire.

✱ Soient a, b, c ∈ R et P : x 7−→ a + bx + cx2 .On a, pour tout x ∈ R :
φ(P)(x) = cx2 + bx + a + (1− x)(2cx + b)= cx2 + bx + a + 2cx + b − 2cx2 − bx= −cx2 + 2cx + b + a

Conclusion : φ(P) ∈ R2[x ].
Conclusion : φ est un endomorphisme de R2[x ].

• Déterminons la matrice φ dans la base canonique de R2[x ], notée A.Notons (P0, P1, P2) la base canonique de R2[x ]. On rappelle que l’on a P0 : x 7−→ 1, P1 : x 7−→ x et
P2 : x 7−→ x2 .Ainsi :

✱ pour tout x ∈ R, φ(P0)(x) = 1 + (1− x) × 0 = 1, d’où :
φ(P0) = P0

✱ pour tout x ∈ R, φ(P1)(x) = x + (1− x) × 1 = 1, d’où :
φ(P1) = P0

✱ pour tout x ∈ R, φ(P2)(x) = x2 + (1− x) × 2x = −x2 + 2x , d’où :
φ(P2) = 2P1 − P2

Conclusion : A = 1 1 00 0 20 0 −1
.
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• Déterminons maintenant, à l’aide des matrices, une base du noyau de φ.Soient a, b, c ∈ R et P : x 7−→ a + bx + cx2 .
Notons B la base canonique de R2[x ]. On a : MatB(P) = a

b
c

. Attention à l’ordre des vecteursdans une base !
✘ Attention !Par conséquent :

P ∈ ker(φ) ⇐⇒ φ(P) = 0R2 [x ]
⇐⇒ MatB(φ) × MatB(P) = 03,1
⇐⇒ A ×

a
b
c

 = 03,1

⇐⇒


a + b = 02c = 0

− c = 0
⇐⇒

{
a + b = 0

c = 0
⇐⇒


a = −b
b = b
c = 0

⇐⇒ ∀x ∈ R, P(x) = −b + bx
⇐⇒ ∀x ∈ R, P(x) = b

(
P1(x)− P0(x))

⇐⇒ P = b(P1 − P0) La question porte sur P , on ter-mine donc avec P = ....
✍ Rédaction

Par conséquent : ker(φ) = Vect(P1 − P0).La famille (P1 − P0) est ainsi :
✓ génératrice de ker(φ) par définition,
✓ libre car constituée d’une unique vecteur non nul.

Conclusion : la famille (P1 − P0) est une base de ker(φ).
E3 Considérons A = (−1 21 0) ainsi que φ : M ∈M2(R) 7−→ AM .Montrons que φ est un endomorphisme de M2(R) et déterminons sa matrice dans la base canonique de M2(R).
• ✱ Soient λ, µ ∈ R et M, N ∈M2(R). On a :

φ(λM + µN) = A(λM + µN)= λAM + µAN= λφ(M) + µφ(N)
Conclusion : φ est une application linéaire.

✱ Ensuite, pour tout M ∈M2(R), AM ∈M2(R), donc φ(M) ∈M2(R).
Conclusion : φ est un endomorphisme de M2(R).

• Notons (E1,1, E1,2, E2,1, E2,2) la base canonique de M2(R).On a :

✱ φ(E1,1) = (−1 21 0)(1 00 0) = (−1 01 0) = −E1,1 + E2,1

✱ φ(E1,2) = (−1 21 0)(0 10 0) = (0 −10 1 ) = −E1,2 + E2,2

✱ φ(E2,1) = (−1 21 0)(0 01 0) = (2 00 0) = 2E1,1

✱ φ(E2,2) = (−1 21 0)(0 00 1) = (0 20 0) = 2E1,2

Conclusion : la matrice de φ dans la base canonique de M2(R) est la matrice

−1 0 2 00 −1 0 21 0 0 00 1 0 0

.
Nous venons d’établir qu’après avoir fixé des bases de E et F , chaque application linéaire g ∈ L (E, F ) peut êtrereprésentée matriciellement par une unique matrice (c’est d’ailleurs ce qui permet de définir l’application Φ dans lethéorème suivant). En fait, la réciproque est également vraie : une fois des bases de E et F choisies, chaque matrice de
Mn,p(R) (où p = dim(E ) et n = dim(F )) définit une unique application linéaire de L (E, F )... On a même :
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Deux informations dans ce théo-rème :
• le caractère bijectif : une foisdes bases fixées, il y a correspon-dance unique entre une applica-tion linéaire et une matrice dansces bases.
• le caractère linéaire : la ma-trice d’une combinaison linéaired’applications linéaires est lacombinaison linéaire des matricesde chacune.

Important !

Théorème 2 Isomorphisme de représentation

Soient E et F deux espaces vectoriels tels que dim(E ) = p et dim(F ) = n. Munissons E d’une base notée BE et
F d’une base notée BF .L’application : Φ : L (E, F ) −→ Mn,p(R)

g 7−→ MatBE ,BF (g)est un isomorphisme.Par conséquent : dim (L (E, F )) = np.
⋆ Démonstration :
• Écrivons BE = (e⃗1, ..., e⃗p) et BF = (f⃗1, ..., f⃗n).

✱ Soient λ, µ ∈ R et g, h ∈ L (E, F ).Montrons Φ(λg + µg) = λΦ(g) + µΦ(h) ; autrement dit, montrons MatBE ,BF (λg + µh) = λMatBE ,BF (g) +
µMatBE ,BF (h).Soient i ∈ J1; nK et j ∈ J1; pK. Notons :

✕ ai,j le coefficient en i-ème ligne et j-ième colonne de MatBE ,BF (g)
✕ bi,j le coefficient en i-ème ligne et j-ième colonne de MatBE ,BF (h)
✕ ci,j le coefficient en i-ème ligne et j-ième colonne de MatBE ,BF (λg + µh)Par définition, on a :

g(e⃗j ) = n∑
i=1 ai,j f⃗i ; h(e⃗j ) = n∑

i=1 bi,j f⃗i ; (λg + µh)(e⃗j ) = n∑
i=1 ci,j f⃗i

Mais, on a également :
(λg + µh)(e⃗j ) = λg(e⃗j ) + µh(e⃗j )

= λ
n∑

i=1 ai,j f⃗i + µ
n∑

i=1 bi,j f⃗i par linéarité de la somme
= n∑

i=1 (λai,j + µbi,j )f⃗i

Or, la famille (f⃗1, ..., f⃗n) est une base de F , et par unicité de l’écriture d’un vecteur selon une base, onobtient :
ci,j = λai,j + µbi,jOn a ainsi démontré :

∀(i, j) ∈ J1; nK× J1; pK, ci,j = λai,j + µbi,jPar conséquent : MatBE ,BF (λg + µh) = λMatBE ,BF (g) + µMatBE ,BF (h)
Conclusion : l’application Φ est linéaire.

✱ Puisque Φ est linéaire, montrons qu’elle est injective en déterminant son noyau.Soit φ ∈ L (E, F ). On a :
g ∈ ker(Φ) ⇐⇒ Φ(g) = 0n,p une matrice est nulle ssi chacune de ses colonnes est nulle⇐⇒ ∀j ∈ J1; pK, MatBF

(
g(e⃗j )) = 0n,1

⇐⇒ ∀j ∈ J1; pK, g(e⃗j ) = −→0FOr, (e⃗1, ..., e⃗n) est une base de E et une application linéaire sur E est entièrement définie par l’imagequ’elle renvoie aux vecteurs d’une base de E , on en déduit que φ est l’application linéaire nulle.Ainsi :
g ∈ ker(Φ) ⇐⇒ φ = 0L (E,F )

Conclusion : ker(Φ) = {0L (E,F )}, et Φ est donc injective.

✱ Montrons que Φ est surjective, autrement dit, montrons : ∀A ∈Mn,p(R), ∃g ∈ L (E, F ) / Φ(g) = A.Soit A = (
ai,j
)1⩽i⩽n1⩽j⩽p

∈ Mn,p(R). Puisqu’une application linéaire de L (E, F ) est entièrement définie parl’image qu’elle renvoie aux vecteurs d’une base de E et que (e⃗1, ..., e⃗n) est une base de E , considéronsl’application linéaire φ définie par : ∀j ∈ J1; pK, g(e⃗j ) = n∑
i=1 ai,j f⃗i .De cette façon, on a :

g ∈ L (E, F ) ; Φ(g) = A

Conclusion : Φ est surjective.
Conclusion : Φ est un isomorphisme.
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• Puisque Φ est un isomorphisme, on a :
dim (L (E, F )) = dim (Mn,p(R))

Conclusion : dim (L (E, F )) = np. Si E et F sont de dimension finie,alors L (E, F ) aussi etdim (L (E, F )) = dim(E ) × dim(F )
À retenir...

⋆

La composition d’applicationslinéaires se traduit par le produitmatriciel.
En gros...

Théorème 3

Soient E , F , G des espaces vectoriels de dimension finie ainsi que f ∈ L (E, F ) et g ∈ L (F, G).Notons q = dim(E ), p = dim(F ), n = dim(G) et considérons BE , BF , BG des bases respectives de E , F , G .On a déjà vu que g ◦ f ∈ L (E, G) ; mais on a aussi :
MatBE ,BG (g ◦ f ) = MatBF ,BG (g) × MatBE ,BF (f )

Autrement dit, pour tous u⃗ ∈ E et v⃗ ∈ G , si :
✓ X est la matrice colonne des coordonnées de u⃗ dans BE

✓ Y est la matrice colonne des coordonnées de v⃗ dans BG

✓ A est la matrice de f dans les bases BE et BF (A ∈Mp,q(R))
✓ B est la matrice de g dans les bases BF et BG (B ∈Mn,p(R))alors :

v⃗ = (g ◦ f )(u⃗) ⇐⇒ Y = BAX

⋆ Démonstration : Il suffit d’appliquer deux fois le second point du théorème 1 : une fois pour f , une fois pour g. ⋆

En particulier, si f ∈ L (E ), alors
A2 est la matrice de f ◦ f dans
BE ; A3 la matrice de f ◦ f ◦ fdans BE ...

Important !

Et voici une conséquence immédiate de ce théorème, très utile en pratique :
Propriété 1 Isomorphismes et matrices

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie tels que dim(E ) = dim(F ). Munissons E d’une base BEet F d’une base BF . Soit f ∈ L (E, F ). On a :
f est bijective si, et seulement si, MatBE ,BF (f ) est inversible

Et, si f est bijective, alors MatBF ,BE (f−1) = (MatBE ,BF (f ))−1 .
⋆ Démonstration : Notons n = dim(E ) = dim(F ). On a : Pour le cas général, voir 1A -Chapitre 11 - Propriétés 2 - P2 ;et on sait que si f ∈ L (E, F ) estbijective, alors f−1 ∈L (F, E ).

☞ Rappel...

(
f est bijective) ⇐⇒ ∃g ∈ L (F, E ) / g ◦ f = idE et f ◦ g = idF isomorphisme de représentation⇐⇒ ∃g ∈ L (F, E ) / MatBE (g ◦ f ) = In et MatBF (f ◦ g) = In théorème 3⇐⇒ ∃g ∈ L (F, E ) / MatBF ,BE (g) × MatBE ,BF (f ) = In et MatBE ,BF (f ) × MatBF ,BE (g) = In

⇐⇒ ∃B ∈Mn(R) / B × MatBE ,BF (f ) = MatBE ,BF (f ) × B = In
⇐⇒

(MatBE ,BF (f ) est inversible)
Et, le cas échéant, on a avec ce qui précède : MatBF ,BE (f−1) = (MatBE ,BF (f ))−1 .

⋆

Exemple 2

Exemples 1 - E2 : nous avions obtenu la matrice de φ dans la base canonique de R2[x ] : 1 1 00 0 20 0 −1
.

Cette matrice possède deux colonnes identiques, elle n’est donc pas inversible.
Conclusion : l’endomorphisme φ, défini dans Exemples 1 - E2, n’est pas bijectif.

Nous avions déterminé le noyau,qui nous avait déjà permis deconclure. Nous venons d’en voirune autre méthode.
Remarque

II Noyau, image et rang d’une matrice
Soit A ∈Mn,p(R). D’après ce qui a été fait précédemment, et en notant fA : X ∈Mp,1(R) 7−→ AX , on a : Si A ∈ Mn,p(R), l’application

X ∈ Mp,1(R) 7−→ AX est l’ap-plication linéaire canoniquement
associée à A.

Vocabulaire

ker(fA) = {X ∈Mp,1(R) / AX = 0Mn,1(R)}
puis, si (E1, E2, ..., Ep) désigne la base canonique de Mp,1(R), alors Im(fA) = Vect(fA(E1), fA(E2), ..., fA(Ep)).Mais, en notant, pour tout j ∈ J1; pK, Cj la j-ième colonne de A, on a par produit matriciel : fA(Ej ) = Cj . D’où :

Im(fA) = Vect(C1, C2, ..., Cp
)
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et enfin rg(fA) = dim (Im(fA)) = dim (Vect(C1, C2, ..., Cp))Ceci justifie les définitions suivantes :
Définitions 2 Noyau, image, rang d’une matrice

Soit A ∈Mn,p(R).
D1 Le noyau de A, noté ker(A), est l’ensemble défini par :

ker(A) = {X ∈Mp,1(R) / AX = 0Mn,1(R)}
D2 L’image de A, notée Im(A), est l’ensemble défini par :

Im(A) = Vect(C1, C2, ..., Cp
)

où, pour tout j ∈ J1; pK, Cj représente la j-ième colonne de A.
D3 Le rang de A, noté rg(A), est la dimension de Im(A). Le rang d’une matrice est le rangde la famille de ses colonnes.

Remarque

Version matricielle du théorème du rang :
Théorème 4 Théorème du rang (version matricielle)

Si A ∈Mn,p(R), alors :
p = dim ( ker(A)) + rg(A)

⋆ Démonstration : Il suffit d’appliquer le théorème du rang (version application linéaire) à l’application linéaire
fA : X ∈Mp,1(R) 7−→ AX ... ⋆

Et de la même façon :
Propriété 2 Caractérisation de l’inversibilité d’une matrice carrée

Soit A ∈Mn(R). On a :
ker(A) = {0Mn,1(R)} rg(A) = n

A inversible
⋆ Démonstration : Immédiat, d’après la propriété 1 et sa version sur les applications linéaires. ⋆

On peut démontrer ce résultatsans utiliser les applicationslinéaires, et cela a été fait dans lechapitre 1 !
☞ Pour info...

Exemples 3

E1 Soit A ∈Mn,p(R) telle que rg(A) = 0. Que dire de A ?
E2 La matrice 1 0 00 −4 00 0 0

 est de rang 2.
E3 La matrice −2 −3 10 1 50 0 5

 est de rang 3.
E4 Considérons A =  1 3 −4

−1 2 −12 −1 −1
.

• Puisque A contient deux colonnes non colinéaires, on a déjà rg(A)⩾ 2. Ensuite, remarquons que 111
 ∈ ker(A).

Par conséquent, dim ( ker(A))⩾ 1.
• Or, d’après le théorème du rang : 3 = dim ( ker(A)) + rg(A)

Conclusion : rg(A) = 2 ; dim ( ker(A)) = 1.
E5 La famille 100

 ,

010
 ,

001
 est la base canonique deM3,1(R), elle est donc de rang 3. Par conséquent,
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la matrice A = 0 1 01 0 00 0 1
 est de rang 3. On en déduit :

• A est inversible ;
• ker(A) = {0Mn,1(R)}.

E6 Donnons quelques matrices de M3(R) de rang 1 :
1 0 00 0 00 0 0

 ;


1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 1
 ; 1 2 31 2 31 2 3


E7 Donnons quelques matrices de M3(R) de rang 2 :

1 0 00 1 00 0 0
 ;


1 1 1 11 2 1 11 3 1 11 4 1 1

 ; 1 2 31 0 10 0 0


III Changement de bases et matrices semblables
Dans toute cette partie, E est un espace vectoriel de dimension finie n et f est un endomorphisme de E .
III.1 Matrices de passage et formules de changements de base

En fait :
PB,B′ = MatB′ ,B(id)

Remarque

Définition 3 Matrice de passage

Soient B = (e⃗1, e⃗2, ..., e⃗n) et B′ = (e⃗1 ′, e⃗2 ′, ..., e⃗n
′) deux bases de E .La matrice de passage de B vers B′ , notée PB,B′ , est la matrice dont la j-ième colonne contient les coordonnéesde e⃗′j dans la base B. Autrement dit :

PB,B′ =
e⃗1 ′ . . . e⃗n

′  e⃗1(⋆) ...⃗
en

Exemple 4Notons P0 : x 7−→ 1, P1 : x 7−→ 1 + x et P2 : x 7−→ 1 + x + x2 . Justifions que la famille B′ = (P0, P1, P2) est unebase de R2[x ] puis donnons la matrice de passage de la base canonique de R2[x ] vers B′ .La famille (P0, P1, P2) est une famille de R2[x ] qui est :
✓ libre car constituée de fonctions polynomiales échelonnées en degré,
✓ de cardinal 3, égal à dim (R2[x ]).

Conclusion : la famille (P0, P1, P2) est une famille base de R2[x ] et Pbc,B = 1 1 10 1 10 0 1
.

Propriété 3

Soient B et B′ deux bases de E .La matrice PB,B′ est inversible et P−1
B,B′ = PB′,B .

⋆ Démonstration : On a remarqué que : PB,B′ = MatB′,B(id).Or, id est bijectif, donc d’après la propriété 1, la matrice MatB′,B(id) est inversible et
P−1

B,B′ = MatB′,B(id)−1
= MatB,B′ (id−1) id−1 = id= MatB,B′ (id)= PB′,B

⋆
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Et on a même :
Propriété 4

Une matrice carrée est une matrice de passage si, et seulement si, elle est inversible.
⋆ Démonstration : Raisonnons par double implication.=⇒ Une matrice de passage est inversible, d’après la propriété précédente.
⇐= Soit A ∈Mn(R). Supposons que A est inversible.D’après la propriété 2, on a alors : rg(A) = nAutrement dit, la famille (C1, ..., Cn) (où, pour tout i ∈ J1; nK, Ci désigne la i-ème colonne de A) est de rang n.Par conséquent, cette famille est une base de Mn,1(R).

Conclusion : la matrice A est la matrice de passage de la base canonique de Mn,1(R) vers la base (C1, ...Cn).
⋆

Pour mieux retenir ces formules,on ne peut que regarder laconcordance des bases consé-cutivement écrites... un peu commela relation de Chasles.

♥ Astuce du chef ♥

Propriétés 5 Formules de changement de base

Soient B et B′ deux bases de E .
P1 Pour tout x ∈ E : MatB′ (x) = PB′,B × MatB(x)
P2 Pour tout f ∈ L (E ) :

MatB′ (f ) = PB′,B × MatB(f ) × PB,B′= P−1
B,B′ × MatB(f ) × PB,B′= PB′,B × MatB(f ) × P−1

B′,B

⋆ Démonstration :
P1. Soit x ∈ E . On a : MatB′ (x) = MatB′

(id(x)) théorème 1= MatB,B′ (id) × MatB(x)= PB′,B × MatB′ (x)
P2. Soit f ∈ L (E ). On a :MatB′ (f ) = MatB′

(id ◦ f ◦ id) théorème 3= MatB,B′ (id) × MatB,B(f ) × MatB′,B(id)= PB′,B × MatB(f ) × PB,B′ propriété 3= P−1
B,B′ × MatB(f ) × PB,B′

⋆

Exemple 5

Notons f l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à la matrice A = −1 −2 31 2 −1
−1 −1 3

.
On admet que la famille B′ = ((1, 0, 1), (−1, 1, 0), (1, 1, 1)) est une base de R3 . Donnons la matrice de f dans B′ ,notée T , puis écrivons une égalité reliant A et T .
• Notons P la matrice de passage de la base canonique de R3 vers la base B′ . On a ainsi :

P = 1 −1 10 1 11 0 1


• Ensuite :

✱ A

101
 = 202

, donc f (1, 0, 1) = (2, 0, 2) = 2(1, 0, 1) ;

✱ A

−110
 = −110

, donc f (−1, 1, 0) = (−1, 1, 0) ;
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✱ A

111
 = 021

, donc f (1, 1, 1) = (0, 2, 1) = (−1, 1, 0) + (1, 1, 1).
D’où :

T = MatB′ (f )
= 2 0 00 1 10 0 1


• Par formule de changement de base :

Matbc(f ) = Pbc,B′ × MatB′ (f ) × PB′,bcEnfin, P est inversible comme matrice de passage et :
A = PT P−1

Conclusion : T = 2 0 00 1 10 0 1
 et A = PT P−1 .

Bien évidemment, cette formulede changement de base peut éga-lement servir pour déterminer lamatrice d’une application linéairedans une certaine base ; maispour cela, il faut déjà avoir in-versé la matrice de passage.

Remarque

III.2 Matrices semblablesPour conclure cette partie, une dernière définition suivie d’une propriété assez théorique, mais utile.
Définition 4 Matrices semblables

Soient M, N ∈Mn(R).On dit que les matrices M et N sont semblables lorsqu’il existe une matrice P ∈Mn(R) inversible telle que :
M = PNP−1

Cette définition est bien symé-trique (on dit que M et N sontsemblables, pas seulement que Mest semblable à N ...) puisque :
M=PNP−1⇐⇒N=P−1M

(
P−1)−1

Remarque

Propriété 6 Caractérisation des matrices semblables

Deux matrices (différentes) sont semblables si, et seulement si, elles représentent le même endomorphisme dansdeux bases (différentes).
⋆ Démonstration : Raisonnons par double implication.
⇐= Immédiat d’après Propriétés 5 - P2 et par définition de matrices semblables.=⇒ Soient M, N ∈Mn(R). Supposons que M et N sont semblables. Il existe alors une matrice P ∈Mn(R) inversible,que nous considérons ensuite, telle que : M = PNP−1 .Montrons qu’il existe f ∈ L (E ) telles que M et N représentent toutes deux f .Notons B = (e⃗1, ..., e⃗n) une base de E . Par isomorphisme de représentation, il existe un unique endomorphismede E noté f , que nous considérons ensuite, tel que M = MatB(f ).Pour tout j ∈ J1; nK, on pose : e⃗′j = n∑

i=1 pi,j e⃗i (où pi,j désigne le coefficient (i, j) de la matrice P). Ainsi, en notant
B′ = (e⃗′1, ..., e⃗′n), on a alors : P = PB,B′ .L’égalité M = PNP−1 s’écrit donc MatB(f ) = PB,B′NPB′,BD’où :

N = P−1
B,B′MP−1

B′,B= PB′,BMPB,B′ formule de changement de base= MatB′ (f )
Par conséquent, M et N représentent toutes deux le même endomorphisme f .

⋆
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IV Travail sur le rang...
Commençons par ces premiers résultats, puis voyons-en trois conséquences :

Propriétés 7 Rang et composition d’AL

P1 Soient E, F, G trois espaces vectoriels ainsi que f ∈ L (E, F ), g ∈ L (F, G) et h ∈ L (G, E ).
• Si g est bijective, alors rg(g ◦ f ) = rg(f ).
• Si h est bijective, alors rg(f ◦ h) = rg(f ).Autrement dit : le rang est invariant par composition à droite et/ou à gauche par un isomorphisme.

P2 D’un point de vue matriciel : soient A ∈Mn,p(R), B ∈Mn(R) et C ∈Mp(R).
• Si B est inversible, alors rg(BA) = rg(A).
• Si C est inversible, alors rg(AC ) = rg(A).Autrement dit : le rang est invariant par multiplication à droite et/ou à gauche par une matrice inversible.

⋆ Démonstration : En exercice. ⋆

On peut donc trouver le rangd’une matrice en raisonnant surla dimension de l’espace vectorielengendré par ses lignes...
♥ Astuce du chef ♥Propriété 8 Rang et transposition

Pour toute matrice A, on a : rg(A) = rg(tA).
⋆ Démonstration : En exercice. ⋆

On peut donc déterminer le rangd’une matrice en utilisant l’algo-rithme du pivot de Gauss pour seramener au rang d’une matricetriangulaire.

♣ Méthode !
Propriétés 9 Invariance du rang par opérations élémentaires

P1 On ne change pas le rang d’une matrice en effectuant des opérations élémentaires sur ses lignes et/ou surses colonnes.En particulier : l’inversibilité ou la non inversibilité d’une matrice est conservée par opérations élémentairessur les lignes et colonnes.
P2 Le rang d’une réduite de Gauss est égal au nombre de lignes non nulles de cette matrice.

⋆ Démonstration :
P1. D’après les propriétés précédentes, le rang est inchangé par multiplication par une matrice inversible. Pour démon-trer le résultat, il suffit de démontrer que les opérations élémentaires sur les lignes et/ou les colonnes peuvent setraduire matricielle ment par une multiplication (à gauche ou à droite) par une matrice inversible.Soient M ∈Mn,p(R).

• Échange de lignes / colonnes. Ce qu’il faut retenir de cette dé-monstration, c’est essentiellementle recul que demande l’interpréta-tion des opérations élémentairesen multiplications matricielles.Réussir cette étape prouve unebonne compréhension du produitmatriciel !

Remarque

✱ Soient i, j ∈ J1; nK. Échanger les lignes Li et Lj de M équivaut à multiplier M à gauche par la matrice
A de Mn(R) définie par :

✕ pour tous k ̸∈ {i, j}, ak,k = 1 (les autres lignes sont inchangées) ;
✕ aj ,i = 1 et ai,j = 1 (la ligne Li passe en ligne j et la ligne Lj passe en ligne i) ;
✕ ai,i = 0 et aj ,j = 0 ;
✕ tous les autres coefficients étant nuls.Cette matrice est inversible puisqu’en effectuant deux fois de suite cet échange de lignes, on retrouve lamatrice initiale... Autrement dit :

A2M = MEn prenant le cas particulier n = p et M = In , on obtient A2 = In , donc A est inversible d’inverse A−1 .

✱ Soient i, j ∈ J1; pK. Échanger les colonnes Ci et Cj de M équivaut à multiplier M à droite par cettemême matrice A...
• Combinaison linéaire de lignes / colonnes.

✱ Soient i, j ∈ J1; nK. Remplacer la ligne Li par la ligne aLi + bLj d’une matrice M équivaut à multiplier
M à gauche par la matrice A définie par :

✕ pour tous k ̸= i, ak,k = 1 (les autres lignes sont inchangées) ;
✕ ai,i = a (la ligne Li est multipliée par a) et ai,j = b (la ligne Lj est multipliée par b et sera ajoutéeà la ligne Li) ;
✕ tous les autres coefficients étant nuls.
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Cette matrice est triangulaire (supérieure si j > i, inférieure si j < i) avec des 1 partout sur la diagonalesauf le coefficient (i, i), égal à a, qui est non nul. Ainsi, A est triangulaire à coefficients diagonaux nonnuls ; elle est donc inversible.
✱ Soient i, j ∈ J1; pK. Remplacer la colonne Ci par la colonne aCi + bCj équivaut à multiplier M à droitepar cette même matrice A...

Conclusion : les opérations élémentaires sur les lignes et colonnes se traduisent en multiplication matriciellepar une matrice inversible ; ainsi, d’après les propriétés précédentes, les opérations élémentaires sur les lignes etcolonne laissent invariant le rang.
P2. Soit A ∈Mn(R) une réduite de Gauss d’une matrice. Supposons que A possède m lignes nulles (avec m ∈ J0; nK).

• Si m = n : alors A = 0n,n et donc rg(A) = 0.
• Si m ̸= n :D’après la propriété précédente : rg(A) = rg(tA)Mais, puisque A est une réduite de Gauss, elle est triangulaire supérieure, donc tA est triangulaire inférieurecomportant m colonnes nulles. Par conséquent, Im(tA) est engendrée par les n−m autres colonnes non nullesde tA (et il y en a bien au moins une, car m ̸= n).Or, A est échelonnée, donc les n−m colonnes non nulles de tA sont échelonnées et forment donc une famillelibre. Ces n − m colonnes forment donc une base de Im(tA).D’où : rg(tA) = n − m

Conclusion : le rang de A est égal au nombre de lignes non nulles de A.
⋆

Exemple 6

Déterminons les valeurs du réel λ de sorte que la matrice 1− λ −1 00 2− λ 1
−1 −1 3− λ

 ne soit pas inversible.
On a : On pourrait se contenter de rai-sonner sur l’inversibilité de lamatrice, sans travailler sur lerang. Mais le travail sur le ranga un intérêt tout de même... Nousen ferons la remarque en find’exemple.

✍ Rédaction

rg1− λ −1 00 2− λ 1
−1 −1 3− λ

 =
L3 ↔ L1 rg −1 −1 3− λ0 2− λ 11− λ −1 0


=

L3 ← L3 + (1− λ)L1 rg−1 −1 3− λ0 2− λ 10 −2 + λ (1− λ)(3− λ)


=
L3 ← L3 + L2 rg−1 −1 3− λ0 2− λ 10 0 4− 4λ + λ2



La matrice −1 −1 3− λ0 2− λ 10 0 4− 4λ + λ2
 est triangulaire supérieure, elle est donc non inversible si, et seulement si 2− λ = 0ou4− 4λ + λ2 = 0 , si et seulement si, λ = 2.

Conclusion : le seul réel λ tel que la matrice 1− λ −1 00 2− λ 1
−1 −1 3− λ

 n’est pas inversible est 2.

Et, d’après la dernière étape dela manipulation sur le rang, onremarque que si λ = 2, alors lamatrice étudiée est de rang 2 (oui,on le voit directement à partir dela matrice initiale... mais imaginezsi l’on travaille sur des matricesplus grandes) ; donc son noyauest de dimension 1 (théorème durang). Ceci nous sera utile dansle chapitre sur la diagonalisationdes matrices.

Remarque

On a aussi :
On dit parfois que le rang estinvariant par changement de base.

☞ Pour info...
Propriétés 10

P1 Si deux matrices sont semblables, alors elles ont le même rang.
P2 Soient g ∈ L (E, F ), BE une base de E et BF une base de F .Alors : rg(g) = rg(MatBE ,BF (g))Autrement dit : le rang de g est égal au rang de toutes les matrices représentant g dans toutes les basesde E et F .

⋆ Démonstration :
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P1. Soient M, N ∈Mn(R). Supposons que M et N sont semblables. Il existe ainsi une matrice P ∈Mn(R) inversible,que nous considérons ensuite, telle que M = PNP−1 .Ainsi :
rg(M) = rg(PNP−1) propriétés 7 - P2= rg(NP−1) propriétés 7 - P2= rg(N)

Conclusion : si deux matrices sont semblables, alors elles ont le même rang.
P2. Notons p = dim(E ), n = dim(F ) et B = (e⃗1, ..., e⃗p) et BF = (f⃗1, ..., f⃗n). Par définition :

rg(g) = dim (Im(g)) (e⃗1, ..., e⃗p) est une base de E , donc en est une famile génératrice= dim (Vect(g(e⃗1), ..., g(e⃗p)))Ensuite, remarquons que MatBE ,BF (g) ∈Mn,p(R) et notons C1, ..., Cp les colonnes de MatBE ,BF (g). Par définition :
rg(MatBE ,BF (g)) = dim (Vect(C1, ..., Cp)) Trouver un isomorphismeentre Vect(C1, ..., Cp)) etVect(g(e⃗1), ..., g(e⃗p)).

♣ L’idée !Considérons l’application :
φ : Mn,1(R) −→ Fx1...

xn

 7−→ x1 f⃗1 + ... + xn f⃗n

• Sans difficulté, φ est linéaire.
• Puisque (f⃗1, ..., f⃗n) est une base de F , on obtient que φ est bijective.L’application φ est donc un isomorphisme de Mn,1(R) dans F .Par conséquent, sa restriction à Vect(C1, ..., Cp), notée φ|Vect(C1,...,Cp) est un isomorphisme de Vect(C1, ..., Cp) dansIm(φ|Vect(C1,...,Cp)).Or, par définition, (C1, ..., Cp) est génératrice de Vect(C1, ..., Cp), d’où :

Im(φ|Vect(C1,...,Cp)) = Vect(φ(C1), ..., φ(Cp)) par définition de MatBE ,BF (g) : ∀j ∈ J1; pK, φ(Cj ) = g(e⃗j )= Vect(g(e⃗1), ..., g(e⃗p))L’application φ|Vect(C1,...,Cp) est donc un isomorphisme de Vect(C1, ..., Cp) dans Vect(g(e⃗1), ..., g(e⃗p)).
Conclusion : les espaces vectoriels Vect(C1, ..., Cp) et Vect(g(e⃗1), ..., g(e⃗p)) ont même dimension ; autrement dit :

rg(g) = rg(MatBE ,BF (g))
⋆

Exemple 7Considérons l’application f qui, à toute fonction polynomiale P ∈ R3[x ] associe la fonction f (P) définie par :
∀x ∈ R, f (P)(x) = P(x + 1)− P(x)

• Justifions que f est un endomorphisme de R3[x ], puis déterminons sa matrice canoniquement associée.

✱ Soient λ, µ ∈ R et P, Q ∈ R3[x ]. Démontrons f (λP + µQ) = λf (P) + µf (Q). Il s’agit d’une égalité de fonc-tions...
✘ Attention !

Soit x ∈ R. On a :
f (λP + µQ)(x) = (λP + µQ)(x + 1)− (λP + µQ)(x) linéarité de l’évaluation en x + 1 et en x= λ

(
P(x + 1)− P(x)) + µ

(
Q(x + 1)−Q(x))= λf (P)(x) + µf (Q)(x)

On a ainsi établi :
∀x ∈ R, f (λP + µQ)(x) = λf (P)(x) + µf (Q)(x)Autrement dit :

f (λP + µQ) = λf (P) + µf (Q)
Conclusion : f est une application linéaire sur R3[x ].

✱ Soient a, b, c, d ∈ R et P : x 7−→ a + bx + cx2 + dx . On a, pour tout x ∈ R :
f (P)(x) = a + b(x + 1) + c(x + 1)2 + d(x + 1)3 − (a + bx + cx2 + dx3)= a + b(x + 1) + c(x2 + 2x + 1) + d(x3 + 3x2 + 3x + 1)− (a + bx + cx2 + dx3)= b + c + d + (2c + 3d)x + 3dx2

Par conséquent : f (P) ∈ R3[x ].
Conclusion : f est un endomorphisme de R3[x ]. On pourrait également dire que

f (P) est une fonction polyno-miale de degré inférieure ou égalà 3, comme différence de deuxfonctions polynomiales de degréinférieur ou égal à 3...

Remarque
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✱ Ensuite, en notant (P0, P1, P2, P3) la base canonique de R3[x ], et en utilisant la calcul fait ci-dessus, onobtient immédiatement :
f (P0) = 0R3 [x ] ; f (P1) = P0 ; f (P2) = P0 + 2P1 ; f (P3) = P0 + 3P1 + 3P2D’où la matrice de f dans la base canonique de R3[x ], que nous noterons A :

A =


0 1 1 10 0 2 30 0 0 30 0 0 0


• Déduisons-en une base du noyau et de l’image de f ainsi que son rang.

✱ On remarque alors que rg(A) = 3. Donc : rg(f ) = 3

✱ Ainsi, par théorème du rang : dim ( ker(f )) = 1Or P0 ∈ ker(f ).
On retrouve le fait que P0 ∈ker(f ) avec la matrice de f . En
effet :

1000
 ∈ ker(A) ; et

1000
 =

Matbc (P0) et A = Matbc (f ).

Remarque

Donc la famille (P0) est une famille de ker(f ) qui est :
✓ libre car constituée d’un unique vecteur non nul,
✓ de cardinal 1, égal à la dimension de ker(f ).

Conclusion : (P0) est une base de ker(f ).

✱ Enfin :
Im(A) = Vect




1000
 ,


1200
 ,


1330



=
C2 ← C2 − C1
C3 ← C3 − C1

Vect



1000
 ,


0200
 ,


0330



=
C3 ← 2C3 − 3C1 Vect




1000
 ,


0100
 ,


0060



= Vect



1000
 ,


0100
 ,


0010



On utilise Chapitre 1 - Propriétés3 pour transformer la famille quiengendre Im(A)...
♣ Méthode !

• Volontairement, j’ai choisi detravailler sur la matrice associéepour bien mettre en évidence quela recherche de noyau, d’imageet de rang peut toujours être faitepar la matrice ; à condition, pour
le noyau et l’image, de conclure
avec les bons objets !
• A partir du calcul générique de
f (P)(x) qui précède, on peut direque Im(f ) ⊂ R2 [x ]... et rg(f ) = 3 =dim (R2 [x ]). Donc Im(f ) = R2 [x ].

Remarques

Conclusion : Im(f ) = Vect(P0, P1, P2) = R2[x ].

Chapitre 7 - Page 16/16


	
	Représentation matricielle d'une application linéaire
	Noyau, image et rang d'une matrice
	Changement de bases et matrices semblables
	Matrices de passage et formules de changements de base
	Matrices semblables

	Travail sur le rang...


