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(CHARTREUX

ALGEBRE LINEAIRE

REPRESENTATION MATRICIELLE DES APPLICATIONS LINEAIRES

INTRODUCTION...

Ce chapitre est la suite directe de celui sur les applications linéaires.
Pour résumer ce que nous verrons : en dimension finie, une application linéaire n'est autre que la donnée d'une base et d'une matrice!

Les connaissances sur les matrices viendront donc naturellement nous aider dans 'étude des applications linéaires.
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POUR BIEN DEMARRER...
1. Soient E et F deux espaces vectoriels ainst que f : E — F une application.

e f est une application linéaire lorsque :
Y(d,V) € E?, Y(a,b) € R?, f(ad + bV)af(d) + bf(V)

e Si f est une application linéaire, alors :
f(0g) =0 ; Vi eE, f(—d)=—1(0)

2. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie ainst que f : E — F une application linéaire.

e Tfout sur le noyau de f :
# Définition : ker(f) = {7 € E | f(@) = O¢}.
* Propriétés :
x ker(f) est un sous-espace vectoriel de £;
x f est injective si, et seulement si, ker(f) = {O¢}.
e Tout sur l'image de f :
* Définition : Im(f) ={ve F /|3de E | v=_Fa)}={f(g), d€E}
* Propriétés :
x Im(f) est un sous-espace vectoriel de F sa dimension est appelée rang de f, noté rg(f);

x St (€, ..., é,) est une famille génératrice de E, alors :

F = Vect(f(&)), ... f(&,))

f est surjective si, et seulement si, Im(f) = F

X
si, et seulement si, rg(f) = dim(F)

3. Théoreme du rang. Caractérisation aux isomorphismes.
Soient £ et F deux espaces vectoriels de dimension finie ainsi que f : £ — F une application linéaire

e Théoreme du rang :
dim(E) = dim ( ker(f)) + rq(f)

e Sidim(E) = dim(F), alors :
f injective «=——— f surjective

f bijective

Autrement dit, st dim(E) = dim(F) = n, alors :

,{Ot}<:>rq =n

N/

f bijective

ker(f

4. Soient E un espace vectoriel de dimension n et Z une base de E.
e Pour tout & € E, Matg(d) est la matrice colonne des cordonnées de ¢/ dans la base Z.

e |somorphisme de représentation :
T S E — MR
'application i — Matg(d)

En particulier :

est un isomorphisme.

Va,v e E, (0 =V < Matg(d) = Matg(7))
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|  REPRESENTATION MATRICIELLE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

) . o ) P g:| MpaR) — M,a(R)
On commence déja par rappeler un premier résultat : st A € M, ,(R), alors l'application X s AX

est une application linéaire.
En effet, pour tous A,y € Ret Xj, X; € M,(R) :
GAXs + 1Xo = A + X))
= )\AXq + /JAXZ
= Ag(X1) + 1g(X2)

Réciproquement, considérons E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et notons p = dim(E), n = dim(F).
Munissons £ d'une base (&1, é>,...,€,) et F dune base (f1,f,, ..., f,). Soient également g € Z(E,F) et & € E.

Manipulons un peu lexpression de g(d)...
e Puisque (€1, €, ..., &) est une base de £, il existe des uniques réels x;, x, ..., X,, que nous considérons ensuite,

p
ﬂ ~
tels que 0 = E X;€;.

j=1
Par conséquent :

p
g(ﬁ) g X/'gj
=1

] J par linéarité de g

p
> x9(&)
j=1

e De plus, pour tout j € [1;p], puisque g(&,) € F et que (2?1, b f?) est une base de F, il existe des uniques

7 . 7 - = ! rd
réels aq;, ay;, ..., a,;, que nous considérons ensuite tels que g(€)) = E a; ;.
i=1

On obtient ainsi :

J permutation des deux sommes

I
T
2
0
=
P XA

Par conséquent, les coordonnées y1, y, ..., y, de g(&) dans la base (271, b ..., f;) sont définies par :
P
Vie[l;n], yi = Z‘jt./‘x/‘ (%)
j=1

Et cela nous rappelle un produit matriciel | Plus précisément, posons :

X1
X2
e X = | . |, la matrice colonne des coordonnées de i dans la base (€3, &, ..., &);
Xp
Y1
Y2 > 2 >
e Y= _ |, la matrice colonne des coordonnées de g(&) (que l'on peut noter V) dans la base (fi, f,, ..., f,);
yl?
o A = (aij) € M, ,(R), la matrice dont la colonne j contient les coordonnées de g(€;) dans la base

(i, for o o).
On obtient ainsi :
(*) & Y =AX

Aprés avoir choist une base de E et une base de F, la relation vV = g(&) se traduit matriciellement
par : Y = AX (avec les notations définies ci-dessus). Autrement dit, toute application linéaire
g € Z(E, F) peut étre codée par une matrice A € M, ,(R) et son action sur un vecteur & € £
se traduit simplement par le produit matriciel AX.
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X Attention !
Attention aux tailles des ma-
trices.. Puisque X € M, 1(R),
X a p lignes; donc la matrice A
doit avoir p colonnes pour que le
produit AX soit bien défini. Et on
a bien AX € M, 1(R).

Remarque ———

En pratique, on travaille le plus
souvent dans les bases cano-
niques de E et F, méme s'il est
parfois utile de changer de base !

Remarque ————
® X1,X2,..., Xp sont les coor-
données de ¢ dans la base
(€1,62,..., &p).
® 41,02, Gy sont les co-
ordonnées de &; dans la base
()?1, )?2 r?,]) (il est donc normal
que leur indexation dépende de j).

% Notation ——
St xq, x2, ..., Xp sont les coordon-
nées d'un vecteur & dans une
base 8, on note parfois Matg({)
la matrice colonne de ses coor-
données.

Puisque, pour tout j € [1;p],
les coordonnées de g(é;) dans la
base (7?1 fz 1?,,) sont uniques,
la matrice A ainsi définie est bien
unique.




Afin d'énoncer clairement ce que nous venons d'établir, commengons par une définition :

DEFINITION 1 MATRICE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

Soient E et F deux espaces vectoriels tels que dim(E) = p et dim(F) = n. Soit également g € Z(E, F).

Soient B = (€1, €, ..., &) est une base de E et By = (f;, f; )?n) une base de F.

On appelle matrice représentative de g dans les bases %¢ et B¢ la matrice de M, ,(R), notée Matg, 2, (9),
dont la j-iéme colonne est constituée des coordonnées du vecteur g(€&;) dans la base %F.

Mata, =, (9) = (%)

o

Résumons ce que nous venons de faire dans le théoréeme suivant :

THEOREME 1

g ij(R) — MNA(R)
X — AX

2. Avec les notations de la définition précédente, pour tous 0 € E et V&€ F, st :

1. StA e M,,(R), alors l'application est une application linéaire.

v X est la matrice colonne des coordonnées de & dans la base %,
v Y est la matrice colonne des coordonnées de V dans la base Af,
v A= Matg, 4, (9),
alors :
V=g(l) & Y =AX

Autrement dit :
V= g(lj) & MatggF(V) = Mat‘ggE”@F(g) X MatggE(lj)

| EXEMPLES 1 I

X X+y+z
Considérons f: [y | — | x+y+2z
z X+y+3z
T 1 1 X X X
e Posons A= (1 1 1] desorte que pourtout |y | e M34(R),f|ly| =Aly
11 3 z z z
Par conséquent, f est un endomorphisme de M5 +(R) et A est sa matrice canoniquement associée.
1 1 1
e Notons # = 11,1 1], 11 . Démontrons que % est une base de Mj5+(R) puis donnons la
0 —1 2
matrice de f dans cette base.
* Montrons que la famille & est libre.
1 1 1 0
Soient a, b, c € R. Supposons a | —1 b 1 tc|l1]=1(0].0na:
0 —1 2 0
1 1 1 0 a+b+ c=0
al=1]+b| 1T |+c|1])=10 = —a+b+ ¢c=0
0 1 2 0 —b+2c=0
a+ b+ c=0
= 2b+2c=0
Ly «— Lo+ L .
— b+2c=0
a+ b+ ¢c=0
= 2b+2c=0
L3« 23+ L
6c=0
a=0
= b=20
c=0
Par conséquent : a = b = ¢ =0, et donc la famille A est libre.
Ainsi, la famille 2 est une famille de M5, (R) qui est :
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clest puissant et décevant a la

la forme X —— AX'! La encore,
fois...

— Remarque

e St dim(E) = dim(F), la matrice
est carrée.

e Si £ = F, ¢ est un endo-

4 morphisme; et en prenant la
méme base en départ et en ar-
rivée, on considere la matrice
Matgz 22(g) que l'on notera sim-
plement Matgz(g).

& Méthode !

Cela fournit donc une autre mé-
thode pour montrer rapidement
qu'une application (de M, 1(R)
dans M, 1(R)) est linéaire...




v libre d'apres ce qui précede,
v de cardinal 3, égal a dim (M;(R)).
Conclusion : la famille & est une base de M5 (R).

#* Donnons maintenant Matg(f). On a :

1 0 1 1 1
x | —=1] = O =0(—-1]+0 1 +0(1];
0 0 - 2
1 1
x | 1 = +0({11;
—1 2
4
xf|1] =14 +41(1].
2 8
0 0 O
Conclusion : Matg(f 0 1 0
0 0 4

Considérons l'application ¢ qui a toute fonction P € Ry[x] associe la fonction ¢(P) définie par :

Vx € R, @(P)(x) = P(x)+ (1 —x)P'(x)

e Montrons que ¢ est un endomorphisme de Ry[x].
* Soient A, p € Ret P, Q € Ry[x]. Montrons que @(AP + pQ) = Ap(P)+ ug(Q); autrement dit, montrons :
Vx € R, (AP + pQ)(x) = A@(P)(x) + pe(Q)(x)
Soit x € R. On a:

= (AP + pQ)(x) + (1 = X)(AP + uQ) (x)
= AP(x) + pO(x) + (1 = x)P'(x) + (1 = x) Q' (x)
= Ap(P)(x) 4+ pp(Q)(x)

(AP + pQ)(x)

J linéarité de la dérivation et de ['évaluation en x

Conclusion : @(AP + pQ) = Ap(P) + up(0Q), donc ¢ est une application linéaire.
* Soient a,b,c eR et P: x— a+ bx + cx°.

On a, pour tout x € R :
@O(P)(x) = cx* + bx +a + (1 — x)(2cx + b)
=cx’ + bx+a+2cx + b —2cx? — bx
=—cx’+2cx+b+a

Conclusion : ¢(P) € Ry[x]

| Conclusion : ¢ est un endomorphisme de R;[x].

e Déterminons la matrice ¢ dans la base canonique de Ry[x], notée A.
Notons (Py, Py, P>) la base canonique de R,[x]. On rappelle que lon a Py :
Py x —> X%

Ainsi :

X+— 1, Py i x — x et

* pour tout x € R, @(Po)(x) =1+ (1 —x) x 0=1, dou :
@(Po) = Fo
* pour tout x € R, @(Py)(x) = x+ (1 —x) x T =1, dol :
@(P1) = P
% pour tout x € R, ¢(P)(x) = x> 4 (1 — x) x 2x = —x* + 2x, d'oli :

(p(Pz) = Zf% — l')z

T 1 0
Conclusion: A= (0 0 2
0 0 -1
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— & Méthode !

4 Pour montrer @(P) € Ry[x], deux

méthodes possibles :

o bcrire P x — a + bx + X’
puis calculer ¢(P)..

o justifier que ¢(P) est po-
lynomiale puis travailler sur

les degrés pour établir que

deg (@(P)) < 2.

Méme si la premiere méthode est
plus calculatoire, elle a l'avantage
de toujours aboutir, ce qui n'est
pas le cas de la seconde. La pre-
miere fournit aussi, sans calcul
supplémentaire, la matrice canoni-
quement associée a g..




e Déterminons maintenant, a l'aide des matrices, une base du noyau de ¢.
Soient a,b,c €R et P:x+— a -+ bx + cx’.

a X Attention !
Notons # la base canonique de Ry[x]. On a : Matg(P) = | b |. Par conséquent : %ttention a Lordre des vecteurs

c dans une base !

P e ker(p) &= ¢(P) = Oryy
— Mdtz/j’((p) X Md‘h/j»(lD) = ();’\

a

& Ax b :OH
c
a+b =0
= 2c=0
— =0
{(}er =0
—
c=0
a=—b
& <1b=0>b
c=0

Vx € R, P(x) = —b+ bx

Vx €R, P(x) = b(Pi(x) — Po(x)) L Redacti
#n edaction

P = b(P, — Py) ﬁ

I1l

a question porte sur P, on ter-
mine donc avec P = ...

Par conséquent : ker(¢) = Vect(Py — ).
La famille (P; — Py) est ainsi :
v génératrice de ker(¢p) par définition,

v libre car constituée d'une unique vecteur non nul.

| Conclusion : la famille (Py — Py) est une base de ker(¢p). |

Considérons A = (_11 (2)) ainsi que ¢ : M € M;(R) — AM.
Montrons que ¢ est un endomorphisme de M;(R) et déterminons sa matrice dans la base canonique de M(R).

° * Solent A, peRet M,N &€ M;,(R). On a:
@AM + pN) = A(AM + uN)
= MM + pAN
= Ap(M) + up(N)
Conclusion : ¢ est une application linéaire.
* Ensuite, pour tout M € M5 (R), AM € M5(R), donc ¢(M) € M3 (R).
Conclusion : ¢ est un endomorphisme de M;(R).

e Notons (Ey1, E12, E2n, E2») la base canonique de M5 (R).

Ona:
-1 2y (1 0 -1 0
* elE) = ( 1 o) (o o) - ( 1 0) =Bt
-1 2\ [0 1 0 —1
*fp(Fm):(1 O) (0 O):(O 1): Eio+ Esn
-1 2} (0 O 2 0 ;
-1 2} (0 O 0 2
* ek = ( 1 o) (o 1) - (o 0) =2k
-1 0 20
. . . _ 0O -1 0 2
Conclusion : la matrice de ¢ dans la base canonique de M;(R) est la matrice : 0 0 0
0 1 0 0

Nous venons d'établir qu'aprés avoir fixé des bases de E et F, chaque application linéaire g € Z(E, F) peut étre
représentée matriciellement par une unique matrice (c'est d'ailleurs ce qui permet de définir l'application ® dans le
théoreme suivant). En fait, la réciproque est également vraie : une fois des bases de E et F choisies, chaque matrice de
M, 5(R) (ol p = dim(E) et n = dim(F)) définit une unique application linéaire de Z(E, F).. On a méme :
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THEOREME 2 ISOMORPHISME DE REPRESENTATION

Soient E et F deux espaces vectoriels tels que dim(E) = p et dim(F) = n. Munissons E d'une base notée % et
£ d'une base notée Ar.
['application :
b ‘ ZLEF) — M,,R)
g = Matg. s (9)

est un isomorphisme.
Par conséquent : dim (X(E F)) = np.

*
DEMONSTRATION :

e Ecrivons B = (€1, ..., &,) et Br = (fr, . ).
* Solent A,y € Ret g, h e Z(E,F)
Montrons ®(Ag + pg) = AP(g) + u®(h); autrement dit, montrons Matg, %, (Ag + ph) = Matg, =, (g) +
uMat@EgF(h).
Soient i € [1;n] et j € [1; p]. Notons :
x a;; le coefficient en i-éme ligne et j-iéme colonne de Matg, % (g)
x b;; le coefficient en i-éme ligne et j-ieme colonne de Matg, g, (h)
x c;; le coefficient en i-eéme ligne et j-ieme colonne de Matgs, g, (Ag + 1h)
Par définition, on a :
9(@)=3_ayf . hE)=) byl i Ggtuh)E)=) c,f
i=1 i=1

i=1
Mais, on a également :

(Ag + uh)(€)) = Ag(€)) + ph(e))

n

A Oi,j?i"rllzbi,/ﬁ

— — J par linéarité de la somme

n
N

(Aaij + pbyj)fi
=1

Or, la famille (71, )?”) est une base de f, et par unicité de écriture d'un vecteur selon une base, on
obtient :
Cij = Aay; + pby;
On a ainsi démontré :
V(i j) € [in] x [1:p]. cij = Aai; + uby,
Par conséquent :
Matg, g8, (Ag + 1h) = Mateg, o5, (9) + Matagg, g, (h)
Conclusion : l'application ¢ est linéaire.

* Puisque ¢ est linéaire, montrons qu'elle est injective en déterminant son noyau.
Soit p € Z(E,F).Ona:

g € ker(®) <= d(g) =0,,
« ¥j € [1:p], Matz, (9(é))) = 0,1

—

= Vje[np], g(&)=0r

une matrice est nulle ssi chacune de ses colonnes est nulle

Or, (81, ..., 8,) est une base de E et une application linéaire sur E est entierement définie par 'image
qu'elle renvoie aux vecteurs d'une base de £, on en déduit que ¢ est l'application linéaire nulle.
Ainst :

g e ker(CD) — @= O.Z’(E,F)

Conclusion : ker(®) = {0 7}, et  est donc injective.
* Montrons que ® est surjective, autrement dit, montrons : VA € M, ,(R), 3g € Z(E, F) | ®(g) = A

Soit A = (ai;)1<i<n € M, ,(R). Puisqu'une application lindaire de Z(E, F) est entiérement définie par
1<j<p
l'image qu'elle renvoie aux vecteurs d'une base de E et que (&, ..., €,) est une base de E, considérons

l'application linéaire ¢ définie par : Vj € [1;p], g(&) = Z al,jz?,-.
=1

De cette fagon, on a :

ge Z(EF); ®g)=A
Conclusion : ® est surjective.

Conclusion : ¢ est un isomorphisme.
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4

— Important !

Deux informations dans ce théo-
réeme :

e le caractére bijectif : une fois
des bases fixées, il y a correspon-
dance unique entre une applica-
tion linéaire et une matrice dans
ces bases.

e le caractére linéaire : la ma-
trice d'une combinaison linéaire
d'applications linéaires est la
combinaison linéaire des matrices
de chacune.




e Puisque ¢ est un isomorphisme, on a :
dim (Z(E, F)) = dim (M, ,(R))
Conclusion : dim (Z(E, F)) = np.

]

Soient E, F, G des espaces vectoriels de dimension finie ainst que f € Z(E,F) et g € Z(F, Q).
Notons g = dim(E), p = dim(F), n = dim(G) et considérons B, Br, B des bases respectives de E, F, G.
On a déja vu que go f € Z(E, G); mais on a aussi :

Mat@g@c(g [¢] f) = Mat,@F’@C(g) X Mat@E”@F(f)

Autrement dit, pour tous 7 € E et V&€ G, si :
v X est la matrice colonne des coordonnées de & dans %¢
v Y est la matrice colonne des coordonnées de vV dans %A
v A est la matrice de f dans les bases %¢ et Br (A € M, 4(R))
v B est la matrice de g dans les bases %r et B¢ (B € M, ,(R))

alors :
V=(gof)(l) & Y = BAX

*
rDE'MONSTRAﬂON o IUsuffit d'appliquer deux fois le second point du théoréme 1 : une fois pour f, une fois pour g. j

Et voici une conséquence immédiate de ce théoréme, tres utile en pratique :

PROPRIETE 1 ISOMORPHISMES ET MATRICES

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie tels que dim(E) = dim(F). Munissons £ d'une base %
et F d'une base %r. Soit f € Z(E,F).Ona:

f est bijective si, et seulement si, Matg, 4, (f) est inversible

Et, si f est bijective, alors Mat@F,@E(f_U = (MatggE"ggF(f))71

FDE’MONSTRATlON : Notons n = dim(E) = dim(F). On a:

(f est bljectlve) — Jdge ZL(F,E)| gof=idg ETfog=ide
« dg e Z(F E) | Matg.(gof)=1, ET Matg, (fog) =1,
« dg € Z(F.E) | Matg, 4,(9) x Matg, g, (f) = I, ET Matg, =, (f) x Matg, 2, (9)
— dBe M,(R) | B x Matg, 4, (f) = Matg, =, (f) x B=1,
& (Matg, g, () est inversible)

. -1
Et, le cas échéant, on

| EXEMPLE 2 I

Exemples 1 - E2 : nous avions obtenu la matrice de ¢ dans la base canonique de Ry[x] :

a avec ce qui précéde : Matg, g, (') = (Matz, s, (1))

]

o O -
o O -

Cette matrice posséde deux colonnes identiques, elle n'est donc pas inversible.

|Concluslon : l'endomorphisme ¢, défini dans Exemples 1 - E2, n'est pas bijectif.

Soit A € M, ,(R). D'aprés ce qui a été fait précédemment, et en notant f4 : X € M, ;(R) — AX, on a :

NOYAU, IMAGE ET RANG D UNE MATRICE

ker(f4) = {X € M, 1(R) | AX = Op,. )}

puis, si (Eq, £, ..., E,) désigne la base canonique de M, 1(R), alors Im(fs) = Vect(fa(E1), fa(E2), ... fa(Ep)).-
Mais, en notant, pour tout j € [1;p], G la j-ieme colonne de A, on a par produit matriciel : f4(£;) = C;. D'ots :

Im(fa) = Vect(Cr, Gy, ... Gy)

CHAPITRE 7 - Page 8/16

A retenir...

Si E et F sont de dimension finie,
alors Z(E, F) ausst et

dim (Z(E, F)) = dim(E) x dim(F)

En gros...

La composition d'applications
linéaires se traduit par le produit

matriciel.

Important !
En particulier, st f € Z(E), alors
A? est la matrice de f o f dans
PBr; A’ lamatrice de fofof
dans ABe ...

= Rappel...
Pour le cas général, voir 1A -
Chapitre 11 - Propriétés 2 - P2;
et on sait que st f € Z(E, F) est
bijective, alors ' € L(F,F).

J isomorphisme de représentation

J théoreme 3
In

Remarque

Nous avions déterminé le noyau,
qui nous avait déja permis de
conclure. Nous venons d'en voir
une autre méthode.

Vocabulaire
St A € M, ,(R), lapplication
X € Mpi(R) — AX est l'ap-
plication linéaire canoniquement
associée a A.




et enfin
rg(fa) = dim (Im(f4)) = dim (Vect(Cy, G, ..., G))

Ceci justifie les définitions suivantes :

DEFINITIONS 2 NOYAU, IMAGE, RANG D'UNE MATRICE

Soit A € M, ,(R).
Le noyau de A, noté ker(A), est l'ensemble défini par :

ker(A) = {X € M, 1(R) | AX = O, 0}

'image de A notée Im(A), est l'ensemble défini par :
Im(A) = Vect(Cy, G, ..., G,)

oli, pour tout j € [1; p], C; représente la j-iéme colonne de A.

Le rang de A, noté rg(A), est la dimension de Im(A).

Version matricielle du théoreme du rang :

THEOREME 4 THEOREME DU RANG (VERSION MATRICIELLE)

StAe M,,(R), alors :
p = dim (ker(A)) + rg(A)

FDEMONSTRATION U suffit d'appliquer le théoréeme du rang (version application linéaire) a lapplication linéaire
fa: X € Mpi(R)— AX.. j

Et de la méme facon :

PROPRIETE 2 CARACTERISATION DE L'INVERSIBILITE D'UNE MATRICE CARREE

Soit A€ M,(R). On a:

ker(A) = {Om, ,r)} =—rg(A

N7

A inversible

*
DeMONSTRATION : Immédiat, d'aprés la propriété 1 et sa version sur les applications linéaires. .

| EXEMPLES 3 I

Soit A € M,,(R) telle que rg(4) = 0. Que dire de A?
10 0
La matrice 0 —4 0 est de rang 2.

1 —4

Considérons A= | —1 —1

2 =1 -1

73 1
La matrice 1 5| est de rang 3.
5
3
2

e Puisque A contient deux colonnes non colinéaires, on a déja rg(A)> 2. Ensuite, remarquons que [ 1| € ker(A).

Par conséquent, dim ( ker(A)) > 1.

e Or, d'aprés le théoreme du rang :
3 = dim ( ker(A)) + rg(A)

Conclusion : rg(A) = 2 ; dim ( ker(A)) =1

1 0 0
La famille 0|.,11].10 est la base canonique de M5+(R), elle est donc de rang 3. Par conséquent,
0 0 1

CHAPITRE 7 - Page 9/16

Remarque ———
+7Le rang d'une matrice est le rang

de la famille de ses colonnes.

= Pour info...
On peut démontrer ce résultat
¢ sans utiliser les applications
linéaires, et cela a été fait dans le
chapitre 1!




010
la matrice A= |1 0 0| estderang 3. On en déduit :
0 0 1

e A est inversible;
o ker(A) = {OMM(R)}'
Donnons quelques matrices de Mj3(R) de rang 1 :

1 0 O 1 1 1 1 1 2 3

0 0 O 1101 1 2 3

0 0 O 11011 1 2 3
Donnons quelques matrices de M3(R) de rang 2 :

Py 11N s

0 1 0 13 01 1 1T 0 1

0 0 O 141 0 0 O

[ CHANGEMENT DE BASES ET MATRICES SEMBLABLES

Dans toute cette partie, £ est un espace vectoriel de dimension finie n et f est un endomorphisme de E.

[I.4 MATRICES DE PASSAGE ET FORMULES DE CHANGEMENTS DE BASE

DEFINITION 3 MATRICE DE PASSAGE

Soient Z = (81, 8&,,...,8,) et B = (&', 8, ..., &, ) deux bases de E.
La matrice de passage de 2 vers &', notée Py o, est la matrice dont la j-iéme colonne contient les coordonnées
de € dans la base %. Autrement dit :

| EXEMPLE 4 I

Notons Py : x — 1, Pr i x — 1+ x et Py x> 1+ x + x°. Justifions que la famille &' = (Py, Py, P,) est une
base de Ry[x| puis donnons la matrice de passage de la base canonique de R;[x| vers &',
La famille (/’0, P, /’g) est une famille de Ry[x| qui est :

v libre car constituée de fonctions polynomiales échelonnées en degré,

v de cardinal 3, égal a dim (R[x]).

T 1 1
Conclusion : la famille (P, Py, P>) est une famille base de Ry[x] et Ppegg = [0 1 1
0 0 1

PROPRIETE 3

Soient & et %’ deux bases de E.
La matrice Pg o est inversible et P;;@, =Py .

*
DEMONSTRATION : On a remarqué que : Pg g = Matg g(id).
Or, id est bijectif, donc d'aprés la propriété 1, la matrice Matggr g (id) est inversible et

= g = Matgg g(id)”"

= Mat g g (id™"
#.% (A ) J id' =1id
= Matg, o (id)

=Pz 2
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Remarque
En fait :

P,z = Mat s (id)




Et on a méme :

PROPRIETE 4

Une matrice carrée est une matrice de passage si, et seulement si, elle est inversible.

*
DEMONSTRATION : Raisonnons par double implication.
Une matrice de passage est inversible, d'aprés la propriété précédente.

Soit A € M,(R). Supposons que A est inversible.
D'aprés la propriété 2, on a alors :
rg(A) = n
Autrement dit, la famille (G, ..., G,) (ob, pour tout i € [1;n], C; désigne la i-éme colonne de A) est de rang n.
Par conséquent, cette famille est une base de M, 1(R).
Conclusion : la matrice A est la matrice de passage de la base canonique de M, 1(R) vers la base (Q,MCN)AJ
*

PROPRIETES 5 FORMULES DE CHANGEMENT DE BASE

Soient Z et &' deux bases de E.

Pour tout x € E :

Mat@/(x) = P‘@/”gg X Mat@(x) v J -
stuce du che

Pour tout f € X(E) : Pour mieux retenir ces formules,

on ne peut que regarder la
concordance des bases consé-
Matgg (f) = P s x Matg(f) x P 2 cutivement écrites... un peu comme

= P:QJ B~ Mats&(f) x P gz la relation de Chasles.

= P@/’g@ x Mat@(f) x 'Dg’,%

*
rDEMONSTRATION :
P1. Soit x € £.On a:

Mat g (x) = Matgg/('td(x)) .
= Mat‘@”@/(ld) x Matgg(x) J (héoréme T
= Py g x Matg(x)
P2. Soit f € Z(E). On a -
Matg (f) = Mat@/(ld ofo ld)

= Matg g (id) x Matg, g(f) x Matg g(id) J théoreme 3
= Pa 2z x Matg(f) x Pz
= P x Mata(f) x Pg g J propriété 3
]
-1 =2 3
Notons f l'endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice A= | 1 -
1 13

On admet que la famille &' = ((1,0, 1),(=1,1,0), (1,1,1)) est une base de R®. Donnons la matrice de f dans Z,
notée T, puis écrivons une égalité reliant A et T.

e Notons P la matrice de passage de la base canonique de R’ vers la base Z'. On a ainsi :

T =1 1
P=1{0 1 1
1 0 1
e Ensuite :
1 2
* Al0| =1(0],doncf(1,0,1) =(2,0,2) =2(1,0,1);
1 2
—1 —1
* A 1 = 1 |, donc f(—1,1,0) = (-=1,1,0);
0 0
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1 0
* A1 =1{2] doncf(1,1,1)=(0,2,1)=(=1,1,00+(1,1,1).
1 1
Dot :
T = Matg (f)

2 0 0

=10 1 1

0 0 1

e Par formule de changement de base :
Matye(f) = Ppe.gzr x Matgg/ () x Paar i

Enfin, P est inversible comme matrice de passage et :
Remarque

A = /DTP*1 Bien évidemment, cette formule

de changement de base peut éga-

lement servir pour déterminer la
2 0 0 matrice d'une application lindaire

Conclusion: T= {0 1 1| etA=PTP". dans une certaine base; mais

pour cela, il faut déja avoir in-
0 0 1 versé la matrice de passage.

[l MATRICES SEMBLABLES

Pour conclure cette partie, une derniére définition suivie d'une propriété assez théorique, mais utile.

DEFINITION 4 MATRICES SEMBLABLES

Remarque
Soient M, N € M,(R). Cette définition est bien symé-
On dit que les matrices M et N sont semblables lorsqu'il existe une matrice P € M, (R) inversible telle que : trique (on dit que M et N sont

semblables, pas seulement que M
est semblable a N..) puisque :

M = PNP~
M=PNP~ e N=P""M(P )

PROPRIETE 6 CARACTERISATION DES MATRICES SEMBLABLES

Deux matrices (différentes) sont semblables si, et seulement si, elles représentent le méme endomorphisme dans
deux bases (différentes).

*
DEMONSTRATION : Raisonnons par double implication.
Immédiat d'aprés Propriétés 5 - P2 et par définition de matrices semblables.

Soient M, N € M, (R). Supposons que M et N sont semblables. Il existe alors une matrice P € M, (R) inversible,

que nous considérons ensuite, telle que : M = PNP™.

Montrons qu'il existe f € Z(E) telles que M et N représentent toutes deux f.

Notons Z = (&, ..., €,) une base de E. Par isomorphisme de représentation, il existe un unique endomorphisme
de E noté f, que nous considérons ensuite, tel que M = Matg(f).

Pour tout j € [1; n], on pose : € = pre”, (ol p;; désigne le coefficient (i, j) de la matrice P). Ainsi, en notant
=1
P = (&, ...¢)onaalors: P=Pgag.
L'égalité M = PNP~" s'écrit donc
Matg(f) = P, NP %

Dol :
N=Pg 2 MPZ
= Pa.2MPa J formule de changement de base
= Matga (f)
Par conséquent, M et N représentent toutes deux le méme endomorphisme f.
]
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V' TRAVAIL SUR LE RANG...

Commengons par ces premiers résultats, puis voyons-en trois conséquences :

PROPRIETES 7 RANG ET composiTioN D'AL

Soient £, F, G trois espaces vectoriels ainsi que f € Z(E, F), g € L(F,G) et h € Z(G, E).
e Si g est bijective, alors rg(g o f) = rg(f).
e Si h est bijective, alors rg(f o h) = rg(f).
Autrement dit : le rang est invariant par composition a droite et/ou a gauche par un isomorphisme.
D'un point de vue matriciel : soient A € M, ,(R), B € M,(R) et C € M,(R).
e Si B est inversible, alors rg(BA) = rg(A).
e Si C est inversible, alors rg(AC) = rg(A).

Autrement dit : le rang est invariant par multiplication a droite et/ou a gauche par une matrice inversible.

*
DEMONSTRATION : En exercice. .

PROPRIETE 8 RANG ET TRANSPOSITION

Pour toute matrice A, on a : rg(A) = rg(‘A).

*
DEMONSTRATION : En exercice. .
PROPRIETES 9 INVARIANCE DU RANG PAR OPERATIONS ELEMENTAIRES

On ne change pas le rang d'une matrice en effectuant des opérations élémentaires sur ses lignes et/ou sur
ses colonnes.
En particulier : Uinversibilité ou la non inversibilité d'une matrice est conservée par opérations élémentaires
sur les lignes et colonnes.

Le rang d'une réduite de Gauss est égal au nombre de lignes non nulles de cette matrice.

*
DEMONSTRATION :

P1. D'aprés les propriétés précédentes, le rang est inchangé par multiplication par une matrice inversible. Pour démon-
trer le résultat, il suffit de démontrer que les opérations élémentaires sur les lignes et/ou les colonnes peuvent se
traduire matricielle ment par une multiplication (a gauche ou a droite) par une matrice inversible.

Soient M € M, ,(R).

e Echange de lignes / colonnes.
% Soient i, j € [1; n]. Echanger les lignes [; et L; de M équivaut a multiplier M a gauche par la matrice
A de M,(R) définie par :
x pour tous k & {i,j}, arx =1 (les autres lignes sont inchangées);
x a;;="1eta;="1laligne L; passe en ligne j et la ligne L; passe en ligne i);
x a,;=0eta;; =0;
x tous les autres coefficients étant nuls.

Cette matrice est inversible puisquen effectuant deux fois de suite cet échange de lignes, on retrouve la
matrice initiale.. Autrement dit :

A'M =M
En prenant le cas particulier n = p et M = I, on obtient A% = /,, donc A est inversible d'inverse A~".
% Soient i,j € [1;p]. Echanger les colonnes C; et C; de M équivaut a multiplier M a droite par cette
méme matrice A..
e Combinaison linéaire de lignes / colonnes.
* Solent (, j € [1; n]. Remplacer la ligne L; par la ligne al; + bL; d'une matrice M équivaut a multiplier
M a gauche par la matrice A définie par :
x pour tous k i, agx =1 (les autres lignes sont inchangées);
x a,; = a (la ligne L; est multipliée par a) et a;; = b (la ligne L; est multipliée par b et sera ajoutée
a la ligne Ly);
x tous les autres coefficients étant nuls.
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On peut donc trouver le rang
d'une matrice en raisonnant sur
la dimension de l'espace vectoriel
engendré par ses lignes..

& Méthode !

On peut donc déterminer le rang
d'une matrice en utilisant l'algo-
rithme du pivot de Gauss pour se
ramener au rang d'une matrice
triangulaire.

Remarque

Ce qu'il faut retenir de cette dé-
monstration, c'est essentiellement
le recul que demande l'interpréta-
tion des opérations élémentaires
en multiplications matricielles.
Réussir cette étape prouve une
bonne compréhension du produit
matriciel !




Cette matrice est triangulaire (supérieure si j > i, inférieure si j < i) avec des 1 partout sur la diagonale
sauf le coefficient (i, i), égal a a, qui est non nul. Ainsi, A est triangulaire a coefficients diagonaux non
nuls; elle est donc inversible.

* Soient (,j € [1;p]. Remplacer la colonne C; par la colonne aC; + bC; équivaut a multiplier M & droite
par cette méme matrice A..

Conclusion : les opérations élémentaires sur les lignes et colonnes se traduisent en multiplication matricielle
par une matrice inversible; ainsi, d'aprés les propriétés précédentes, les opérations élémentaires sur les lignes et
colonne laissent invariant le rang.
P2. Soit A € M,(R) une réduite de Gauss d'une matrice. Supposons que A posséde m lignes nulles (avec m € [0; n]).
e Sim=n:alors A=0,, et donc rg(A) = 0.
e Sim#n:
D'aprés la propriété précédente :
rg(A) = rg(‘A)
Mais, puisque A est une réduite de Gauss, elle est triangulaire supérieure, donc ‘A est trianqgulaire inférieure
comportant m colonnes nulles. Par conséquent, Im(‘A) est engendrée par les n — m autres colonnes non nulles
de ‘A (et il y en a bien au moins une, car m # n).
Or, A est échelonnée, donc les n — m colonnes non nulles de ‘A sont échelonnées et forment donc une famille
libre. Ces n — m colonnes forment donc une base de Im(‘A).
Dol :
rg(A)=n—m

Conclusion

| EXEMPLE 6 I

: le rang de A est égal au nombre de lignes non nulles de A.

]

1T—2 -1 0
Déterminons les valeurs du réel A de sorte que la matrice 0 2—A 1 ne soit pas inversible.
-1 -1 3-2
Ona:
1—A 1 0 1 1 3—A
rg 0 2—A 1 = rg 0 2—A 1
-1 -1 3-) bebh T—A =1 0
1 1 3
= rg 0 2—A 1
Leb+0-Ah 0 244 (1=X3-=2
—1 —1 3— 4
= rq 0 —A 1
beb+h 0 0 4—4r+ X
-1 —1 3—A
La matrice 0 2—4 1 | est triangulaire supérieure, elle est donc non inversible si, et seulement si
0 0 4—4)+ N
2—A1=0
ou . st et seulement si, A = 2.
4—4)+ X1 =0
T—A =1 0
Conclusion : le seul réel A tel que la matrice 0 2—A 1 n'est pas inversible est 2.
1 1 3— A

On a aussi :

PRroPRIETES 10

St deux matrices sont semblables, alors elles ont le méme rang.

Soient g € Z(E, F), B une base de E et Zr une base de F.
Alors :

rg(g) = rg(Mates, 2, (9))

Autrement dit : le rang de g est égal au rang de toutes les matrices représentant g dans toutes les bases
de E et F.

*
DEMONSTRATION :
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#> Rédaction

<on pourrait se contenter de rai-
sonner sur l'inversibilité de la
matrice, sans travailler sur le
rang. Mais le travail sur le rang
a un intérét tout de méme... Nous
en ferons la remarque en fin
d’exemple.

— Remarque

Et, d'apres la derniere étape de
la manipulation sur le rang, on
remarque que st A = 2, alors la
matrice étudiée est de rang 2 (oui,
on le voit directement a partir de
la matrice initiale.. mais imaginez
st l'on travaille sur des matrices
plus grandes); donc son noyau
est de dimension 1 (théoréme du
rang). Cect nous sera utile dans
le chapitre sur la diagonalisation
des matrices.

o~

On dit parfois que le rang est
invariant par changement de base.



P1. Soient M, N € M, (R). Supposons que M et N sont semblables. Il existe ainst une matrice P € M, (R) inversible,
que nous considérons ensuite, telle que M = PNP~".
Ainst :
rg(M) = rg(PNP™")
) propriétés 7 - P2
J propriétés 7 - P2
Conclusion : si deux matrices sont semblables, alors elles ont le méme rang.

-
n

P2. Notons p = dim(E), n = dim(F) et B = (&, ..., €,) et B = (171, ..., 5). Par définition :

rg(g) = dim (Im(g))
= dim (Vect(g(&), ... g(&,)))

Ensuite, remarquons que Matg, 4, (g) € M, ,(R) et notons G, ..., G, les colonnes de Matgz, s, (g). Par définition :

J (€1, ..., &) est une base de £, donc en est une famile génératrice

rg(Matgg, 2, (9)) = dim (Vect(Cy, ..., G)) & Lidae |
L , L Trouver un isomorphisme
Considérons l'application : entre Vect(Cy, ..., Gy)) et
¢: | M1(R) — F Vect(g(&1), ... g(&)).
X1

N
n

— qu? + .+ X,
Xﬂ

e Sans difficulté, ¢ est linéaire.

>

e Puisque (271, ..., I,) est une base de F, on obtient que ¢ est bijective.

L'application ¢ est donc un isomorphisme de M, 1(R) dans F.
Par conséquent, sa restriction a Vect(Cy, ..., Gy), notée @pecc,,..c,) est un isomorphisme de Vect(Cy, ..., G,) dans

Im(@pec(c...cp)-
Or, par définition, (G, ..., C,) est génératrice de Vect((y, ..., G,), doti :

définition de Mat vj e [;p], ¢(C)=gq(é
:Vect(g(e?q),.“,g(e?p)) ) par définition de Mataz, @ (g) : ¥j € [1:p]. #(C)) = g(&)

L'application @pecc....c,) est donc un isomorphisme de Vect((y, ..., C,) dans Vect(g(é}), g(é’p)).
Conclusion : les espaces vectoriels Vect((y, ..., G,) et \/ect(g(éH), g(§p)) ont méme dimension; autrement dit :

rg(g) = rg(Matzz, =, (9))
| EXEMPLE 7 I

Considérons l'application f qui, a toute fonction polynomiale P &€ R;[x] associe la fonction f(P) définie par :
Vx € R, f(P)(x) = P(x+1)— P(x)

e Justifions que f est un endomorphisme de R;[x], puis déterminons sa matrice canoniquement associée.

X Attention !
* Soient A,y € Ret P, Q € Rs[x]. Démontrons f(AP + pQ) = Af(P) + uf(0). ﬁs'egtt dune égalité de fonc-
Soit x € R. On a: tions...

(AP + pQ)(x) = (AP + pQ)(x + 1) — (AP + p0Q)(x)
= MP(x+1) = P(x)) + u(O(x + 1) — O(x))
= M(P)(x) + pf(Q)(x)

j linéarité de l'‘évaluation en x + 1 et en x

On a ainsi établi :
Vx € R, f(AP + pQ)(x) = Af(P)(x) + pf(O)(x)
Autrement dit :
f(AP + pQ) = Af(P) + uf(Q)

Conclusion : f est une application linéaire sur Rs[x|.

% Solenta,b,c,d ERet P x+— a+ bx+ cx> + dx. On a, pour tout x € R :
f(P)(X)=a+bx+1)+clx+ 1> +dx+1)°—(a+ bx+ cx* + dx°)
=a+bx+1)4+c(x* +2x+ 1) +d(x> +3x° +3x + 1) — (0 + bx + cx* + dx°)

=b+c+d+ (2c + 3d)x + 3dx”

Remarque
; B On pourrait également dire que
Par conséquent : f(P) € Rs[x|. £(P) est une fonction polyno-
Conclusion : f est un endomorphisme de Rs[x]. miale de degré inférieure ou égal

a 3, comme différence de deux
fonctions polynomiales de degré
inférieur ou éqgal a 3..
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* Ensuite, en notant (Py, Py, P2, P;) la base canonique de R;[x], et en utilisant la calcul fait ci-dessus, on
obtient immédiatement :

f(/D()):ORJ,X‘; Il(Pw):Po ) f(Pz):Po+ZP1 , f(P}):P0+3P1+3PZ

D'oti la matrice de f dans la base canonique de Rs[x], que nous noterons A :

0 1 1 1
00 2 3
A=lo 0 0 3
00 0 0O

e Déduisons-en une base du noyau et de l'image de f ainsi que son rang.
* On remarque alors que rg(A) = 3. Donc :
rq(f) =3
* Ainsi, par théoreme du rang :
dim ( ker(f)) =1
Or Py € ker(f).Donc la famille (Py) est une famille de ker(f) qui est :

v libre car constituée d'un unique vecteur non nul,
v de cardinal 1, égal a la dimension de ker(f).

Conclusion : (P) est une base de ker(f).

* Enfin :
1 1 1
Im(A) = Vect 8 , (2) , g
0 0 0
1 0 0
0 2 3
= Vect

GGG 0 0 3
Ge—G-0G 0 0 0
1 0 0
0 1 0

= Vect ) )
G« 26— 3G 0 0 6
0 0 0
1 0 0
0 1 0
= Vect 0 0 1
0 0 0

Conclusion : Im(f) = Vect(Py, Py, P») = Ra[x].
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Remarque

On retrouve le fait que Py €
ker(f) avec la matrice de f. En

1 1
|0 . 0] _
effet : 0 € ker(A); et o] =
0 0

Matpc(Po) et A = Matyc(f).

& Méthode !
On utilise Chapitre 1 - Propriétés
3 pour transformer la famille qui
engendre Im(A)...

— Remarques

e Volontairement, j'ai choisi de
travailler sur la matrice associée
pour bien mettre en évidence que
la recherche de noyau, d'image
et de rang peut toujours étre faite
par la matrice; a condition, pour
le noyau et l'image, de conclure
avec les bons objets !

e A partir du calcul générique de
f(P)(x) qui précede, on peut dire
que Im(f) C Ry[x].. et rg(f) = 3 =
dim (R2[x]). Donc Im(f) = Ra[x]

o
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