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(CHARTREUX

PROBABILITES

VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

INTRODUCTION...

Jusqu'a présent, nous n'avons étudié que des variables aléatoires a valeurs dans un ensemble discret (essentiellement a valeurs dans N méme). Or, de
fagon générale (au programme d’'ECG du moins), les variables aléatoires sont a valeurs réelles.

Dans ce chapitre, nous étudierons un certain type de variables aléatoires qui ne sont pas discrétes : les variables aléatoires a densité.

Attention, comme nous le verrons, il existe des variables aléatoires réelles qui ne sont ni discréetes ni a densité. Leur étude n'est pas au programme,
méme si quelques connaissances sont a avoir...

Sans doute que la plus célebre des lois a densité est la loi normale. Nous l'étudierons dans le chapitre 12 et elle sera également a l'honneur dans
les chapitres 14 et 16.

Les premiéres variables aléatoires non discrétes ont été étudiées au XVIIIEme sigcle, méme si le formalisme n'est absolument pas celui étudié depuis.

Sans rentrer dans la théorie de la mesure, nous étudierons les premiers aspects des variables aléatoires a densité qui ont ancré davantage encore le
lien entre l'analyse et les probabilités, offrant peut-étre a ces derniéres une place a part entiére dans le paysage mathématique actuel.
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POUR BIEN DEMARRER...

1. Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur Q. Définition et propriétés de la fonction de répartition de X.

2. Une variable aléatoire est discrete si, et seulement si, sa fonction de répartition est

3. Théoréme de transfert dans le cas d'une variable aléatoire discréte.

4. Intégrales impropres usuelles :

5. Criteres sur les intégrales impropres :
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Dans tout ce chapitre, (Q, A, IP) désigne un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace. On
notera Fx la fonction de répartition de X.

| DEFINITIONS ET PREMIERS EXEMPLES

1 VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE

DEFINITION 1 VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE

On dit qu'une variable aléatoire est a densité lorsque sa fonction de répartition est :
v continue sur R,

v de classe € sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.

On sait déja que Fx est croissante sur R et vérifie : lim Fx(x) =0et lim Fy(x) = 1.. Et réciproquement :
X——00 X—+00

THEOREME 1

Soit F une fonction définie sur R.
Si F est:

v continue sur R,

v de classe €' sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points,
v croissante sur R,

v telle que XL’LLnOO F(x)=0et XL'LTOQ Fx) =1,

alors il existe un espace probabilisé et une variable aléatoire a densité dont F est la fonction de répartition.

*
DEMONSTRATION : Théoréme admis. .

ExXempPLES 1

|

St X est une variable aléatoire discrete, alors sa fonction de répartition est constante par morceaux sur R; Rappel
La réciproque est vraie : si Fy

elle n'est donc pas continue sur R. est constante par morceaux sur R,
alors X est discréte.

|Concluslon : les variables aléatoires discrétes ne sont pas a densité.

0 six<O0
On considére une variable aléatoire X dont la fonction de répartition est Fx : x— 4 x six €[0;1] .
1T six>1

Représentons Fx et montrons que la variable aléatoire X est a densité.

0 six <0
T—e™ six>0 "
Représentons F puis démontrons qu'elle est la fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité.

Considérons la fonction F : x —
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. . - ) , . 0 six <0
On consideére une variable aléatoire X dont la fonction de répartition est Fx : x — V. < .
T—e six>0

On note Y la variable aléatoire définie par : Y = max(1, X). Autrement dit : Confusion d’objets !

. Le "1" de max(1, X) désigne une
Yw e Q Y(w) — 1 SAL X(w) <1 < variable aléatoire constante égale
' X(w) st X(w) >1 a1, pas le réel 1..

Montrons que Y n'est ni discréte ni a densité.
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> DENSITE DE PROBABILITE

DEFINITION 2

DENSITE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE

Soient X une variable aléatoire a densité et Fy sa fonction de répartition.
Une densité de X est une fonction fx, définie sur R, telle que :

v Vx eR, fx(x) 20,
v en tout réel x en lequel Fx est €7, fx(x) = Fy(x).

& METHoDE 1 & Pour montrer que X est a densité et en donner une densité :
e on montre que Fy est continue sur R et @' sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points,
e on obtient une densité de X en :
% dérivant Fy en tout point en lequel elle est €' (on dérive donc sur les intervalles ouverts),
* donnant une valeur arbitraire positive éventuellement ailleurs.

| EXEMPLE 2 I

0 six<O0
Reprenons la variable aléatoire X dont la fonction de répartition est Fx : x — 1 x six €[0;1] .
1T six>1

On sait déja (Exemples 1 - E2) que la variable aléatoire X est a densité. Donnons-en une densité.

On sait déja comment, a partir de la fonction de répartition, obtenir une densité. Réciproquement :

THEOREME 2

LIEN DENSITE / FONCTION DE REPARTITION

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fy et de fonction de répartition Fy.
Ona: y
Vx € R, Fx(x) = ] fx(t)dt

*
DEMONSTRATION : Théoréme admis.

On peut trouver une densité a partir de la fonction de répartition; et réciproquement... Or,
donner une densité de X, cest en donner la lot..

Par conséquent, on retrouve le résultat suivant, trés utile sur les variables aléatoires a
densité : la fonction de répartition caractérise la loi.

Finalement, si fy est une densité de X, on a:
e fx est positive sur R,
e fy est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points (en lesquels Fx n'est pas &),
X +00
o Vx ER, Fx(x) = / fx(t)dt, et comme Llim Fx(x) =1, on obtient : / fx(t)dt = 1.
—00 X—+00 _

Réciproquement :
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— X Attention !

e Puisque Fx n'est pas néces-
sairement € partout, ces deux
items ne définissent pas toujours
une unique fonction.

Par conséquent, on parlera d'une
densité.

e fx ne sera pas continue la ol
Fx n'est pas 1748

o Si Fy est €' sur R, alors il n'y
a qu'une seule densité : Fy, qui
est alors continue sur R.

Donner la loi d'une variable aléa-
toire a densité c'est en donner
une densité.

Puisque fx n'est pas nécessaire-
ment continue par morceaux sur
R (méme si ce sera généralement
le cas), cette intégrale peut en
fait étre impropre en des points
intermédiaires entre —oo et x..

Remarque ———
Si fx est continue sur R, alors Fx
sera €' sur R.




THEOREME 3

Soit f une fonction définie sur R.

S| Remarque ————
L +7On a vu un résultat analogue

v f est positive sur R, dans le cas des VA discreétes...

v f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points,
+00
v lintégrale / f(t)dt est convergente et vaut 1,

n dit alors que f est une den-

Vocabulaire
—0Q
. . ope 7 . 7 . s O
alors il existe un espace probabilisé et une variable aléatoire dont f est une densité. {ité de probabilité.

*
DEMONSTRATION : Théoréme admis. %

| EXEMPLES 3 I

1
Montrons que la fonction f : x — ie_‘x‘ est une densité de probabilité.

1 .

Montrons que la fonction f : x — 2 X €] =00 =1]U[1; +od est une densité de probabilité et
0 stnon

déterminons la fonction de répartition d'une variable aléatoire X de densité f.
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La ol fx est nulle, Fx est constante; et réciproquement.
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.3 CALCULS DE PROBABILITES

PROPRIETES 1

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fy et de fonction de répartition Fy.

YxeR, P(X=x]) =0

Pour tout x € R :

P(X < x]) =P(X <x))
= Fx(X)
= /X fx(t)dt
et:
P(IX > x]) = P(IX > X))
=1— Fx(x)

= /Xﬂo f(t)dt

Pour tous réels a, b tels que a < b :

P(la < X < b)) = P(la < X < b))
=TP(la <X < b
=P(la < X < b])
= Fx(b) — Fx(a)

/ab f(t)dt

On voit bien que la lot d'une VA
a densité ne peut donc pas étre
la donnée de P([X = x]), pour
tout x € R, comme pour les VA
discretes...

Remarque

Puisque fx est positive,
b
fx(t)dt est l'aire sous la

cgurbe de fy.

*
DEMONSTRATION :

P1. Soit x € R. De fagon générale, on sait que IP([X = x]) est égale a la hauteur du saut de continuité de Fx en x.
Or, X est a densité, donc Fx est continue sur R et donc en x.

Par conséquent : IP([X = x]) = 0.
P2. Soit x € R.
e Ona:
P(X <x]) = P(X = xJU[X <) B
_ IP([X _ X]) " IP([X < X]) J [X = x] et [X < x| sont incompatibles
=P(X <x) J a
Et:
IP([X S X]) - FXX(X) ) théoréme 2
- / f(t)dt
e Ona:
P(X > x]) =P(X =x]U[X > x]) ‘ _
_ IP([X _ X]) n IP([X > X]) J [X = x] et [X > x] sont incompatibles
—P(x > ) J7
=P(X <)
=1-P([X <)
1 Fx(X) J
N théoreme 2
=1 [oo fX(t)dt J fx est une densité de probabilité

:lj&mmf[;wwf
=lj&mm+[m&mw

= [m fx(t)dt

) relation de Chasles
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En fait : P([X = x]) = Fx(x) —

lim F(£) (et Lim Fy(f) = P(IX <
=4 o
x])).

Ce résultat pourrait étre démontré
avec le théoreme de limite mono-
tone sur les probabilités, qui n'est
plus au programme...




P3. Soient a, b € R tels que a < b. De la méme fagon que précédemment, on obtient :

P(la < X < b)) =P(la < X <D

=P(la <X < b))
=TP(la < X < b))
Ensuite :
P(X < b)) =P([X < a]U[a < X < b)) ‘ ‘
_ IP([X < Cl]) N IP([G <X< b]) J [X < a]eta < X < b] sont incompatibles
Dot :
P(la < X < b)) = P(X < b]) - P(X < d])
— P(IX < b)) — P(IX < al) J P2
= Fx(b) — Fx(a)

:/ fX(t)dt+/ fx(t)dt
—o0 a L) relation de Chasles
b

EXEMPLE 4

Reprenons la variable aléatoire introduite dans Exemples 3 - E2.
Déterminons :

CHAPITRE 8 - Page 9/19



I TRANSFORMATION D'UNE VARIABLE ALEATOIRE

Considérons une variable aléatoire X a densité, de densité fx et de fonction de répartition Fx. Pour toute fonction g
définie et continue sur X(Q), on peut définir la variable aléatoire Y = g(X).
Traitons quelques cas classiques...

X Attention !
g(X) n'est pas forcément a den-
sité : voir Exemples 1 - E4. En
revanche, la continuité de g as-
sure que cest bien une VA (dans
le cas discret, la continuité n'était
pas nécessaire pour que g(X) soit
une VA).

& METHODE 2 & Pour déterminer si la variable aléatoire Y = g(X) est a densité et, le cas échéant, en donner une
densité :

e on commence par réfléchir a Y(Q) (une inclusion suffit, mais on a parfois une égalité..),

e on détermine la fonction de répartition de Y (on veille a bien justifier les égalités d'évenements en jeu..),

e on regarde si Fy est continue sur R et ¢ sauf éventuellement en un nombre fini de points,

e si Cest le cas, alors on donne une densité en dérivant Fy la ou elle est %" et en donnant des valeurs "arbitraires
positives” ailleurs (attention a la dérivée d'une composée...).

EXEMPLES 5

Dans tous ces exemples, on considére une variable aléatoire X de densité fx, continue sur R et de fonction de
répartition Fx. On considere également que X(Q) = R.

Montrons que la variable aléatoire Y = |X| est a densité et donnons-en un densité.
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= Rappel...

Quand cela a du sens :

(fog)/zg’ xf'og

Quand 'énoncé donnera une den-
sité fy de X, on prendra souvent
comme X(Q) l'ensemble sur le-
quel f n'est pas nulle ou bien ‘le
plus petit" ensemble £ tel que

L
/ fx(t)ydt =1..
E




Montrons que la variable aléatoire Y = exp(X) est a densité et donnons-en un densité.
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Montrons que pour tous a, b € R tels que a # 0, la variable aléatoire Y = aX +b est a densité et donnons-en

un densité.

Soient @, b € R tels que a # 0. Pourquoi ?
"T

e Puisque X(QQ) =R etque a#0,0na Y(Q) =R ‘image de R par une fonction

. , . affine non constante est R |
e Notons Fy la fonction de répartition de Y.
Soit x € R. On a:

Fy(x) =P([Y < x])
=P([aX + b < x])
=P([aX < x —b])
Distinguons alors deux cas :
* Sta>0:
On a alors :
or-e <5
_F (X—b)
a
* Sta<0:
On a alors :

a
=1—]P([X<X7b])
a ) X est & densité
x—>b
e[t
a
:17FX(X_b)
a

est une fonction affine, elle est donc €' sur R. Ainsi :

X —
e Or, la fonction x —
. . . . . X — .

v Continuité. Puisque X est a densité, Fy est continue sur R, donc x — Fy (7) est continue sur R.
a

Dans les deux cas, Fy est donc continue sur R. Remarque
En pratique, Fx ne sera peut-étre

v/ Caractére €. Puisque X est & densité et que X est supposée continue sur R, la fonction Fy est € ; | ,
4 pas €' sur R tout entier.. Mais
cela ne changera pas grand chose

surR;donCXHFX(%) est €' sur R. |

Dans les deux cas, Fy est donc &' sur R.
Par conséquent, la variable aléatoire Y est a densité et en notant fy une densité de Y, on a, pour tout x € R :

*sita>0:

Il
Bl
1
=

fr(x)
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*sia>0:

Dans les deux cas :

1 x—b
Conclusion : Y est a densité et admet pour densité la fonction fy : x — ﬁfx (7 )
a a

Dans le cas Y = X2 : Question classique 28.

Il MOMENTS D'UNE VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE

[ll.1 - ESPERANCE

DEFINITION 3 ESPERANCE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE

X Attention !
%érlvée d'une composée !

Remarque

On ne peut que voir l'analogie
avec les variables aléatoires dis-
crétes... N'est-ce pas?!

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx. .
On dit que la variable aléatoire X admet une espérance, notée E(X), lorsque lintégrale / tfx(t)dt est
absolument convergente et, le cas échéant : -

+00

E(X) = / tix(t)dt = / tix(t)dt
—o0 X(Q)
| ExXEmPLES 6 I
1
—  six €]—oo—=1U[1; +oq

Considérons une variable aléatoire X de densité la fonction f : x — «[ 2x2
0 sinon

(Exemples 3 - E2). Justifions que X ne possede pas d'espérance.

Soit X une variable aléatoire de densité f. On suppose que f est définie et continue sur R, paire, et qu'il

1
existe un réel a > 2 tel que f(t) = 0 (t—a ) Démontrer que X possede une espérance et la calculer.
—+00
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https://jeremylegendre.fr/wp-content/uploads/Questions-classiques.pdf

On retrouve les propriétés habituelles sur lespérance (linéarité, croissance) qui sont rappelées en fin de chapitre.
Et, comme pour les variables aléatoires discretes, on peut déterminer l'espérance de g(X) en connaissant seulement une
densité de X, sans connaltre une densité de g(X)..

THEOREME 4 DE TRANSFERT

convergente et, le cas échéant :

La variable aléatoire g(X) admet une espérance si, et seulement si, l'intégrale /
X(Q)

E(g(X)) = / gl (0)dt

X(Q)

Soient X une variable aléatoire a densité, de densité fx nulle en dehors de X(Q) ainsi que g une fonction continue
sur X(Q) sauf éventuellement en un nombre fini de points.

g(t)fx(t)dt est absolument

*
DEMONSTRATION : Théoréme admis.
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En gros...

Si f est nulle en dehors

d'un intervalle Ja; b| (avec
a,b € RU {£o0}), alors
g(X) admet une espérance ssi

b
j g(t)fx(t)dt est absolument
a

convergente et, le cas échéant :

b
E(g(X) = j g(t)fx(tdt.

— Important !

Cas particulier important.
Sous réserve d'existence :

E(X?) = /m 2 fx(t)dt

00




[l VARIANCE ET ECART-TYPE

DEFINITION 4 MOMENTS D'UNE VARIABLE ALEATOIRE Remarque
Le moment d'ordre 1 est l'espé-
Soit r € N. On dit que X admet un moment d'ordre r lorsque X" admet une espérance. rance...

Le moment d'ordre 2 nous inté-
ressera particulierement... et on le
calculera a l'aide du théoreme de

Dans ce cas, le moment d'ordre r est E(X").

, . . transfert |

On retrouve l'analogie avec le cas discret :

PROPRIETE 2

Soit r € N. St X(Q) est borné, alors X admet un moment a tout ordre.

* ’

DEMONSTRATION :

THEOREME 5

Sotent X une variable aléatoire a densité, de densité fx ainsi que r € N*. — & L'idée !

St X admet un moment d'ordre r, alors X admet un moment de tout ordre inférieur ou égal a r. On suppose la CV de

+0o
[t"fx(t)|dt pour éta-

* i , blir la CV de l'intégrale

DEMONSTRATION : Supposons que X admet un moment d'ordre r. 4 [ro s ot
Soit g € [1;r]. D'aprés le théoréme de transfert, licite car la fonction .7 est continue sur X(Q) (elle lest sur R) : [,m [#%]fx(f)dt...en uiilisan

+oo le critere de comparaison sur les
X7 admet une espérance si, et seulement si, / [t7fx(t)|dt est convergente ;)”Ot;%_lfjeles impropres & intégrande
o :
0 400
si, et seulement si, / [t7fx(t)|dt et / [t7fx(t)|dt sont convergentes
—0o0 0

Soit t € R.

e Sit|<1:

Alors, par croissance de la fonction .7 sur R* (car ¢ > 0), on a :
ltl7 <1
o Sift|>1:
Ona:
D'ou, en multipliant par In([t]) > O (car [t| > 1) :

qn([t]) < rin(|t])
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Et, par stricte croissance de l'exponentielle sur R :

exp (g n([t]) < exp (rin(|t]))
Autrement dit :
87 < [t
Dans les deux cas, on obtient :
[T <1+t
Or, fx(t) = 0, dou :
[ Fx(t) < Fx(t) 4 [t]"Fx (1)

On a ainsi :

vV VteR, 0|t x(t)] < fx(t) + |t fx(t)].

v Mais :

+00
* l'intégrale / fx(t)dt est une intégrale convergente (égale a 1, car fy est une densité de probabilité),
—00

0 +00
donc les intégrales / fx(t)dt et / fx(t)dt sont convergentes;
—00 0

+0oo
* lintégrale / [t"fx(t)|dt est une intégrale convergente (car X admet un moment d'ordre r..), donc les

00

0 +oo
intégrales / [t"fx(t)|dt et j [t"fx(t)|dt sont convergentes.
- 0

%)
0

Par conséquent : les intégrales /
—0Q

Ainsi, en appliquant deux fois le critére de comparaison sur les intégrales impropres a intégrande positive, les intégrales

+
DEFINITIONS 5 VARIANCE & ECART-TYPE

Soit X une variable aléatoire admettant une espérance.

+00
fx(t) + |t fx(t)|dt) et fx(t) + [t"fx(t)|dt) sont convergentes.
(fx(1) (t) ) (t) 9

0

+0oo
/ [t7fx(t)|dt et / [t7fx(t)|dt sont convergentes. D'oli l'existence du moment d'ordre g de X.
—0c0 0

. . S . 2 ,
On dit que la variable aléatoire X admet une variance lorsque (X - E(X)) admet une espérance.
. 2
. . P X—EX)) =01l
Dans ce cas, on note V(X) = E ((X - E(X))z) (qui est donc un nombre positif). ca“:fﬂ“i((nladmeg p)a)s de VariZice
sont les cas ol cette variance

St X admet une variance, alors on note g(X) = +/V(X) : cest l'écart-type de X. est infinie : les valeurs de X qui
ont un poids important sont trop
étalées...

A nouveau, la petite formule qui fait plaisir pour le calcul de la variance :

Remarque

THEOREME 6 FormuLE DE KOENIG-HUYGENS D'apres les théoremes 2 et 3 : si
X admet une variance, alors elle
admet une espérance (heureuse-
ment, vue la formule de KH).

Soit X une variable aléatoire admettant une espérance.
X admet une variance si, et seulement si, elle admet un moment d'ordre 2; et dans ce cas : La réciproque est utile : si X
n'admet pas d'espérance, alors

2 . X
V(X) = E(XZ) _ (E(X)) elle n'admet pas de variance.

*
DEMONSTRATION : Soit X une variable aléatoire admettant une espérance. Raisonnons par double implication pour
démontrer 'équivalence, mais commencons déja par développer (X — E(X))2 :

(X —E(X))” = X = 2E(X)X + E(X)?

Ensuite...
Supposons que X admette une variance. D'aprés ['égalité ci-dessus, on obtient :

X7 = (X —E(X))” + 2E(X)X + E(X)?

Mais X admet une variance, donc (X— E(X))2 admet une espérance ; tout comme X et E(X)? (qui est une variable
aléatoire constante).

Donc X? est une combinaison linéaire de variables aléatoires admettant une espérance : par conséquent, elle
admet également une espérance.

Autrement dit, X admet un moment d'ordre 2.

Supposons que X admette un moment d'ordre 2.
On avait :
(X - E(X))2 = X? = 2E(X)X + E(X)?
Mais comme X admet un moment d'ordre 2, X? admet une espérance; ce qui est également le cas de X et E(X).
Donc (X—E(X))2 est une combinaison linéaire de variables aléatoires admettant une espérance : par conséquent,
elle admet également une espérance. Autrement dit, X admet une variance.
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Et, st X admet un moment d'ordre 2 (et donc une variance), on a :

V(X) = ((X— E(X))z)

(X? = 2E(X)X + E(X)?)
J linéarité de l'espérance

~ (EX))* 5]

& METHODE 3 @ Pour étudier l'existence et, le cas échéant, calculer une variance :
on regarde si X admet un moment d'ordre 2 (avec le théoreme de transfert), puis deux cas :

e si non, alors X n'a pas de variance;

e si oui, alors on calcule E(X?), puis on calcule V(X) avec la formule de Koenig-Huygens.

La encore, les propriétés habituelles sur la variance sont encore valables et sont rappelées en fin de chapitre.

[1.3 VARIABLE ALEATOIRE CENTREE, REDUITE, CENTREE & REDUITE.

VA CENTREE | REDUITE

DEFINITIONS 6

St X admet une espérance, on dit que X est centrée lorsque E(X) = 0.
St X admet une variance, on dit que X est réduite lorsque o(X) = 1.

PROPRIETE 3

St X admet une espérance et une variance et si V(X) # 0, alors :

e la variable aléatoire X — E(X) est centrée;

X — E(X)

e la variable aléatoire est centrée réduite.

*
DEMONSTRATION : Les propriétés sur l'espérance et la variance permettent de démontrer sans effort ces deux résultats...

E

IV INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

DEFINITIONS 7 INDEPENDANCE DE VA

Soient X et Y deux variables aléatoires a densité. On dit que X et Y sont indépendantes lorsque :

VI,JCR, P(Xen[Y ) =P(X ) «P(Y €

Soient n € [[2; +oof et X1, Xa, ..., X, des variables aléatoires a densité. On dit que les variables aléatoires
X1, X2, ..., X, sont mutuellement indépendantes lorsque :

Vhob, ..l CR P [ [ X € /k])
k=1

=[ P(X € i)

k=1

Soit (Xi)ken+ une suite de variables aléatoires a densité. On dit que la suite (Xi)ken+ est une suite
de variables aléatoires mutuellement indépendantes lorsque, pour tout n € N*, les variables aléatoires
X1, ..., X, sont mutuellement indépendantes.

Et le fameux :

LEMME DES COALITIONS

PROPRIETE 4

Soient n € [2; +oo[ et (Xi)ke.n] une suite de n variables aléatoires a densité.
St les variables aléatoires Xi, X, ..., X, sont indépendantes, alors pour tout p € [1; n—1], toute variable aléatoire
fonction des X, ..., X, est indépendante de toute variable aléatoire fonction des X, 4, ..., X;.

*
DEMONSTRATION : Théoréme admis.
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Important !
Parfois, l'énoncé fait calcu-
ler E(X(X — 1)) puis de-
mander d'en déduire V(X)...
Il suffit de remarquer que :
E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X),
pour ensuite avoir E(XZ) et enfin
V(X).

% Notation

St o(X) # 0, on note parfois

X —E(X) )
= %) la variable
aléatoire centrée réduite associée
ax.

*




& METHODE 4 # Deux méthodes classiques...

1. Pour la loi de Z = min(X, Y) si X et Y sont indépendantes :

P([Z > z]) = P([min(X, Y) > Z])
(X >zn[y > 2])

=P

IP([X > Z]) ([y > Z]) J indépendance de X et Y
= (1=

= |

P(X <)) (1 =P(Y <))
— Fx( ))(1 — Fy(Z))
Puis on donne P([Z < Z])..
2. Pour la loi de Z = max(X, Y) st X et Y sont indépendantes :

P(z ) P ([max(X, Y) < Z])
P (X 40Y<)
P(X <)) « PV <)
= Fx(z )FY( )

) indépendance de X et Y

Dans les deux cas, on regarde ensuite si Z est a densité et, le cas échéant, on en donne une densité.

Le travail sur la somme de variables aléatoires a densité indépendantes n'est pas au pro-
gramme en mathématiques appliquées, mais il arrive régulierement que 'énoncé fournisse
les résultats nécessaires a une telle étude.

EXEMPLE 7

On considére une suite (Xi)ken+ de variables aléatoires a densité indépendantes telles que pour tout k € N*, la

0 six<O
fonction de répartition de Xy est F : x — 4 x six €[0;1] . Soit n € N*. On pose M, = max(X;, Xz, ..., Xp).
1T six>1

Exprimons la fonction de répartition de M, en fonction de F puis montrons que M, est une variable aléatoire a
densité et donnons-en une densité.
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mRéflexe | ————

Pour tous réels x,y, z :

x>z
y>z
X<z
ysz

min(x, y) > 7z <= {

max(x, y) < z < {

Remarque —————

Méthodes identiques
pour min(X1, X, ..., X,) et

max(X1,Xz, ...,Xﬂ) st X1,X2, ey

sont indépendantes.

X




V'  CoMPARATIF VA DISCRETES /| VA A DENSITE

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

Donnée de la loi
de probabilité

X(Q) est fini ou dénombrable et on donne la fonction de
masse :

X(Q) est un intervalle (ou union d'intervalles) de R et on
donne une fonction de densité :

e P([X = n]) pour tout n € X(Q) e fy est continue sur R sauf éventuellement en un nombre
e P(X=n])=0 pour tout n en dehors de X(Q) fini de points
e Ona- Z IP _ n] -1 e fy est positive sur R (peut étre choisie nulle en dehors de
neX(Q) X(Q)lm
. / fx(t)dt est convergente et vaut 1
Calculs de
robabilités
P P(la <X <b))=) P(X Fx(b)—Fx(a)+P(X = d P(la<X -1£&MW—HM)FM)
neX(Q)
a<n<b b
P([X < b)) :/ fx(t)d
IP([X < b}) = Z ]P([X = n]) +00
-2 Pl P([X = a]) =0
neX(0) P([X < b]) = P([X < b]); P(IX > a]) = P(IX > d])

Propriétés de la
fonction de
répartition Fx

e [y est constante par morceaux
e [ est discontinue en chaque n € X(Q) (continue a droite)
e le saut de conttnulté en n est égal a P([X = n))

e [y continue sur R
o Fy est €' sur R sauf éventuellement en un nombre fini de
points

e Vn e X(Q), P(X<n])—P(X<n—1]) =P(X =n) e pour tout x oli Fy est €' : Fy(x) = fx(x)
Indépendance Pour tout (X, g) e X(Q) x Y(Q) : Pour tous intervalles /,/ de R :
P(X =x]N[Y =y]) = P([X =x]) « P([Y =y]) P(XenlYe)=P(Xel)xP(Y <)
+00
Espérance (st e X a une espérance ssi Z |nPP([X = n])| est convergente | @ X a une espérance ssi / [tfx(t)|dt est convergente
existence) nex(Q) +oo o0
eE(X)= Y nP(X =n) .am:/"t&mm
nex(Q) >
Théoreme de e g(X) a une espérance ssi Z lg(mP([X = nl)| est | Sig est continue sur X(Q) :
transfert nex(Q) , .
Convergente e g(X) a une espérance ssi /X(Q) lg(t)fx(t)|dt est convergente
X=n
= 2 gllP(x =) *E(g0%) = [ gl
nex(Q X(Q)
2 _ 2 _ i }
et en particulier : (X ) = Z n IP([X - n]) et en particulier : E(X?) = / 2 1x(t)dt
nex(q) X(Q)

Variance (si
existence)

WM:E“XfHMf)

Formule de
Keonig-Huygens

V(X) =

E(X?) —

E(X)?

Propriétés de
l'espérance et de
la variance

Soient a,b € Ret n € N*.

e Linéarité de l'espérance. St X et Y ont une espérance, alors, aX + bY aussi et :

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).

e Croissance de l'espérance. Si X et Y ont une espérance et P([X < Y]) =1, alors E(X) < E(Y).

e Si X a une variance, alors aX + b aussi et :

St Xy, ..., X, ont une espérance et sont indépendantes, alors I_le a une espérance et E
e Si X et Y ont une variance et sont indépendantes, alors X + Y a une variance et V(X + Y) =

St X, ..., X, ont une variance et sont indépendantes, alors g Xk a une variance et V

V(aX + b) = a*V(X).
e Si X et Y ont une espérance et sont indépendantes, alors XY a une espérance et E(XY) =

EXE).

ﬂm) HEM

(M+WW

:Z:WM)
k=1

n

k=1

n

>

k=1

On admet que l'on peut étendre les propriétés sur l'espérance et la variance, vues dans le cas discret (et démontrées dans le chapitre 3) au cas
des variables aléatoires a densité. Il nous manque des outils pour les démontrer dans ce cas-ci.

On admet également que l'on peut définir l'indépendance (celle dans le cas a densité), U'espérance et la variance pour des variables aléatoires
ni discrétes, ni a densité. Puis on admet ensuite que les propriétés énoncées en fin de tableau sont valables dans ce cas de figure.
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