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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 8

VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

TECHNIQUE

EXERCICE 1 - @00
ax’ six €02

. soit une densité de probabilité.
0 stnon

Déterminer le réel a de sorte que la fonction f : x — {

EXERCICE 2 - @00 - Densité et fonction de répartition
Dans chaque cas, démontrer que la fonction f est une densité de probabilité puis déterminer la fonction de répartition d'une variable aléatoire X
admettant f comme densité.
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ENTRAINEMENT

EXERCICE 3 - @e0 - Ni discréte ni & densité
On considere la fonction F : x ——

1T4+ex
1. Montrer que F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité.
On consideére alors un espace probabilisé (Q), A, P) et une variable aléatoire X définie sur (QQ, A, IP) dont la fonction de répartition est . Notons Y
la variable aléatoire définie par :
0 st X(w) <0

Vwe Q, Y(w) = { X(w) st X(w)>=0

2. Déterminer la fonction de répartition de Y.

3. En déduire que Y n'est ni discréte ni a densité.

EXERCICE 4 - ee0 1

1
On considere la fonction f : x — 21 —x SL0S X<t
0

sinon
1. Montrer que f peut étre considérée comme une densité d'une variable aléatoire X.

2. Déterminer la fonction de répartition F de la variable aléatoire X. Construire sa représentation graphique.

. 1 3 3
3. Calculer les probabilités : P ([§ <X < E]) et ]P[)@%] ([X < 5] )

4. Calculer E(1 — X) puis en déduire l'espérance de X.

5. Calculer de méme le moment d'ordre 2 de X.

EXERCICE 5 - ee0

Considérons la fonction f définie sur R par : Vt € R, f(t) = L
(1+ 1)

Etudier la parité de la fonction f.

Montrer que f est une densité de probabilité. Soit alors X une variable aléatoire de densité f.

Déterminer la fonction de répartition de X.

Démontrer que X admet une espérance et en donner la valeur.

a s wnN =

La variable aléatoire X admet-elle une variance?

EXERCICE 6 - ®®0 - Loi de Pareto b
Soient a et b deux réels strictement positifs. On définit la fonction f : x — «[ et StX >b .
0 six<b
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1. Montrer que f est une densité de probabilité.

On dit qu'une variable aléatoire suit la loi de Pareto de paramétres a et b lorsqu'elle admet pour densité la fonction f.
Dans toute la suite de l'exercice, on considere une variable aléatoire X suivant la loi de Pareto de parametres a et b.

2. Déterminer la fonction de répartition de X.

3. 3.a. Montrer que X admet une espérance si, et seulement si, @ > 1 et que, dans ce cas :

ab

3.b. Montrer que X admet une variance si, et seulement si @ > 2 et que, dans ce cas :

ab?

VX =2

4. Etablir : Yy € R", lim Ppey((X > x+y]) = 1.

CONCOURS

EXERCICE 7 - @®0 - EML 2003 E !

On définit sur R la fonction f par Vx € R, f(x) = 1 xv/2x
0 sinon

stx>=2

_

+00 1
. Montrer que ——=dx converge et donner sa valeur.
2 X\/;(

2. Montrer que f est une fonction de densité. Dans la suite X désigne une variable aléatoire de densité f.
3. Déterminer la fonction de répartition de X.
4. La variable aléatoire X admet-elle une espérance?
On considere trois variables aléatoires Xj, X5, X5 indépendantes et toutes de méme loi que X.
5. On pose U = min(Xj, X3, X5) et on admet que U est une variable aléatoire.
5.a. Montrer que U est une variable aléatoire a densité, et en donner une densité.
5.b. Montrer que U admet une espérance et la calculer.
6. On pose V = max(X;, X3, X5) et on admet que V est une variable aléatoire.
6.a. Montrer que V est une variable aléatoire a densité et en donner une densité.
6.b. La variable aléatoire V' admet-elle une espérance?

EXERCICE 8 - e®0 - EML 2001 E
efl n ) < O
Pour tout entier naturel n, on définit la fonction £, : t — nl stt=0

0 sit<0

+0o0
1. 1.a. Soit n € N. Etablir la convergence de l'intégrale / f.(t)dt.
0

1.b. Montrer : Vn € N*,¥x € R", / fa(t)dt = 8 nIX +[ oo (t)dt.
0 ' 0

+0o0
1.c. En déduire : Vn € N, / fo(t)dt = 1.
0

1.d. Montrer alors que pour tout n € N, f, est une densité de probabilité d'une certaine variable aléatoire X,.
2. Montrer que, pour tout n € N, X, possede une espérance et une variance et que E(X,) = V(X,) =n + 1.

3. Pour tout réel ¢t > 0, on définit la variable aléatoire Y; égale au nombre de voitures arrivant a un péage d'autoroute entre les instants O et t.
On suppose que Y; suit la loi de Poisson de parameétre t.

Pour tout n € N¥, on définit la variable aléatoire Z, prenant ses valeurs dans R, et égale a linstant d'arrivée de la n-iéme voiture au péage a
partir de l'instant 0.

3.a. Rappeler, pour tout t € R", la lot de Y; ainsi que son espérance et sa variance.

3.b. Soient t € R™ et n € N*. Etablir : [Z, < t] =[Y; > n].

3.c. En déduire, pour tout n € N*, la fonction de répartition de Z,.

3.d. Montrer alors que, pour tout n € N*¥, Z, est une variable aléatoire a densité, de densité la fonction f,_;.

EXERCICE 9 - ee0 - Type oral

1. Montrer qu'il existe un réel ¢ pour lequel la fonction f : x — est une densité de probabilité.

c
T+ x2
Soit X une variable aléatoire de densité f.

2. La variable aléatoire X admet-elle une espérance?

1
3. Montrer que les variables aléatoires X et — ont méme loi.

X
Exercice 10 - eee - Type oral

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx et de fonction de répartition Fx. On considére la variable aléatoire Y = X + |X]|.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur X pour que Y soit a densité.
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