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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 8

REPRESENTATION MATRICIELLE DES APPLICATIONS LINEAIRES

ENTRAINEMENT

EXERCICE 1 - e00
Soient £ = Ry[x] et f l'application qui a P € E associe la fonction f(P) définie par :

Vx € R, f(P)(x) = P(x) — xP'(x)
1. Montrer que f est un endomorphisme de E, puis donner sa matrice dans la base canonique de E.

2. Déterminer ker(f) et Im(f).

EXERCICE 2 - ee0

o 1 -1
Considérons l'endomorphisme de R>, noté f, canoniquement associé a la matrice A= [0 —1 1
0o -1 1

Déterminer le rang de f. Lendomorphisme f est-il bijectif?

Montrer que f o f = 0.

En déduire que Im(f) C ker(f), puis déterminer des bases de ker(f) et Im(f).

Sotent &,V € R’ tels que T ¢ ker(f), V € ker(f) et V ¢ Vect(f(d)).

Montrer que la famille (&, (i), V) est une base de R®, puis déterminer la matrice de f dans cette base.

N~

CONCOURS
EXERCICE 3 - ®®0 - Ecricome 2003 E
3 =2
Soient A= {1 0 2| et lendomorphisme de R® canoniquement associé a A.
0 0 2

1. Déterminer les réels A de sorte que l'endomorphisme f — Aidgs ne soit pas bijectif.

2. Justifier que l'on peut choisir une base de ker(f — id) constituée d'un unique vecteur dont la premiere composante est égale a 1. On notera e; ce

vecteur.

3. Justifier que lon peut choisir une base de ker(f — 2id) constituée d'un unique vecteur dont la seconde composante est égale a 1. On notera e, ce

vecteur.

Déterminer un vecteur e; € R> de sorte que f(e3) = e, + 2es.

N o O s

7.a. Déterminer, pour tout n € N, l'expression de T" en fonction de n.
7.b. En déduire 'écriture matricielle de A" en fonction de n.

8. Soit C4 = {M € M5(R) | AM = MA}.
8.a. Montrer que Cx est un sous-espace vectoriel de M;5(R).
8.b. Pour M € M3(R) on pose M' = P~'"MP. Montrer que :

MeCy & TM =MT

8.c. Montrer ensuite que M’ vérifie TM' = M'T si, et seulement s, il existe a, b, c € R tels que M’ =

8.d. En déduire que M appartient a C, si, et seulement si, il existe trois réels a, b, c tels que : M =

8.e. Déterminer alors une base de Cx, puis préciser sa dimension.

POUR ALLER PLUS LOIN...

Démontrer que la famille (eq, e, e3) est une base de R3: puis donner la matrice de f dans cette base, notée 7.

Exprimer A en fonction de T, P, P~", oli P est la matrice de passage de la base canonique a la base (e;, 3, e3).

o oQ

0 0
b ¢
0 b

—a+2b 2a—-2b —a+b+2c

2a—b —a+b+c
0 b

EXERCICE 4 - e®0 - Rang et composition
Soient £ un espace vectoriel de dimension finie n ainsi que f, g, h trois endomorphismes de E.
L'objectif de Uexercice est d'établir les trois résultats suivants :
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1. Supposons que h est surjective. Démontrer que rg(f o h) = rg(f)
2. Supposons que g est injective.

2.a. Considérons l'application gjim(

- restriction de g a Im(f).
Autrement dit :

g“m(f) . |m(f)

L

Montrer que gjim() est injective.
2.b. En déduire que rg(g o f) = rq(f).

EXERCICE 5 - eee - Rang de la transposée
Soient n, p € [2;+oo[ et A € M, ,(R). Lobjectif de Uexercice est d'établir : rg(!A) = rg(A).
1. Résultats préliminaires.
1.a. Démontrer que pour toutes matrices B € M, ,(R) et C € M, 4(R) : rg(BC) < min (rg(B), rg(C))
1.b. Etablir :
vY e M,iR), (VY =0 < Y =0,4)
Supposons dans cette question que n = p.

2.a. Soit X € M, 1(R). Démontrer : AX =0,; < AAX =0,1.

2.b. En déduire que rg(A) = rg(*AA) et que rg("A) = rg(A'A).
2.c. Conclure que rg(‘4) = rg(A).

3. Montrer que le résultat est encore vrai dans le cas ol n # p.
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