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Exercices du chapitre 8
Représentation matricielle des applications linéaires

Entraînement
Exercice 1 - •◦◦Soient E = R2[x ] et f l’application qui à P ∈ E associe la fonction f (P) définie par :

∀x ∈ R, f (P)(x) = P(x) − xP ′(x)
1. Montrer que f est un endomorphisme de E , puis donner sa matrice dans la base canonique de E .
2. Déterminer ker(f ) et Im(f ).
Exercice 2 - ••◦

Considérons l’endomorphisme de R3 , noté f , canoniquement associé à la matrice A = 0 1 −10 −1 10 −1 1
.

1. Déterminer le rang de f . L’endomorphisme f est-il bijectif ?
2. Montrer que f ◦ f = 0L (E ) .
3. En déduire que Im(f ) ⊂ ker(f ), puis déterminer des bases de ker(f ) et Im(f ).
4. Soient u⃗, v⃗ ∈ R3 tels que u⃗ ̸∈ ker(f ), v⃗ ∈ ker(f ) et v⃗ ̸∈ Vect(f (u⃗)).Montrer que la famille (u⃗, f (u⃗), v⃗ ) est une base de R3 , puis déterminer la matrice de f dans cette base.

Concours
Exercice 3 - ••◦ - Ecricome 2003 E

Soient A = 3 −2 31 0 20 0 2
 et f l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à A.

1. Déterminer les réels λ de sorte que l’endomorphisme f − λidR3 ne soit pas bijectif.
2. Justifier que l’on peut choisir une base de ker(f − id) constituée d’un unique vecteur dont la première composante est égale à 1. On notera e1 cevecteur.
3. Justifier que l’on peut choisir une base de ker(f − 2id) constituée d’un unique vecteur dont la seconde composante est égale à 1. On notera e2 cevecteur.
4. Déterminer un vecteur e3 ∈ R3 de sorte que f (e3) = e2 + 2e3 .
5. Démontrer que la famille (e1, e2, e3) est une base de R3 ; puis donner la matrice de f dans cette base, notée T .
6. Exprimer A en fonction de T , P, P−1 , où P est la matrice de passage de la base canonique à la base (e1, e2, e3).
7. 7.a. Déterminer, pour tout n ∈ N, l’expression de T n en fonction de n.

7.b. En déduire l’écriture matricielle de An en fonction de n.
8. Soit CA = {M ∈ M3(R) / AM = MA}.

8.a. Montrer que CA est un sous-espace vectoriel de M3(R).
8.b. Pour M ∈ M3(R) on pose M ′ = P−1MP . Montrer que :

M ∈ CA ⇐⇒ TM ′ = M ′T

8.c. Montrer ensuite que M ′ vérifie TM ′ = M ′T si, et seulement si, il existe a, b, c ∈ R tels que M ′ = a 0 00 b c0 0 b

.
8.d. En déduire que M appartient à CA si, et seulement si, il existe trois réels a, b, c tels que : M = −a + 2b 2a − 2b −a + b + 2c

−a + b 2a − b −a + b + c0 0 b

.
8.e. Déterminer alors une base de CA , puis préciser sa dimension.

Pour aller plus loin...
Exercice 4 - ••◦ - Rang et compositionSoient E un espace vectoriel de dimension finie n ainsi que f , g, h trois endomorphismes de E .L’objectif de l’exercice est d’établir les trois résultats suivants :
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1. Supposons que h est surjective. Démontrer que rg(f ◦ h) = rg(f ).
2. Supposons que g est injective.

2.a. Considérons l’application g|Im(f ) : restriction de g à Im(f ).Autrement dit :
g|Im(f ) : Im(f ) −→ G

u⃗ 7−→ g(u⃗)Montrer que g|Im(f ) est injective.
2.b. En déduire que rg(g ◦ f ) = rg(f ).

Exercice 5 - ••• - Rang de la transposéeSoient n, p ∈ J2; +∞J et A ∈ Mn,p(R). L’objectif de l’exercice est d’établir : rg(tA) = rg(A).
1. Résultats préliminaires.

1.a. Démontrer que pour toutes matrices B ∈ Mn,p(R) et C ∈ Mp,q(R) : rg(BC ) ⩽ min (rg(B), rg(C )).
1.b. Établir :

∀Y ∈ Mn,1(R), (tY Y = 0 ⇐⇒ Y = 0n,1)
2. Supposons dans cette question que n = p.

2.a. Soit X ∈ Mn,1(R). Démontrer : AX = 0n,1 ⇐⇒ tAAX = 0n,1 .
2.b. En déduire que rg(A) = rg(tAA) et que rg(tA) = rg(AtA).
2.c. Conclure que rg(tA) = rg(A).

3. Montrer que le résultat est encore vrai dans le cas où n ̸= p.
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