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(CHARTREUX

SERIES NUMERIQUES

INTRODUCTION...

Pour commencer, que penser de l'égalité ci-dessous, que Srinivasa Ramanujan (1887-1920, indien) avait écrite dans une lettre envoyée a Godfrey

Hardy (1877-1947, anglais)?
—1
14+2+34+4+ .. = —
12
La notion de somme infinie est au coeur des mathématiques depuis plus de deux millénaires.. mais elle est en fait liée a la notion de limite de suite,
qui n'a été rigoureusement introduite qu'aux XVIII et XIX®™ siécles. La conséquence de cet écart entre la volonté de manipulation d'une somme infinie
et sa définition rigoureuse : des confusions, des interrogations et des paradoxes, comme les célebres paradoxes de Zénon; ou bien des égalités du

type de celle écrite ci-dessus.
Dans ce chapitre, nous allons définir ces objets afin de donner un cadre d'étude et de calculs de ces sommes infinies.

Quelques ‘réponses” a cette fameuse égalité : ici ou la...
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POUR BIEN DEMARRER...

1. Soit g €]—1;1[. On pose, pour tout n €N, S, = Z g*. Etablir la convergence de la suite (S,),en et préciser sa limite.
k=0

2. Rappeler le théoreme de limite monotone sur les suites.

CHAPITRE 8 - Page 2/14



L'objectif de ce chapitre est l'étude de suites un peu particulieres : les suites dont le terme général est de la forme Remarque

n

E Uy, ot (ug)ren est également une suite.

L'objectif de ce chapitre, qui sera
complété en 2A, est en fait d'étu-
dier la nature de la suite (S,)

k=0
ST . - Lo tilisant L it de L,
Par exemple, nous allons étudier (entre autres) les suites (S,),en dont voici les termes généraux : :Sltli, l(ina)h €6 que ton sart defa
n n 1 n /I n 1
_ k — _ = _ = —
° S, =) k2 .sn_Zk! S, Zk S, 7
k=0 k=0 k=1 k=1

Remarque

A adapter si la suite n'est définie

Dans tout ce chapitre, (u,),en désigne une suite définie sur N. adapter
qu'a partir du rang 1, 2 ou autre...

|  NOTION DE SERIES : GENERALITES ET PREMIERS EXEMPLES

DEFINITIONS 1 SERIE NUMERIQUE

n
La série de terme général u,, notée E u, ou E u,, est la suite (S,) définie par: Vn €N, S, = E Uy. X Attention !
k=0

nz=0 4 Z u, n'est pas un nombre |
n>=0

Pour tout n € N, le terme S, de la série est la somme partielle d’'indice n (de rang n) de la série; et En gros...

(Sn)nen est la suite des sommes partielles.

Une série est une suite de
sommes partielles.

DEFINITIONS 2 CONVERGENCE & DIVERGENCE D'UNE SERIE .
—— v Rigueur ! ———

E u, désigne la série, autre-

La série E u, est convergente lorsque la suite (S,),en des sommes partielles converge. >0
n>0 ment dit une suite, qui est soit
convergente soit divergente; alors
D2 | La série g u, est divergente lorsqu'elle n'est pas convergente; autrement dit lorsque (S, a une e
- " 9 q P 9 ' q ( ")”GN que ZU” désigne la somme de
n=0 4 pr
limite infinie ou pas de limite. la série (la limite des sommes
oo partielles, donc un nombre réel) :
D3 Sil , limite - ¢’ L de L , . a ne pas confondre avec la série
- L la serie E u, est convergente, on notera E u, sa limite : cest la somme de la serie. elle-méme et a ne pas écrire tant
n>0 n=0 que la convergence de la série

n'a pas été prouvée !

& METHODE 1 # Pour étudier la nature de la série Z u, et si besoin calculer sa somme, on peut :
n>0

e calculer, pour tout n € N, la somme partielle S, (st besoin, faire un télescopage ou un changement d'indice...),

e puis étudier la limite de S, quand n — 4o0.

| EXempPLES 1 |
Etudions la nature de la série ZnA

n>=0

, 1
Etudions la nature de la série Z >
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1
Justifions que la série > m est convergente et calculons sa somme.
n(n
n=1

On voit bien que le cours ne peut se résumer a ce qui précede, sinon, quel intérét de faire une chapitre spécifique ? Un
des moyens détudier la nature de Z u, est de passer par la somme partielle, mais l'enjeu du chapitre est le suivant :

n>0

Comment, en étudiant seulement (u,),en, peut-on déterminer la nature de E u,?
n=0

Il LIEN SERIE /| TERME GENERAL...

.1 CONDITION NECESSAIRE DE CONVERGENCE

Avec les notations précédentes, remarquons que, pour tout n € N :

n+1 n

Sn+1_5n: § Uk_§ Uk
k=0 k=0

= Upy1

Or, st > u, est convergente, alors
neN

lim (Sps1 — Sy)) = lim Sper— lim S,

m
n—+o090 n—+o090 n—+o00
+00 +00
) _un=)_un
n=0 n=0

=0

Et on obtient dans ce cas :

lim u, =0
n—+00
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Malheureusement...
Seule une toute petite partie
de la réponse sera fournie cette
année, elle sera étoffée 'année
prochaine.




PROPRIETE 1 CONDITION NECESSAIRE DE CONVERGENCE / CONDITION SUFFISANTE DE DIVERGENCE

Voici deux formulations équivalentes du méme résultat :

e Si la série E u, est convergente, alors nécessairement, (u,),en converge vers 0.
n=0
e Si (uy)nen ne converge pas vers 0, alors la série E u, est divergente; on dit méme que la série > u,
n=0 n=0
est grossiérement divergente.

*
DEMONSTRATION : Faite ci-dessus (le deuxiéme énoncé est la contraposée du premier). N

| EXEMPLES 2 I

n n
La série Z est grossierement divergente car lim 7= 14+0.
n=0

n+1 n—+oo N +

1 1
lim — =0 et pourtant, la série Z — est divergente. Démontrons-le.
n

n—+oo N 1
nz

e Démontrons : ¥x > —1, In(1+ x) < x.

e Déduisons-en : Yk € N*, In(k + 1) — In(k) <

x| =

1
e Concluons que la série Z — est divergente.
n>1
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—— X Attention ! —
La réciproque est fausse : pour
4 que Z u, soit convergente il

n'est pas suffisant que (u,) tende
vers 0!

Vocabulaire

i 1 o a
La série Z — est appelée série
n
n>1
harmonique. Mais pourquot ?!




> SERIES TELESCOPIQUES

Remarque

PROPRIETE 2 SERIES TELESCOPIQUES

Résultat qui n'a, pour l'instant,
pas grand intérét. Il servira da-
vantage en 2A avec lutilisation
des criteres de comparaison sur
les séries a termes généraux posi-
tifs.

La suite (u,)sen et la série E (Uns1 — u,) ont méme nature.
n>=0

*
DEMONSTRATION :

]

Il SERIES USUELLES

Voyons maintenant les séries usuelles, qui seront, en particulier, trés utiles dans les prochains chapitres de probabilités.

PROPRIETES 3 SERIES GEOMETRIQUES

Soit g € R.
Les séries Z q", Z ng" " et Z n(n —1)g"~% sont convergentes si, et seulement si, ¢ €] — 1;1] et, pour tout

>0 n>1 n>2 X Attention !
q E] —1; 1[ : + Ne pas oublier l'hypothese sur q.
+00 1
n o__
> 4=

n=0 q
+00 ,I
-P2 ng" = ——
; (1—1q)
+00 2
-P3 nn—"1g"7%= ——
Zz (1—qp
F
DEMONSTRATION :

P1. e Sigd¢|—11:
Dans ce cas, la suite (g"),en ne converge pas vers 0. Ainsi, Z q" est grossiérement divergente.
n=0
o Sige]-11[:
Ona:

n+1

n ,]_
Vn €N, qu=71 9
k=0 -4

Or g €]—1;1], donc lim ¢""" = 0; et, par opérations sur les limites, on obtient
n—+oQ

nEToquk 1z
k=0 q
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+00
Par conséquent, la série > q" est convergente et E q" =
n=0 n=0

1—gq

Conclusion : la série Z q" est convergente si, et seulement si, g €] — 1;1[ et, le cas échéant :

n=0
io R
n=0 T— 4q
P2. o Sigd¢l—11:
Dans ce cas, la suite (ng"~"),>1 ne converge pas vers 0. Ainsi, Z ng"™" est grossiérement divergente.
n>=1
e Sigel-11]:
Soit n € N*. Posons f : x —> Zxk. Ainsi, pour tout x # 1 :
k=1
fx) =) =1
k=0
1 — Xn+1
= —1
1—x
Or la fonction f est dérivable sur | — 1; 1], car polynomiale et d'aprés ce qui précéde, on a :
* d'une part, pour tout x €] —1;1[ :
Flx) =) kx
k=1
* et d'autre part, pour tout x €] —1;1[ :
, —(n 4+ X" (1 —x) + 1 — x"*!
(x) =
(x) 1=
D'oti, en évaluant en g, licite car g €] —1;1]
n o 1 n 1 _ 1 a4l
S kg = (n+71g (1 q)2+ q
= (1—q)
Or g €] —1;1], donc llT g""" = 0 et par croissances comparées : l'LT (n+1)g" = 0. Par opérations sur
- 1
les limites, on obtient ainsi : I7ETOOk¥qu’1 = W
+00 1
Par conséquent, la série Z ng"" est convergente et Z ng"" = W
n>1 n=1
Conclusion : la série Z ng" " est convergente si, et seulement si, ¢ €] — 1;1 et, le cas échéant :
n>1
> gt
p (1—q)
P3. e Sigé|—11:
Dans ce cas, la suite (n(n — T)q”’z)l7>2 ne converge pas vers 0. Ainsi, Z n(n — 1)g"~? est grossierement
n=2
divergente.
e Sige|—-1,1:

On reprend la méthode précédente et on dérive a nouveau f...

Conclusion : la série Z n(n —1)q"~? est convergente si, et seulement si, ¢ €] — 1;1[ et, le cas échéant :
n>=2

+00

Z nn—"1q"2=

n=2

2
(1—q)

——— Remarque

Notons que les séries géomé-
triques dérivée et dérivée seconde
ont respectivement le premier et
les deux premiers termes nuls.

Ainsi, en cas de convergence :
+00 +00

Z nqn—W _ Z nqn—W

n=0 n=1
e +00

Zn(n — 1)17”’2 = Zn(n —

n=0 n=2
1)q"2.

EXEmpPLES 3

. A 1
Etudions la convergence de la série E En et, le cas échéant, calculons sa somme.
n=0
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(]

Etudions la convergence de la série Z

n
e 7 7
7 et, le cas échéant, calculons sa somme.
n=0

LEMME 1

UN RESULTAT DE CROISSANCES COMPAREES

Vx € R, lim

n—+oo n!

*
DEMONSTRATION : Sous forme d'exercice.

Soit x € R. Posons, pour tout n € N, u,(x)
e Six=0:

n

nl’

Le résultat est immédiat car pour tout n € N*, u,(0) = 0.
e Six+0:

* Démontrons qu'il existe un entier naturel ng tel que

Upa(x 1
Vn € [nog; +oof, ﬁ < 5
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* Déduisons-en :

1 n—ng
Vn € [ng; +oo, |un(x)] < (5) [ty ()]

puis concluons.

]
PROPRIETE 4 SERIE EXPONENTIELLE

. . X"
Pour tout réel x, la série E — est convergente et :
n!
n>0

Remarque

Il existe plusieurs démonstrations
de ce résultat, utilisant des no-
tions plus ou moins sophistiquées.
Je choisis ici une démonstration
avec des intégrales; mais on peut
en trouver une plus élémentaire
(mats plus longue) dans le DS3
de l'année 2022-2023.

*
DEMONSTRATION : Sous forme d'exercice.
Soit x € R.

e Démontrons par récurrence :

DXk ¥ (x —t)"e!
VneN, e =) —+/ W IE g
LW Tyl
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e Posons M = max(e*, 1). Démontrons que

X _ f\nat n+1
f (x —t)"e dil < M]x|
o n! (n4+ M
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e Concluons.

) 1
La série E - est convergente et sa somme vaut e.
n!

n=0
. (=3)" -3
La série E ' est convergente et sa somme vaut e .
n!
n=0
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_on
La série E —~ est convergente et sa somme vaut —e?,
n!

n=0

V. QUELQUES RESULTATS SUR LA CONVERGENCE

PROPRIETES 5 COMBINAISONS LINEAIRES SUR LES SERIES

Soit A € R, (Un)nen et (Va)nen deux suites.

—+00 “+00
St A+ 0, alors E u, et E Au, sont de méme nature et, en cas de convergence, on a : E AU, = A E up,.
n>=0 n=0 n=0 n=0

—— X Attention !

+oo +oo +0o0
. 0 t rien dire de la séri
Si E u, et E v, sont convergentes, alors > (un+v,) est convergente et : E (Up+vy) = E up+ E Vp. L ne peut rien dure de fa serie
Z(u” + v,) dans le cas ol
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Z u, et Z v, sont dlvergentes :

St Z u, est convergente et Z v, est divergente, alors Z(u,, + v,) est divergente. les deux cas peuvent se produire

n>=0 n>0 n>0 (sauf si (u,) et (v,) sont a termes
4 positifs).

*
DEMONSTRATION : Ces propriétés découlent de la linéarité de la somme et des propriétés sur les limites de suites...

Pour finir, une derniere propriété dont la démonstration est immédiate :

PROPRIETE 6 SERIE TRONQUEE
Soit ng € N*.
-1
2 — En gros...
Les séries Z u, et Z u, sont de méme nature et, en cas de convergence, on a Z u, = Z u, — Z u,. L , L ,
¢ La nature d'une série ne dépend
n20 nzng n=ng n=0 pas de ses premiers termes.
| EXEMPLES 5 I
5 x 2 +1
E1 Justifions que la série Z est convergente et calculons sa somme.
n=0
x 2" +1 2" 1 4 Ré PO
e On remarque que pour tout n €N : ————— =5 x — + —. “ Rédaction
n! n! n! Premiére rédaction : on travaille
2" 1 L ) sur le terme général, on justifie
e Or Z — et Z — sont des séries exponentielles convergentes. la convergence puis on calcule la
n=0 n=0 somme de la série.
5x2"+1

Par conséquent, la série E est convergente (comme combinaison linéaire de séries convergentes) et :

n=0

n!

. . 5x2"+1 5
Conclusion : la série E ———— est convergente et sa somme vaut 5e” + e
n!
n=0

. L. n+3
Justifions que la série Z > est convergente et calculons sa somme.
n=0
Pour tout, N € N, on a :

N N 1 n—1 N 1 n
Y 2=y (3) +s(3) -
n=0 n=0 n=0 # Rédaction
1 N 1 n—1 N 1\" Deuxieme rédaction : on travaille
— _ k= 3 _ sur les sommes partielles, on
2 Z 2 + ZO 2 justifie la convergence puis on
n= n=

passe a la limite. Dans la suite,
je vais privilégier cette rédaction
qui permet changements d'indice
et télescopages.

1 1\ 1
Or 5 €] —1;1[ donc les séries Z n (i) et Z (5) sont des séries géométriques convergentes.

n>=0 n>=0
. . n+3 o .
Par conséquent, la série E est convergente (comme combinaison linéaire de séries convergentes) et :
n=0
+ —1 +
o] n+ 3 ,] 00 ,I n . 3 00 ,] n
= — n —_ —
2" 2 2 Z 2
n=0 n=0 n=0
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== +3
112 _1
2(1-1) 1-2
11 1
= —— 4+ 3—
7 1
25 3
22
= —+4+3x2
2
=8
. L n+3
Conclusion : la série Z > est convergente et sa somme vaut 8.
n=0
5n+2
Justifions que la série Z 7T est convergente et calculons sa somme.
n>1

n
Justifions que la série Z > est convergente et calculons sa somme.

n=2
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2
- - n
Justifions que la série E 3 est convergente et calculons sa somme.

n>0

n(=1)"
Justifions que la série Z =1 est convergente et calculons sa somme.

n!
n=0

CHAPITRE 8 - Page 14/14



	
	Notion de séries : généralités et premiers exemples
	Lien série / terme général...
	Condition nécessaire de convergence
	Séries télescopiques

	Séries usuelles
	Quelques résultats sur la convergence


