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ANALYSE

DEVELOPPEMENTS LIMITES DES FONCTIONS

INTRODUCTION...

Dans ce chapitre, nous verrons les derniers outils d'étude des fonctions d'une variable du programme. Dans le chapitre 4, nous avons introduit les
notions d'équivalence et négligeabilité entre fonctions qui nous sont utiles dans l'étude des intégrales impropres; et l'équivalence de fonctions peut
également nous aider dans la recherche des limites d'une fonction.

Quand un équivalent ne suffit pas, ou ne permet pas (s'il s'agit de vouloir les sommer...) de conclure, on peut légitimement se poser de préciser cet
équivalent...

Par exemple : e —1 ~ x. Donc e* —1 =x+ o (x).. L'idée est donc parfois de préciser ce " o (x)". En effet, ce n'est pas ce qui manque les " oo(x)",

X— X— x—0 X—

2

. o3
on a par exemple : x> = o (x), mais aussi x7, x*, 43x" .
0

X—>
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|  DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

DEFINITIONS 1 DEVELOPPEMENTS LIMITES

Soient @ € R et f une fonction définie au voisinage de @, mais pas nécessairement en a.

Soit n € N. La fonction f admet un développement limité d'ordre n en a (ou au voisinage de a) lorsqu'il
existe des réels ay, ..., a, tels que, au voisinage de @ :

f(X)=00+Ow(X—a)—I—...—&-an(X_a)”_;,_ 0 ((X—

X—a

a)”)

En particulier :

e f admet un développement limité d'ordre 0 en a lorsqu'il existe un réel ag tel que, au voisinage de

a:

f(x)=ao+ o (1)
X—a

e f admet un développement limité d'ordre 1 en a lorsqu'il existe des réels ay, a; tels que, au voisinage

de a:

f(x) = ao + ailx —a) + o ((x—a))

e f admet un développement limité d'ordre 2 en a lorsqu'il existe des réels ap, a1, a, tels que, au

voisinage de ¢ :

f(x) = ap + ai(x — a) + ax(x — a)> + o ((x— 0)2)
X—a

| EXEMPLES 1 I
On sait que n(x) ~ X = 1. Donc n(x)

=x—T+ o (x—1).

x—1

Conclusion : la fonction logarithme népérien admet un DLy(1) : In(x) = x — 1 + 01()( —1).
On sait que In(1 + x) ~ X Donc In(1 + x) = x + oO(X)A

(x).

0

Conclusion : la fonction x —— In(1 4+ x) admet un DL41(0) : In(1 +x) =x+ o

On sait que e* — 1 ~ x, donc e —1 = x + oo(x); autrement dit : ¥ =1 —x =
X— X!

Par conséquent :

o (x).

x—0

e=1+x+ o (x)
x—0

Conclusion : la fonction exponentielle admet un DL4(0) : e* =1+ x + OO(X)A
X—
1 2 n n
=1T+x+x"+...+x"+ o (x").
X x—0

Soit n € N. Montrons que : T

Pour tout x #+ 1 suffisamment proche de O :

1 ) , 1 1 — X1
— —(T+x+x"+ .. +X") =
T—x T—x T—x
X/w—‘
T x
X" 1 )
Or:1—x ~ 1, donc ~ x" Mais x"*" = o (x"). D'oli :
x—0 T — X x=0 x—0
XHH ,
= o (
T—x x>0 <)
Par conséquent :
1 ) .
—(T+x+x"+...+x")= o (x")
1T—x x—0
. 1 4 n n
Conclusion : T TH+Hx+x"+ . +x"+ OU(X ).

UNICITE DU DEVELOPPEMENT LIMITE

THEOREME 1

Soient n € N, @ € R et f une fonction définie au voisinage de a, mais pas nécessairement en a.
St f admet un DL, (a), alors celui-ci est unique.

*
DEMONSTRATION : Raisonnons par l'absurde et supposons que f posséde deux DL,(a) distincts en a. Il existe alors
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Remarque

Seuls les DL a lordre 0,1 et 2
sont au programme.

— En gros...

e Un DLo(a) est une approxi-
mation de f par une constante,
valable au voisinage de a.

e Un DLy(a) est une approxima-
tion de f par une fonction affine,
valable au voisinage de a.

e Un DLy (a) est une approxi-
mation de f par une fonction
polynomiale de degré 2, valable
au voisinage de a.

~g & f=g+og)

( = Rappel...
f




des réels ay, ..., a,, by, .., b, tels que :

f(x) = a0+ a1(x — @) + ... + a,(x —a)" + o ((x—a)")

X—a

et:
f(X) = bO+b1(X—0)+ .4,+bn()(—g)” + 0 ((X—(])n)

Xx—a

Ainsi :

ao+aix—a)+ ..+ a,(x—a)"+ o ((x—a)") =by+bi(x—a)+ ...+ by(x—a)"+ o ((x—a)")

X—a X—=a

Puisque ces deux DL sont distincts, il existe au moins un entier k € [0; n] tel que ax # by. Notons p = min{k €
[0;n] /| ax # by}. Ainsi, Ul reste en fait :

ap(x —a)f + ..+ a,x—a)"+ o ((x—a)") =by(x—a)f +by(x—a)"+ o ((x—a)")

Pourquoi ?
D'ou, en particulier : Pour tous r,s € N :
ap(x —a)f + Xgu((x —a)’) = bylx —a) + X_om((x —a)’) =y = o)
o
Et donc :
(a) = by)x — P = o ((x—a))
Ce qui implique :
lim (ap — by)(x — a)f —0
X—a (X — a)P
Autrement dit :
limfop —by) =0
Et donc a, — b, = 0 : absurde ! j
Avouons que dans 99% des cas, nous chercherons un DL en 0.. Alors retenons l'allure des
DL4(0) et DL,(0) :
f(x) = ao + a1x + OO(X) . f(x) = ap+ aix + ax? + oo(xz)
Les développements limités précisent en fait les équivalents... et sont nettement plus puissants pour les calculs. En effet,
on ne peut sommer ni composer des équivalents; alors que c'est possible pour les développements limités. En effet, méme
s'ils ne sont valables qu'au voisinage de a, il n'en demeure pas moins qu'une fonction est égale a son DL autour de a.
Lorsqu’un calcul de limite ou d’équivalent n’aboutit pas, on peut tenter un développement limité. Conformément au
programme, aucune théorie ne sera soulevée sur les techniques de calculs des DL, en revanche, on garde en téte que
l'on peut sommer des DL.
7 7
Il FORMULE DE TAYLOR-YOUNG ET DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS
THEOREME 2 ForMULES DE TAYLOR-YOUNG
Sotent / un intervalle de R, @ un réel de [ et f une fonction définte sur /.
Si f est €° sur /, alors f admet un DLg(a) et :
_ A écrire avec x = a + h, ol
fx) = fla) + o (1) b
Si f est €' sur /, alors f admet un DL;(a) et :
flx) = fla) + '{a)(x —a) + o ((x—a))
’ 2 . Important !
St f est € sur /, alors f admet un DL,(a) et : Les formules de Taylor-Young
f”( ) fournissent deux choses :
y a . dit ffisante d'exis-
f(x) = flo) + F(a)lx = @) + —==(x =) + o ((x—a)) s dun DL e oo
e une expression du DL !
o
DEMONSTRATION :
T1. Supposons que f est continue sur /. On a, pour tout x € / :
f(x) = f(a) + (f(x) — f(a))
= Rappel...
Puisque f est continue en @, on a : XLLmU f(x) = f(a). D'ou : XLLnl (f(x)—f(a)) = 0. {5: of1) = limh =0

Conclusion : au voisinage de a, on a f(x) = f(a) + o (1) et ainsi la fonction f admet un DLy(a).
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T2. Supposons que f est €' sur /. En particulier, f est dérivable en a et :

im (=10 g
X—a X —a

Autrement dit, au voisinage de a :

X—da x—a N 1 .
e caractére €' n'était pas né-
cessaire... La dérivabilité suffit |

f(x) —f(a) — fla)+ o (1) ( Remarque
L

Do, au voisinage de a :

f(x)—f(a) = f'(a)(x —a)+ o (x—aq)

Conclusion : au voisinage de @, on a f(x) = f(a)+ f'(a)(x —a)+ o (x — a) et ainsi la fonction f admet un DL¢(a).
T3. Supposons que f est € sur /. Dans ce cas, f’ est €' sur | et on peut donc lui appliquer le résultat de T2 : f’

admet un DL4(a) et :
f'(x) = f'(a) + f"(a)(x —a) + o (x — a)

Autrement dit, il existe une fonction 1 définie sur / telle que :
v pour tout x € [, on a f'(x) = f'(a) + "(a)(x — a) + & (x)(x — a),
v limg(x) =0.

On a ainsi, pour tout t € / :
F(t) = f'(a) + "(a)(t — a) + &(1)(t — a)

Soit x € . En intégrant ['égalité précédente, licite car f’ est continue sur / :
j f'(t)dt = / (F'(a) + "(a)(t — a) + &(t)(t — a)) dt

Or :

e d'une part :
/X f(tydt = [F(1)]
= f(x) = f(a)
e dautre part, par linéarité de l'intégrale, licite car chacune des fonctions en jeu est continue sur / (t —>

&1(t)(t — a) est la différence de fonctions continues sur /..) :

1
Plutt que de choisir t — =t —

' (F(a) + F"(a)(t — a) + & (t)(t — a)) dt = flaydt+ (o) [ t—adt+ [ eo(t—a)dt
/ / [t | !

(t _ a)z X X at comme primitive de t — t—a,
= f'(a)(x — a) + "(a) [7] + / e(t)(t — a)dt (t—a)

2 on choisit t —> qut rend

les calculs un peu plus rapides !

= f'(a)(x — a) + f”(a)q + /X e(t)(t — a)dt

_ 2 X
Vx e l, f(x)=f(a)+ f'(a)(x — a) + f"(a)(X 20) + / a(t)(t — a)dt
71 X t)(t dt 1 /
Posons maintenant la fonction & : x — (x—a)? J, alfit—a) stx €\ {a} de sorte que :
0 six=a

(x— o’

2

Vx €I, f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + "(a) + &(x)(x — a)?

Il ne reste qu'a démontrer que lim &,(x) = 0...
Soit € > 0. Puisque Xltﬁng &1(x) :HOU il existe & > 0, que nous considérons ensuite, tel que pour tout x € [a — 0; a +
0], le1¥)] < e
Soit alors x € [a — 0;a + 0.
e Six=ua,o0na&(x) =0, donc|e(x)| < e

e Six+a:
/I X
le2(X)| = / al(t)(t — a)dt‘
x—a) Jo
’I X
_ _ / e (0)(¢ a)dt‘ |
(x—a) a x € [a — 9; a + 8], donc pour tout x € [a; x] (ou [x; a]) |e1(x)| < € puis
X croissance de l'intégrale (licite car en valeur absolue..)
< € (t —a)dt
(X - U) a

Autrement dit :
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On a donc établi :
Ve>0,30>0/Vxe€la—0,a+0] |e:x)] <e
Dot :
lime(x) =0

X—a
On a finalement établi l'existence d'une fonction &, définie sur / telle que :
(x —a)’

v Vx €, f(x)=f(a)+ f'(a)(x — a) + "(a) 5

v limg(x) =0.

X—a

+ &(x)(x — a)?

(x — a)?

Conclusion : au voisinage de a, on a f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + "(a)

un DLy(a).

2 x—a

| EXEMPLES 2 I

Justifions que la fonction exponentielle admet un DL,(0) et déterminons-le.
La fonction exp est €~ sur R, donc elle admet un DL(a) et par formule de Taylor-Young :

+ o ((x— 0)2) et ainsi f admet

ki

2
explx) = exp(0) + exp/(O)x + exp”(0) - + o ()
2
Conclusion : exp(x) =1+ x + > + 00(X2)‘

)\"y )
Puis, en composant par x — —x par la droite, on obtient : ™ =1 — x + 5 + o0 ,J(x*),
x—(

Justifions que la fonction f: x — In(1 + x) admet un DL,(0) et déterminons-le.
La fonction f est €2 sur | — 1; +o0], donc elle admet un DL,(0) et par formule de Taylor-Young :

f(x) = £(0) + '(0)x + f”(O)X—Z + o (x)

2 x—0
Or, pour tout x €] — 1; +oq] :
1 -1
f/ _ 3 f// _
() T+x ' () (14 x)?
2
Conclusion : In(1T + x) = x — > + oo(xz)‘

Soit a € R. Justifions que la fonction f: x — (1 + x)* admet un DL,(0) et déterminons-le.
La fonction f est €2 sur | — 1; +od], donc elle admet un DL,(0) et par formule de Taylor-Young :

N

F(x) = £(0) + 1'(0)x + f”(O)% + 0 ()

Or, pour tout x €] —1; +oq]

fiix) = a1+ )7 (x) = ala — 1)1 + x)°2

-1
Conclusion : (14 x)* =14 ax + %xz + oo(xz).

En particulier :

1 ) ,
e sia=—1: =T—x+x"+ o (x9)
1+ x x—0
) 1 1 ' 1 +3 2 X
° =—=: =1—=x+ 2 .
st a PRV 5%+ 35X \g{}(x)

, 1 11 ,
. sta—i.v1+x71+2x7§¥ +\0\U(>< ).

APPLICATIONS DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

[Il1 RECHERCHE DE LIMITE, D'EQUIVALENTS ET ETUDE DE DERIVABILITE

THEOREME 3 CNS p’exisTeNCE DES DLy(a) T DL4(a)

Soient @ € R et f une fonction définie au voisinage de a.
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Pour démontrer la formule dans
le cas général d'une fonction de
classe €", on procéde par récur-

a ce qui a été fait pour T3.

A retenir... ———————
ﬂes DL obtenus dans ces

exemples sont a connattre !

& Méthode !

En pratique, il est trés rare d'uti-
liser la formule de Taylor-Young
pour obtenir un DL. En effet, les
DL sont souvent utilisés comme
des outils de calculs pour obtenir
des limites ou des équivalents.

X Attention !

L n'existe pas de CNS simple
d'existence d'un DL;(a).

—

Autrement dit :
El f n'est pas définie en a, alors f



f admet un DLg(a) si, et seulement si, f est continue en a; et le cas échéant :

f(x) =f(a)+ o (1)

X—a

Si f n'est pas définie en @, alors : f admet un DLy(a) si, et seulement si, f admet une limite finie en a;

et le cas échéant :
f(x)=Llimf+ o (1)

X—a

f admet un DLy(a) si, et seulement si, f est dérivable en a; et le cas échéant :

f(x) = f(a)+ '(a)(x —a)+ o ((x—a))

X—a

*
DEMONSTRATION :

T1. Raisonnons par double implication.

C'est théoréme 2 - T1.

Supposons que f admet un DLg(a).
Il existe alors ag € R tel, au voisinage de a : f(x) = ap + o (1). Autrement dit, il existe une fonction € de

X—a

limite nulle en a telle que, au voisinage de a :
f(x) = ag + €(x)

Mais alors :
* f(a) = ap (l'éqgalité est vraie en @, car f est définie en a)
* lim f(x) = lim (ao + €(x)) = ag (car lim g(x) = 0)

Dot -
lim f(x) = f(a)

X—a

Conclusion : f est continue en a et on a f(x) = f(a) + o (1).

T2. Démonstration presque identique au premier point...
T3. Raisonnons par double implication.

Conséquence de théoréeme 2 - T2.

Supposons que f admet un DLy(a).

Il existe alors ag, a1 € R tel, au voisinage de a : f(x) = ap + a1(x — a) + o (x — a). Autrement dit, il existe

X—a

une fonction € de limite nulle en a telle que, au voisinage de ¢ :
f(x) = ao + a1(x — a) + e(x)(x — a)

Mais alors : f(a) = ap (l'éqgalité est vraie en @, car f est définie en @) D'ol, pour tout x # a suffisamment

proche de a :
f(x) — f(a) _ o+ ar1(x —a) + e(x)(x — a) — f(a)
T Yo ) ftor=ao
_aix —a) + e(xX)(x —a)
B X—a
=a;+e(x)
Or lim g(x) = 0.. Donc : lim w = a.

Par conséquent, f est dérivable en a et f'(a) = ay.
Conclusion : f est dérivable en a et on a f(x) = f(a) + '(a)(x —a) + o (x — a).

X—a
j

PROPRIETE 1 LieNn DL / EQUIVALENT

St une fonction admet un développement limité en a, alors elle est équivalente en @ au "premier’ terme non nul
de ce développement limité.

*
DEMONSTRATION : Immédiat. .

| Pour un équivalent, il ne doit rester qu'un seul terme! |
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| ExXempLES 3 |

Donnons un

équivalent simple de m

e’ —1

In(1 —
Déterminons lim L;)X
x—0 X
h(1+x)—1 X— 7+ oK)=
¥2 o X2
—1,2 2
_ 2 X+ x0>()(X )
2
—1
- 7 YSU(W)
Conclusion : lim M ;1
x—0 X< 2
e —1

5 lorsque x tend vers 0.

X+ L + o (x?)
- x—0

xIn(1+x)—x2

x[x—2 4+ o (x?)] —x?
- x—0

X+ *j + o()(xz)

_x o (x3
2 +,\4>O(X)
X
S\

Conclusion :

e —1

-2

xIn(1 + x) — x? 50 X2

Montrons que la fonction f : x — ¢

dérivable en 0.

est prolongeable par continuité en 0 et que son prolongement est

e¥ —1

fx) =

%

1+X+\j;+ o (x?)—1

>0

X
1
=1+ 5X + \g()(x)

e Puisque f admet un DLy(0), f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

1
e Puisque f admet un DL4(0), f est dérivable en 0 et '(0) = 5

Conclusion :

dérivable en 0 et '(0) = 5

f st prolongeable par continuité en 0, en posant f(0) = 1; dans ce cas, son prolongement est

Par conséquent :

Considérons la fonction f : x —— {

e Montrons que f est continue en 0.
Puisque e* —1 ~ x,on a:

x—0

eX —1
1

six#0

six=0

lim (x) = 1= £(0)

| Conclusion : la fonction f est continue en 0.

e Montrons que f est dérivable en 0 et déterminons f(0).
Pour x # 0, suffisamment proche de 0, on a :

f(x) — £(0) B ] 1
x—0 X
x—e¥+1
. eX—1
X

Cox—et+ 1

x(ex —1)

x7(1+x+§+ OO(XZ)>+1

X (X + \7 + om(xf))
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Remarque

On met en place une méthode
différente de celle de l'exemple
précédent. Il suffit d'essayer pour
se rendre compte que ce qui a
été fait au-dessus ne convient pas
ici..




>0 \/‘
Par conséquent :
iy = FO) 1
tm = —
-0  x—0 2
) . , —1
Conclusion : f est dérivable en 0 et f/(0) = -

[l ETUDE DE POSITION RELATIVE ENTRE UNE COURBE ET SA TANGENTE

e déterminer le DL;(a) de f,
e puis, si f(x) = ag + ai(x — a) + ax(x — a)’ + o ((x —a)*), alors :

* l'équation réduite de la tangente a €; au point d'abscisse a est: y = ap + a1(x — a),

de a est alors le signe de a.

& METHODE 1 % Pour étudier la position relative d’'une courbe avec sa tangente en a au voisinage de a, on peut :

* siay # 0, alors : f(x)— (ao+ ar(x — a)) ~ a(x—a)? et le signe de f(x) — (ao—|— ai(x — a)) au voisinage

| EXeEmPLE 4 I

On considére la fonction f : x — e ™V 1 + x, définie sur [—1; +o0|, et on note 6} sa courbe représentative dans un
repere orthogonal du plan.
Calculer le DL,(0) de f puis donner l'équation réduite de la tangente a %y au point d'abscisse O et préciser la
position relative de €7 par rapport a cette tangente au voisinage de 0.
f(x)=e " V1+x
= |1 | A) (142 - ’
7¥+7+\0>(1(¥) Eing\({()(Y)
_ X X< ; X2 X2
B I R
o] 1, ,
=1 SX— g f O,m()( )
Conclusion :
e la tangente a % au point d'abscisse 0 a pour équation réduite y = %x +1;
flx) — [ x4 1 e g fi t proche de 0 - [ 2 1] <o
[ X — X ~ ——X", doNnc, pour x suimsamment proche de U, on a : X — X .
( 2 -0 8 L l ( - h
Au voisinage de 0, €} est au-dessous de sa tangente.
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— & Meéthode !

Ajouter des DL clest simple !
Diviser des DL est un peu plus
technique et est hors programme
qen ECG... Quand on coince a ce
niveau et que l'énoncé demande
une limite ou un équivalent, il
suffit bien souvent de repasser
aux équivalents pour conclure.

X Attention ! ———
Cette méthode ne fournit la posi-
tion relative que localement !

Remarque

On n'oublie pas que l'on peut
également étudier le signe de la
différence par des méthodes plus
"habituelles’...

= Rappel...
St f ~ g, alors f et g ont méme
a

signe au voisinage de a.

Important !
Aprés avoir développé, tous les
termes négligeables devant x* au
voisinage de 0 sont dans XSO(XZ) :

les termes en x3, en X4,...




	
	Définitions et premières propriétés
	Formule de Taylor-Young et développements limités usuels
	Applications des développements limités
	Recherche de limite, d'équivalents et étude de dérivabilité
	Étude de position relative entre une courbe et sa tangente



