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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 10

DIAGONALISATION DES MATRICES CARREES

EXERCICE 1 - 000 - DIAGONALISABLE OU PAS ?
Dans chaque cas, étudier la diagonalisabilité de la matrice A et, le cas échéant, la diagonaliser.

1T =5
a7

2 11
1T =1 -1 4 A=1(1 2 1
22A=(-2 0 =2 11 2
1 1 3
-1 =1 1
1T =1 -1
5 A=[-3 3 3 A= 0
-1 1 1
EXERCICE 2 - 000 - Cas GENERAL...
a 1
Soit @ € R. On considére la matrice M(a) = {1 @ 1 |. Diagonaliser la matrice M(a).
1T 1 a

EXERCICE 3 - 000 - THEOREME SPECTRAL DANS LE CAS N1 = 2
Démontrer que toute matrice symétrique de M5(R) est diagonalisable.

EXERCICE 4 - e®00
On note & = (eq, e2, e3) la base canonique de R et on considére l'endomorphisme de R® défini par

fle1) = %(ez +e3) 5 flex) =fle3) = %61
Justifier que f est entierement défini.
Donner la matrice de f dans la base canonique de R?, notée A.
Déterminer une base de Im(f) puis une de ker(f).

En déduire une valeur propre de A ainsi que le sous-espace propre associé.

AR A

Démontrer que A est diagonalisable.

EXERCICE 5 - 000 - AVEC DES POLYNOMES
On considére l'application f qui, a toute fonction polynomiale P € R;[x] associe la fonction f(P) définie par :

Vx € R, f(P)(x) = P(x +2) — P(x)

1. Démontrer que f est un endomorphisme de Ry[x]

2. 2.a. Soit P € ker(f). Montrer que la fonction polynomiale x — P(x) — P(0) est nulle.
2.b. En déduire que ker(f) = Rq[x].

3. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de Ry[x], notée A.

4. Calculer A? puis en déduire le spectre de A. La matrice A est-elle diagonalisable?

EXERCICE © - @000 - VRAI 0U FAUX?

1. SLA e M,(R), alors A admet au plus n vecteurs propres.
St deux matrices sont semblables, alors elles ont les mémes valeurs propres.
St deux matrices ont les mémes valeurs propres, alors elles sont semblables.
Il existe des matrices n'ayant aucune valeur propre réelle.
Si A est diagonalisable, alors pour tout k € [2; +-00[, A* est diagonalisable.
Si, pour tout k € [2; +oo[, A* est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

N o ahswDN

La somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable.
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EXERCICE 7 - @000 - TYPE EcRIT

1T -1 0
On consideére la matrice A= | 0 2 1 eton note f l'endomorphisme de R® canoniquement associé.
-1 -1 3

Calculer (A — 25)? puis en déduire que (A —25)> = 0.

Démontrer que la matrice A n'est pas diagonalisable.

La matrice A est-elle inversible ?

Déterminer le rang de A — 25.

En déduire que 2 est valeur propre de A et déterminer une base du sous-espace propre associé, noté E;.
Posons u = (—1,1,0) et v =(1,0,1).

6.a. Vérifier que f(v) € Vect(u, v).

6.b. Résoudre l'équation f(x) = 2x + v, d'inconnue x € R*.

© 0 s Wb =

6.c. Posons w = (—1,0,0). Montrer que la famille (u, v, w) est une base de R?,
6.d. Donner la matrice de f dans la base (u, v, w), notée T, et expliciter une matrice P inversible telle que A = PTP.

7. Déterminer, pour tout n € N, lexpression de T" en fonction de n. On considérera la matrice N définie par T = 255 + N.
8. En déduire, pour tout n € N, Uexpression de A" en fonction de n.
9. On considere lensemble C = {M € M3(R) | AM = MA}.

9.a. Montrer que l'ensemble C est un espace vectoriel.
9.b. Soient M € M;3(R) et Q = P~"MP. Montrer ['équivalence :

MeC < NO=O0ON

9.c. Démontrer que {Q € M5(R) | NO = ON} = Vect()5, N, N?).
9.d. Déterminer alors une base de C ainsi que sa dimension.
10. On considére l'ensemble R = {M € M;5(R) | M? + |5 = A}.

10.a. L'ensemble R est-il un espace vectoriel ?
10.b. Soient M € M;3(R) et Q = P~'"MP. Montrer 'équivalence :

MeR «— O’=5L+N

10.c. Soit Q € M5(R). Démontrer que st 0’ = 5 + N, alors nécessairement, Q et N commutent.
10.d. En déduire, & l'aide de la question 9.c., les matrices Q € M;3(R) telles que Q% = 5 + N.
10.e. Conclure en déterminant l'ensemble R.

EXERCICE 8 - @000 - EDHEC 2015 E
On note Z = (eq, e, e3, €4, e5) la base canonique de R> et on f l'endomorphisme de R> canoniquement associé a la matrice

~
I

_ A

~ococo -~

~ococo -~

oo -

oo -~

1. 1.a. Déterminer la dimension de Im(f) puis montrer que la famille (e; + e3 + e4, e + es) est une base de Im(f).
1.b. En déduire la dimension de ker(f) puis en donner une base.

2. Onnote u=e,+e3+e,etv=e;+es
2.a. Ecrire f(u) et f(v) comme combinaisons linéaires des vecteurs de % puis f(u — v) et f(u -+ 3v) comme combinaisons linéaires de u et v.
2.b. En déduire les valeurs propres de C et préciser les sous-espaces propres associés.
2.c. Etablir que C est diagonalisable et déterminer une matrice diagonale D et une matrice R inversible telles que C = RDR™".
3. 3.a. Etablir: D(D + 5)(D —3k) = 0.
3.b. En déduire que le polyndme P défini par P(X) = X> — 2X? — 3X est annulateur de C.

4. Soit n € [2;4+oo[. On admet (principe de division euclidienne) qu'il existe un unique polynéme Q, et trois uniques réels a,, b,, ¢, tels que :
X" = P(X)0n(X) + a,X* + by X + ¢,

4.a. Déterminer l'expression de a,, b, et ¢, en fonction de n.
4.b. Déduire de ce qui précéde une expression simple de C" en fonction de C et C2.
4.c. Lexpression obtenue est-elle valable st n =17
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EXERCICE g - ®#00 - EML 2016 E

10 0 010
On note / et A les matrices de M5(R) définies par: /= |0 1 0] etA= {1 0 1], ainsi que € lensemble des matrices de M3(R) défini
0 0 1 01 0
a+c b c
par: & = b a+2c b [ (a,b,c)eR
c b a+c

PARTIE | : ETUDE DE LA MATRICE A

1. Calculer A%
2. Montrer que la famille (/, A, A?) est libre.
3. 3.a. Justifier que A est diagonalisable.
3.b. Déterminer une matrice P de M;5(R) inversible dont tous les coefficients de la premiére ligne sont égaux a 1 et une matrice D de M;5(R)

diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont dans lordre croissant telles que : A = PDP~".
4. Montrer : A = 2A.

PARTIE Il : ETUDE D'UNE APPLICATION DEFINIE SUR &

5. Montrer que & est un sous-espace vectoriel de M;3(R) et que la famille (/, A, A?) est une base de . En déduire la dimension de &.
6. Montrer que, pour toute matrice M de &, la matrice AM appartient a €.
On note f l'application de £ dans € qui, a toute matrice M de &, associe la matrice AM.

7. Vérifier que f est un endomorphisme de l'espace vectoriel £.
8. Former la matrice F de f dans la base (/,A,AZ) de &.
9. 9.a. Montrer: fofof =2f.
9.b. En déduire que toute valeur propre A de F vérifie : A* = 2.
9.c. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
10. L'endomorphisme f est-il bijectif? diagonalisable?
11. Déterminer une base de Im(f) et une base de ker(f).

12. 12.a. Résoudre l'équation f(M) =/ + A% d'inconnue M € £.
12.h. Résoudre l'équation f(N) = A + A%, d'inconnue N € £.

EXERCICE 10 - ®®00 - EDHEC 2013 E
2 1 2
1. On note & = (e, e,, e3) la base canonique de R® et f l'endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice A= | —1 —1 —1
-1 0 -1
1.a. Vérifier que A> + 0 et calculer A%,
1.b. Déterminer une base (a) de ker(f) ainst qu'une base (b, ¢) de Im(f).
1.c. Montrer que Im(f?) = ker(f).
2. On considére maintenant un endomorphisme de R® tel que g # 0 et g> = 0. On note M la matrice canoniquement associée & g. Lobjectif de
la question est d'établir que Im(g?) = ker(qg).
2.a. 2.ai. Montrer que 0 est la seule valeur propre possible de M.
2.a.ii.  Montrer, en raisonnant par l'absurde, que O est effectivement la seule valeur propre de M.
2.a.il. En déduire que la matrice M n'est pas diagonalisable.
2.b. 2.bi. Justifier lexistence d'un vecteur u € R? tel que g?(u) # 0.
2.b.ii.  Montrer que la famille (u, g(u),gz(u)) est une base de R?, que lon notera %'.
2.b.iii. Donner la matrice de g dans la base &', notée N.
2.b.iv. Déterminer alors une base de ker(g) ainsi qu'une base de Im(g?). Conclure.

EXERCICE 11 - @000 - UNE MATRICE UTILE EN ANALYSE NUMERIQUE...
2 =1 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O
o -1 2 -1 0 0
0 o -1 2 -1 0
0 0 o -1 2 -1
0 0 o 0 -1 2

1. Justifier que A est diagonalisable.

On considere la matrice A = . On assimilera les matrices de M ;(R) aux réels.

2. Lobjectif de cette question est d'établir que toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.
2.a. Soit X € Mg1(R). Quelle est la nature de XAX?
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2.b. Soient A une valeur propre de A et X = un vecteur propre de A associé. Exprimer XAX en fonction de A, a,b,c,d, e, f.

-~ D Q 0O T Q

2.c. Onpose X = . Calculer XAX.

~~ D Q o T Q

2.d. Déduire des deux questions précédentes que les valeurs propres de A sont strictement positives.

EXERCICE 12 - ®@®00 - MATRICES STOCHASTIQUES

DEFINITION 1 MATRICE STOCHASTIQUE

On dit qu'une matrice carrée est stochastique lorsque ses coefficients sont positifs ou nuls et que la somme des
coefficients de chaque ligne est égale a 1.

1. Montrer que le produit de deux matrices stochastiques est encore une matrice stochastique.
2. Justifier que 1 est valeur propre de toute matrice stochastique.

3. Démontrer que si A est valeur propre d'une matrice stochastique, alors |A] < 1.
X1

Indication : on pourra considérer un vecteur propre | | associé a A et k lindice tel que |x| = max (|x|, |xo], ...,

xn\),

EXERCICE 13 - ®®80 - TyPE ORAL

1. Question de cours. Définition de deux matrices semblables.

3 2 =2
On note f l'endomorphisme de R canoniquement associé a la matrice A= [ —1 0 1
1T 1 0
2. Montrer que 2f — f? = id.
3. En déduire que f est un automorphisme et donner son automorphisme réciproque.
4. Déterminer l'unique valeur propre de A. La matrice A est-elle diagonalisable?
5. Déterminer une base du sous-espace propre associé a la valeur propre 1.
6. 6.a. Calculer, pour tout n € N, A" en fonction de n.
6.b. La résultat précédent est-il valable st n € Z7?
100
7. Déterminer une base de R dans laquelle la matrice de f est la matrice [0 1 1
0 0 1

EXERCICE 14 - @000 - TYPE ORAL (SANS PREPARATION)
Soient M, N € M,(R) telles que NM est diagonalisable.

1. Montrer que si M est inversible, alors MN est aussi diagonalisable.

2. Trouver deux matrices non inversibles M, N € M;(R) telles que NM soit diagonalisable et MN ne le soit pas.
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