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(CHARTREUX

ALGEBRE LINEAIRE

DIAGONALISATION DES MATRICES CARREES

INTRODUCTION...

Pour faire clair, l'objectif du chapitre : une matrice étant donnée, savoir si elle est semblable a une matrice diagonale et, le cas échéant, en déterminer
une qui convient!
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POUR BIEN DEMARRER...
1. Soient E et F deux espaces vectoriels réels. Définitions.

e [ E — [ est une application linéaire lorsque : VA, p & R, Vi, v & E, [(AU+ pv) = A(d) + pf (V)

e Endomorphisme ? Isomorphisme ? Automorphisme ?
* Un endomorphisme est une application linéaire dont l'espace de départ et d'arrivée sont les mémes.
* Un isomorphisme est une application linéaire bijective.
* Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

e Soit f € Z(E,F).
* Tout sur ker(f) :
x Définition : ker(f) = {x € E | f(x) = 0¢}
x ker(f) est un sous-espace vectoriel de £
x f est injective si, et seulement si, ker(f) = {O¢}

* Tout sur Im(f) :

x Définttion s Im(f)={v e F |Ixe E|y=1fx}={f(x), x e E}

x Im(f) est un sous-espace vectoriel de F

x f est surjective si, et seulement si, Im(f) = F

x f est surjective si, et seulement si, rg(f) = dim(F) (ol rg(f) = dim (Im(f)))

x St (eq, ..., e,) est une famille génératrice de £, alors Im(f) = Ve(l(/(ew), /(e”)).

2. Théoréme du rang et application pour la caractérisation des isomorphismes.
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie ainst que f € Z(E, F).

e Théoréme du rang. On a : dim(E) = rqg(f) + dim ( ker(f)).

e Caractérisation des isomorphismes. St dim(E) = dim(F) = n, alors

f injective «<— f surjective

N/

f bijective

et donc :
St dim(E) = dim(F) = n, alors

ker(f (f) =

rg(
jective

e

3. Sif:E — F est linéaire et injective, alors dim(E)< dim(F)
St f: E — F est linéaire et surjective, alors dim(E)= dim(F)
St f: E — F est linéaire et bijective, alors dim(£E)= dim(F)

4. Formules de changement de base :
Soient B et %' deux bases de E.

e Pour tout x € £ :
Mdt%'()() = P@/% X Mdhj};()()

e Pour tout f € Z(E) :

Matgs (f) = Por. x Matg(f) x Pg o
- ID%W%/ X Mah,;(f) X I[)/H’r«%’

= Pg .z x Matg(f) x Py 4
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Dans tout ce chapitre, n désigne un entier naturel non nul et A une matrice de M, (R).

Tout ce qui suit dans le chapitre concerne les matrices carrées. Toutes les notions peuvent étre formulées sur les
endomorphismes, mais cela n'est plus dans lesprit du programme de Mathématiques Appliquées. Volontairement, le cours

sera conforme au programme, mais les exercices traités pourront utiliser le méme vocabulaire sur les endomorphismes.

|  ELEMENTS PROPRES D'UNE MATRICE CARREE

4 DEFINITIONS ET PREMIERS RESULTATS

DEFINITIONS 1 VALEURS PROPRES, VECTEUR PROPRES ET SPECTRE D'UNE MATRICE CARREE

Soit A € M,(R).

Soit A € R. Le réel A est valeur propre de A lorsqu'il existe X € M, 1(R) tel que :
v X #0,1
v AX =X

Un tel vecteur X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A

Le spectre de A, noté Sp(A), est l'ensemble des valeurs propres de A.

® METHODE 1 & Pour montrer qu'un vecteur X est vecteur propre de A :
e on vérifie que X # 0,1,
e on calcule AX pour l'écrire sous la forme qqch x X, le qqch étant alors une valeur propre de A.

| EXEMPLE 1 I

-1 =2 3 1
On consideére la matrice A= | 1 2 —1 . Montrons que le vecteur | O | est vecteur propre de A.
-1 -1 3 1
Ona:
1
v [0 #0;
1
-1 -2 3 1 2 1
v 1 2 1 0]=(0] =210
-1 =1 3 1 2 1
1
Conclusion : 2 est valeur propre de A et le vecteur | 0 | est un vecteur propre de A associé a la valeur propre
1
2.

PROPRIETES 1

Soient A € M, (R) et A une valeur propre de A. On note E,(A) = {X € M, 1(R) | AX = AX}.
EA(A) est un sous-espace vectoriel de M, 1(R).

1< dim (E(4) < n

Des caractérisations :

(A est valeur propre de A) <= ker(A— Al) # {0n1}
> rq(A—=AlL) #n
= (A — Al, n'est pas lnverslble)

St deux matrices sont semblables, alors elles ont le méme spectre et les dimensions de leurs sous-espaces
propres sont égales.

*
DEMONSTRATION :

P1. Remarquons que :

Ex(A) = {X € M,1(R) | AX = AX}
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Important !
La condition X + 0,1 est néces-
saire, sinon tous les réels seraient
valeur propre de toutes les ma-
trices...

X Attention !
E,(A) n'est pas l'ensemble des
vecteurs propres associés a A.
Clest l'ensemble constitué du vec-
teur nul et de tous les vecteurs
propres de A associés a la va-
leur propre A.

Vocabulaire

E,(A) est le sous-espace propre
de A associé a la valeur propre
A

X Attention | ——
Elles n'ont, en général, pas les

mémes vecteurs propres !




={XeM (R /(A=1)X=0,1}

A retenir... —————
= ker(A—1,) %A(A) = ker(A—Aly)
En particulier : Eg(A) = ker(A)

Conclusion : £,(A) est un sous-espace vectoriel de M, 1(R).

P2. e Puisque E,(A) est un sous-espace vectoriel de M, 1(R), on a:
dim (E4(A)) < dim (M,1(R))

Autrement dit :
dim (E/;(A)) <n

e [Ensuite, puisque A est valeur propre de A, la matrice A possede au moins un vecteur propre associé a la
valeur propre A. Par conséquent :

E)(A) # {051}
Dot :
dim (E/(A)) >0
Autrement dit :
dim (E/(A)) >
Conclusion : 1 < dim (E;(/\)) < n.
P3. Ona:

(/\ est valeur propre de A) — IX e M, 1(R)/ (X + 0,1 ET X € ker(A fA/,,))
& ker(A—Al,) #+ {0,1}
> rqA—=Al) #n

= (A — Al, n'est pas inverstble)

/ triangle d'inversibilité des matrices

P4. Supposons que A et B sont deux matrices semblables de M ,(R). Il existe alors une matrice inversible P € M, (R),
que nous considérons ensuite, telle que A= PBP .
Soit 4 € R. Puisque le rang est invariant par multiplication par une matrice inversible et que P et P~' le sont, on
a:
rg(B — Al,) = rg(P(B — Al,)P™")
rq(PBP~" — API,P~")
=rg(A — Aly)

Par conséquent :

e d'apres la propriété précédente :

AeSp(B) < rg(B—AlL) #n
> rg(A—=AL)#n
— A€ SpA)
Dol :
Sp(A) = Sp(B)
e et, pour tout A € Sp(A) :

dim (E)‘(A)) = dim ( ker(A — A/,,))
=n—rg(A—Al,
QEB Al )) / ce qui précede
=n—rg(B—Al,
— dim ( Jker(B B /\/”)) J théoreme du rang
= dim (E;«(B))

théoreme du rang

D'oli le résultat.

& METHODE 2 & Pour déterminer une base de E,(A), on peut :
1. résoudre le systeme linéaire AX = AX, d'inconnue X € M, (R),

2. ou déterminer la dimension de E,(A) puis trouver une famille libre de bon cardinal...

-1 =2 3 1

Notons A= | 1 2 —1|. Daprés l'exemple précédent, le vecteur O) est vecteur propre de A associé a la
-1 -1 3 1

valeur propre 2. Déterminons, deux deux facons différentes, une base de £;(A).
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1. Soit X = |y | € M34(R). Ona:

z
AX = 2X = (A—25)X = 03,4
—3x—2y+3z=0
= X — z=0
—x— y+ z=0
—3x—2y+3z=0
= —2y =0
Ly <=3l + L4
L33l — 1Ly -y =0
— {*X:Z,L/:O,Z:Z
1
= X=2z|0
1
Par conséquent :
1
E5(A) = Vect 0
1
1
La famille 0 est ainst :
1

v génératrice de £,(A),

v libre car constituée d'un unique vecteur non nul.

1
Conclusion : la famille 0 est une base de E;(A).
1
2. Ona:
-3 =2 3
rg(A — 2h) = rc 1 0 -1
! S 11 / Ci = =G5 (donc Gy + G5 = 0)
-3 -2
=rq 11,10 . N
—1 =1 / ( T | et ()L) ne sont pas colinéaires
=2 \—1 -1,
1
Etona | 0| & ker(A—25).
1

Or, d'apres le théoreme du rang :

dim (J‘\/l r;‘\(R)) = rg(A — 2/5) + dim ( ker(A — Z/,;))

Dol :
dim (EZ(A)) =1
1
Par conséquent, la famille 0 est une famille de E,(A) qui est :
1

v libre car constituée d'un unique vecteur non nul,

v de cardinal 1 égal a la dimension de E;(A).

1
Conclusion : la famille 0 est une base de £,(A).
1

® METHODE 3 & Pour déterminer les valeurs propres de A :

1.
2.
3.

st A est triangulaire (ou diagonale), alors ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux;

st A € M;(R), alors on utilise le déterminant pour trouver les réels A tels que A — AL n'est pas inversible;

sinon, on utilise l'algorithme du pivot de Gauss pour trouver les réels A tels que rg(A — Al,) n'est pas maximal (on

se ramene au rang d'une matrice trianqulaire).

— ¥ Astuce du chef ¥ —
Remarquer la combinaison li-
néaire Gy + 06, + G3 = 031 nous
permet de mettre en évidence un
vecteur du noyau de la matrice
A—=21..

En effet, st G, G, G5 sont les
colonnes d'une matrice B, on a :

X
Blyl| =xG +yG + 2G5,
z

X

donc: [y | € ker(B)
z

CxG +yG+ 26 =0..

= Rappel... ——
+7Le rang d'une famille libre est

égal a son cardinal.

Remarque

Ici, on savait déja que ce vecteur
était dans E;(A). Mais si on avait
observé deux combinaisons li-
néaires différentes, on aurait pu
trouver un autre vecteur !
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| ExXempLES 3 |

Soit A€ R. Ona:

re SpA)

Sand

g

Les matrices suivantes admettent toutes O comme valeur propre : (1 2), T 1 10, (4

Déterminons le spectre de la matrice A = (? ;)

1 2

O 01N

det(A—Ah) =0
2-2?=1=0
2—A=1
ou
2—r=—1
A=1
ou
A=3

|Concluslon 1 Sp(A) = {1;3}.

Déterminons les valeurs propres de la matrice A =

Soit A € R. On sait que :

0 0 1 =24+ X

(R 2\
rg 0 2—-4 A= N
0 0 1244+ N

9

i

(55
“((8 =7 2

i

i

La matrice (£)1 8) n'admet aucune valeur propre...

1 =1 2=

0 2—X1 A=X

0 2—2 1-=2A

1 1 2— A\
0 2—2A A= N
0 0 1 =24+ A

re SpA) —
Or :
rg(A — Al) = rq
— I‘q
L1 Ad L,f
/7,)<7/7::Hf/‘)/'
L3 L3+1L
— I‘q
G < C
e Ly~ 1o
1T -1 2—A
Puisque |0 2—A A= X est trianqulaire, on a :

2—A1=0
+3 & ou 7
1-20+ 4 =0

|Conclusion 1 Sp(A) = {1;2}.

Soit A € M, (R). Démontrons que Sp(A) = Sp(‘A).
Soit A€ R Ona:

A€ Sp(A) rg(A—Al)) #n
rg((A—Al)) #n
rg('A—AlL) #n

=
=
=
= te Sp(‘A)

/ le rang d'une matrice est égal a celui de sa transposée

/ linéarité de la transposition

Conclusion : Sp(A) = Sp(‘A).
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Important ! ——
Eest VP de A ssi A n'est pas

inversible.

inversible ssi det(M) + 0.

= Rappel... ——
El M € M;(R), alors : M est

Remarque

Une fois le spectre trouvé, on
peut repartir de cette éqalité pour
donner immédiatement le rang
des matrices A— 25 et A— 5...

A retenir...
&ésultat qui peut servir.




|2 POLYNOME ANNULATEUR ET VALEURS PROPRES

Voyons maintenant une notion accompagnée d'un résultat qui nous sera, en pratique, trés utile.

POLYNOME ANNULATEUR D'UNE MATRICE

DEFINITION 2

Soient A € M, (R) et P € RX].

Le polynéme P est annulateur de A lorsque : P(A) = 0,,.
| ExempLE 4 I
-1 1 1
Aprés calculs, on trouve que le polyndme X? — X — 2 est annulateur de la matrice A= | 1 —1 1
1 1T -

Par conséquent :
AP — A —2l3 =05

)=

Dol : :
A (5(/4— )

Conclusion : la matrice A est inversible et A~

HAa—n)

Peut-on donner un autre polyndme annulateur de A?

Evidemment : X(X’)V— X — 2) est encore annulateur de A, tout comme (X — 43)(X? — X —2), (X + 17)(X? = X = 2),
(XY — 43X + 1) (X° = X = 2)..

THEOREME 1

EXISTENCE DE POLYNOME ANNULATEUR (HP)

Toute matrice de M ,(R) admet au moins un polynéme annulateur non nul.

DEMONSTRATION : Soit A € M, (R). Puisque la famille (/,, A, ..., A"") est de cardinal n° + 1 dans M, (R) qui est de
dimension n?, cette famille ne peut pas étre libre.
Il existe donc des réels Ag, Ay, ..., A

\h2

non tous nuls tels que :
Hl

> AA=0,
k=0

/7’
Le polynome > AX¥ est ainsi non nul et annulateur de A D'oli e résultat.
k=0

PROPRIETE 2

LIEN VALEUR PROPRE / POLYNOME ANNULATEUR

Soient A € M, (R) et P € RX].

St P est annulateur de A, alors toute valeur propre de A est racine de P.

Autrement dit, si P est annulateur de A, alors Sp(A) C {r € R [ P(r) = 0}.

Ou encore : si P est annulateur de A, alors les valeurs propres de A sont parmi les racines de P.

*
DEMONSTRATION :

Supposons que P est un polyndme annulateur non nul de A.
d

Notons d = deg(P) et considérons ay, ..., a4 les réels tels que pour tout x € R, P(x) = Z
k=0

aexk.

Soit A € Sp(A). Montrons que P(A) = 0.

Puisque A est valeur propre de A, il existe ainsi un vecteur V' & M, 1(R) non nul, que l'on considere ensuite, tel que
AV = AV.

Aussi, puisque P est annulateur de A on a P(A) = 0,. Dol :

PA)V =0,

Or:

d
PAV = > aA |V
k=0
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v Rigueur !
4 ; . cette écriture n'a aucun
sens |

X Attention !

+7On dira donc toujours UN poly-

ndéme annulateur de A

Remarque
Au moins un et donc une infinité !
En effet, st P est annulateur de A,
alors pour tout Q € R[X], OP est
encore annulateur de A..

— = Rappels...

Soient £ un EV de dimension
finie et Z une famille de vecteurs
de E.

e SU.Z est libre, alors

Card(#) < dim(E)

e SU.Z est génératrice de E,
alors Card(Z#) > dim(E)

— = Pour info...

Toute matrice de M, (R) posséde
méme un polynéme annulateur
non nul de degré inférieur ou égal
a n, mais c'est moins rapide a

démontrer !

X Attention !
On a seulement une inclusion !
Toutes les racines d'un polynéme
annulateur ne sont pas néces-
sairement des valeurs propres de
A.. Sinon, tout réel serait valeur
propre de A




d
=5 aAv ‘
=0 J par récurrence immédiate : Yk € N, AXV = A*V

(’/
= Z a kv
k=0
d
Z ap At ) %

k=0

= PV

On en déduit :

PA)V = 0,1
Or V 0,1, donc P(A) = 0. j

& METHODE 4 # Pour déterminer les valeurs propres de A :
St l'énoncé fait apparaltre un polynéme annulateur de A, alors :

e on cherche les racines de ce polynome,
e pour chaque racine r trouvée :
* soit on résout AX = rX, et st l'ensemble des solutions est non réduit au vecteur nul, alors r est valeur
propre de A (sinon, r n'est pas valeur propre de A)
* soit on justifie / on voit que la matrice A— r/, n'est pas inversible (en travaillant sur son rang par exemple,
pour anticiper la recherche du sous-espace propre avec la méthode 2...), et dans ce cas, r est valeur propre
de A (sinon, r n'est pas valeur propre de A)
* soit on trouve un vecteur non nul X tel que AX = rX, et dans ce cas, r est valeur propre de A.

Important !

['évenement "l'énoncé donne un
polynéme annulateur dont une
racine n'est pas valeur propre de
A" est quasi-impossible.

En pratique, l'énoncé fournit le
meilleur polyndme annulateur qui
soit...

| EXEMPLE 5 I

0 1 0
On considere la matrice A= {0 0 1| et on admet que A> —B5A% + 8A— 45 = 0.
4 -8 5

Déterminons les valeurs propres de A ainsi qu'une base de chaque sous-espace propre associé.

e Le polyndme X7 —5X° 48X — 4 est donc annulateur de la matrice A.
On remarque que 1 est racine de ce polyndme, puis :

XP—5X2 48X —4 = (X —1)(X? —4X + 4)
—(X=NX=2)7
Conclusion : Sp(A) C {1;2}.

e Pour 1:
—1 1T 0
rg(A — ) = rc 0 17 1
] ) ) 4 8 4 ) G+ C 3 =031, donc GG =-C — G
—1 1
=rg 0 1, 1 , /1
) 1 1
4 -8 ) ( 0 ) et ( '\) ne sont pas colinéaires
-2 \ 1/ \~8,

On en déduit que 1 est valeur propre de A et, par théoreme du rang, en notant £1(A) = ker(A— ), on obtient :

dim (D (/~’\)) =1

1
On remarque ensuite que | 1] & Eq(A).
1
1
Par conséquent, la famille 1 est une famille de E4(A) qui est :
1

v libre car constituée d'un unique vecteur non nul,

v de cardinal éqgal a la dimension de E4(A).

1
Conclusion : la famille 1 est une base de E4(A).
1
e Pour 2
-2 1 0
rg(A—25) =rg 0 2 1
4 _8 3 ) Ci+2C +4C; = 034, donc G = —2C> — 4Gy
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—
(e)

I
¢
(98

obtient :

1
On remarque ensuite que | 2| € E»(A).
4

1
Par conséquent, la famille 2

v de cardinal éqgal a la dimension de £,(A).
1

Conclusion : la famille 2

|3 NOMBRE MAXIMAL DE VALEURS PROPRES

PROPRIETES 3

Soient A € M, (R) et A, Ay, ..., A, (avec p € N¥) les valeurs propres distinctes de A.

M, Ay
Pour tout k € [1; p], la famille (X, ...

v libre car constituée d'un unique vecteur non nul,

0
et (W ) ne sont pas colinéaires
)
D
/ N/

/ ()

8

On en déduit que 2 est valeur propre de A et, par théoreme du rang, en notant E,(A) = ker(A — 25), on

dim (F;(/\)) =1

est une famille de E(A) qui est :

est une base de E;(A).

Cas particulier. Soient X, ..., X, des vecteurs propres de A associés respectivement aux valeurs propres

, Xk) est une famille libre de M, 1(R).

Cas général. Soient 71, ..., F, des familles libres respectivement de £, (A), ..., £, (A).
Pour tout k € [1; p], la concaténation des familles .7, ..., # est une famille libre de M, 1(R).

*
DEMONSTRATION :

P1. Par récurrence...

e Initialisation. Pour k =1 :

Par définition, puisque X; est vecteur propre de A on a X; # 0,1.
Par conséquent, la famille (X;) est libre car constituée d'un unique vecteur non nul.

['initialisation est vérifiée.

e Hérédité. Soit k € [[1;n — 1]. Supposons que "(Xj, ...

, Xi) est libre" et montrons que "(Xj, ..., Xi41) est libre”.

Soient ay, ..., a1 € R. Supposons que a1 Xy + ... + a1 X1 = 0,1. Notons (x) cette égalité.

* Multiplions () par A — Ac1/,. On obtient, puisque X1 est vecteur propre de A pour la valeur propre

A (et donc X1 € ker(A — Agialn))

> ailA—=Aiah)Xi = 0y

—1

Z a(AXi — A Xi) = 0 g

i=1

Et comme, pour tout i € [1; k], X; est vecteur propre de A pour la valeur propre A; :

k
i=1

Mais, par hypothese de récurrence, la famille (X, ...

aL(AL - )‘k+1)Xt = Onﬂ

, Xi) est libre. D'ol :

Vie [1:K], ailh — Awr) =0

Et comme les valeurs propres sont distinctes, on a :

Vie [[1,/(]], A % Ak

Ce qui donne donc :

Vie [1;k], a;=0
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Remarque —————
Jic'est l'occasion d'aller travailler

Question classique 31.

A retenir...

e Une famille de \TFS associés a
des VP différentes est libre.

e Une concaténation de familles
libres de sous-espaces propres
associées a des valeurs propres
distinctes est une famille libre de
Mn,W (R)

Remarque
ﬂ s'agit d'une récurrence finie.



https://jeremylegendre.fr/wp-content/uploads/Questions-classiques.pdf

* Par conséquent, (x) équivaut a
A1 X1 = On 1

Et comme Xiy1 # 0,1 (Cest un vecteur propre..), on obtient :
a1 =0

On a donc établi :
Vie[1,k+1], a;=0

La famille (X7, ..., Xx11) est donc libre. L'hérédité est ainsi établie.

P2. Analogue, mais plus lourd a écrire.

]
PROPRIETES 4 NOMBRE MAXIMAL DE VALEURS PROPRES (HP ?)

Toute matrice de M ,(R) admet au plus n valeurs propres distinctes.
Soient A € M, (R) et Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de A. On a :

p
> dim (B, () <n
i=1

*
DEMONSTRATION :

P1. Soit A € M,(R). Notons p le nombre de valeurs propres distinctes de A et X, ..., X, des vecteurs propres associés
a ces p valeurs propres respectivement.

D’apres la propriété précédente, la famille (X3, ..., X,) est une famille libre de M, 1(R). Ainsi :

Card(Xi, ..., X,) < dim (M,1(R))

psn

P2. Pour tout i € [1;p], notons %; une base de E, (A). Puisqu'une base est en particulier une famille libre, d'aprés la

propriété précédente (cas général), la concaténation des bases %, ..., B, est une famille libre de M, 1(R).
Notons .# cette famille libre obtenue par concaténation. On a ainst :

Card(Z#) < n

Mais, puisque # est la concaténation des familles %, ..., %,, on a également :

E

Card(.#) = Card(%))

) pour tout i € [1;p], i est une base de £, (A)

=

dim (E,,(A))

1

p
Conclusion : Zdlm (E,(A) < n.
i=1

ki

& METHODE 5 & Pour déterminer quelques valeurs propres de A :

1. st A n'est pas inversible (on le remarque si A admet une ligne/colonne nulle ou une ligne/colonne combinaison

linéaire des autres; ou si st ker(A) = {0,1} ou st rg(A) # n), alors O est valeur propre de A;

2. si la somme des coefficients de chacune des lignes de A est égale au méme réel s, alors s est valeur propre de A et
1
1
en est un vecteur propre associé;
1

. puisque Sp(‘A) = Sp(A), si la somme des coefficients de chacune des colonnes de A est égale au méme réel s, alors
s est valeur propre de A (mais nous n‘avons pas d'expression générale d'un vecteur propre associé).
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On dit parfois qu'une matrice

de M,(R) possede au plus n
valeurs propres comptées avec
leur multiplicité géométrique, la
multiplicité géométrique (il existe
ausst une multiplicité algébrique,
hors programme) d'une valeur
propre désignant la dimension de
'espace propre associé.

— Autrement dit : ——

= Rappel...

Soit % une famille de vecteurs
de E.

e SU.Z est libre, alors
Card(#) < dim(E).

® SUL.F est génératrice de E,
alors Card(#) > dim(E).

Remarque —————

P1 est un cas particulier de P2.
En effet, puisque pour tout i €
[1;n], dim (E4(A) = 1, ona:
P

> dim (Es(A) > p. Et par
i=1

transitivité, on retrouve : p<n.

X Attention !
Il est rare de pouvoir trouver
toutes les valeurs propres d'une
matrice de cette fagon...




| EXemPLE 6 I
3 —6 4
Déterminons les valeurs propres de la matrice A = | 0 0 1| ainsi qu'une base de chaque sous-espace
-1 2 0

propre associé sans résoudre aucun systeme.
Notons C;, G, G5 les colonnes de A dans lordre de lecture.

e Puisque C, = —2(;, la matrice A n'est pas inversible.

2
Donc 0 est valeur propre de Aet | 1| en est un vecteur propre associé.
0
1 1 1
e [Ensuite, remarquons que A | 1| = | 1 |. Donc 1 est valeur propre de A et [ 1| en est un vecteur propre
1 1 1
associé.
e Enfin, en notant C{, G5, C; les colonnes de A— 215 :
1T -6 4
rg(A—25) =rq 0o -2 1
1 2 / Ch = —2C5 +2G; (donc 2C; — Cy — 2C = 034)
1 4
= rC 0 1
WG S JlN L
( 0 | et 1 ) sont non colinéaires
=2 \7]/ N
2 2
Par conséquent, 2 est valeur propre de A et, puisque | —1 | & ker(A — 2h), le vecteur | —1 | en est un
—2 -2

vecteur propre associé.

5

Puisque A est une matrice de M;3(R), elle admet au plus 3 valeurs propres distinctes. Nous en avons trouvé 3.

Par conséquent :

Sp(A) = {0;1; 2}

Et, par saturation des dimensions (conséquence de Propriétés 4 - P2), chaque espace propre associé est de dimension
égale a 1; on en déduit donc que chaque vecteur propre donné fournit une base du sous-espace propre associé.

Il DIAGONALISATION DES MATRICES CARREES

DEFINITION 3 MATRICE DIAGONALISABLE

Soit A € M,(R).
La matrice A est diagonalisable lorsqu'il existe deux matrices P, D € M, (R) telles que :

v P est inversible,
v D est diagonale,
v/ A= PDP!

THEOREME 2 CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE DIAGONALISABILITE D'UNE MATRICE CARREE

Soit A € M,(R).

La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, il existe une base de M, 1(R) constituée de vecteurs propres
de A.

Et, dans ce cas, st :

v D est diagonale constituée des valeurs propres de A (dans l'ordre des vecteurs propres correspondant dans
ladite base),

v P est la matrice de passage de la base canonique vers cette base de vecteurs propres de A,
alors : A= PDP™".

*

DEMONSTRATION : Raisonnons par double implication et travaillons avec les applications linéaires... Notons f l'endo-
morphisme de M, 1(R) canoniquement associé a A.
Supposons que A est diagonalisable et considérons deux matrices P, D & M,(R), avec P inversible et D

diagonale telles que A= PDP~".
Notons Aq, A, ..., A, les coefficients diagonaux (rangés de haut en bas dans cet ordre) de D. Puisque les matrices
A et D sont semblables, d'aprés la propriété 4, elles représentent toutes deux le méme endomorphisme.
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Remarque

Il n'est méme pas nécessaire de
donner la valeur du rang... Du
moment que celui-ci n'est pas 3
(que la matrice A — 2/5 n'est pas
inversible), 2 sera VP de A.

Autrement dit :
Une matrice est diagonalisable
lorsqu'elle est semblable a une
matrice diagonale.

== Pour info...

<Uun endomorphisme f est diago-
nalisable lorsqu'il existe une base
de E dans laquelle la matrice de
f est diagonale.

¥ Astuce du chef ¥ —

L'avantage de travailler avec
l'endomorphisme de M, 1(R)
canoniquement associé a A, et pas
celut d'un autre EV : les objets
sont les mémes |

En effet, f n'est autre que l'appli-
cation X —— AX. Et ainsi, les
vecteurs propres de f sont exacte-
ment les vecteurs propres de A..

4




Par conséquent, il existe une base % = (e, e, ...,e,) de M,1(R) telle que D = Matg(f). Mais, D étant
diagonale, on obtient :
Vie [1;n], fle) = A

Or (e, ez, ..., e,) est une base de M, 1(R), donc, nécessairement, les vecteurs ey, e, ..., e, sont tous non nuls.
On en déduit que, pour tout i € [1;n], A; est valeur propre de f (et donc de A) et que e; est un vecteur propre
de f (et donc de A) associé a la valeur propre A;.

Conclusion : (eq, ey, ..., e,) est une base de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de A.

Supposons qu'il existe une base de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de A.
Considérons & = (e1, e, ..., e,) une telle base et, pour tout i € [1; n], notons A; la valeur propre a laquelle est { Remarque
L

associé le vecteur propre e;. es M, A2, ..., Ay ne sont pas
o o e [
On a ainsi : nécessairement distinctes !

Vie [1;n], fle) = Aey

Et ainsi :
A 0
! = Rappel... ——
Mat%(f) = Se souvenir de la maniére dont
on remplit une matrice...
0 An

Notons alors D = Matg(f) et P = Py . D'aprés la formule de changement de base (propriétés 3 - P2), on a

ainst :
Matyc(f) = Poca x Matg(f) x P _
atpc(f) - Ptb/gi*1 atz(f) B ) P = Pl
Autrement dit :
A= PDP™'
Conclusion : A est diagonalisable.
]
| EXEmPLE 7 I
3 —6 4
Reprenons la matrice A = | 0 0 1| de lexemple 6. Montrons que A est diagonalisable et donnons une
-1 2 0
matrice P inversible ainsi qu'une matrice D diagonale telles que A= PDP~".
2 1 2
e [En reprenant ce qui a été fait dans l'exemple 6, la famille L P R I (que l'on note A ensuite)
0 1 2

est une famille de M5 1(R) qui est :
v libre car constituée de vecteurs propres de A associés a des valeurs propres différentes (propriétés 3),
v de cardinal 3, égal a la dimension de M5;(R).

Par conséquent, la famille & est une base de M5+(R). i
ar conséquent, la famill t ase de M54(R) X Attention !

o |l existe donc une base de M5 (R) formée de vecteurs propres de A. On veille bien & lordre dans

La matrice A est donc diagonalisable et, en notant P la matrice de passage de la base canonique de M, (R) o 'eduel sont rangés les valeurs
propres dans D et les vecteurs

0 0 0 propres correspondant dans P...
etD= (0 1 0], ona (théoreme 2) :
0 0 2

v P est inversible (comme matrice de passage),
v D est diagonale,
v/ A=PDP".

THEOREME 3 THEOREME SPECTRAL

Toute matrice symétrique de M ,(R) est diagonalisable.

*
DemonsTraTION : Nous manquons d'outils pour démontrer le cas général; mais le cas n = 2 est facile! En exercice?

]
| EXEMPLE 8 |

0
Les matrices suivantes sont diagonalisables : | 0
1

RN
Q

N
—_

0|, les matrices | 1 a 1] pour tout réel a..
0 1 1 a

o = O
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Et, pour finir, deux résultats hors programme dont la démonstration est a savoir refaire!

THEOREME 4 CONDITION SUFFISANTE DE DIAGONALISABILITE D'UNE MATRICE CARREE (HP)

Soit A € M, (R).
St A possede n valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable.

DEMONSTRATION : Supposons que A possede n valeurs propres distinctes Ay, Ay, ..., A,.
Notons, pour tout i € [1;n], X; un vecteur propre de A associé a la valeur propre A;; et notons également & =
(X1, X5, ..., X).

On sait que la famille Z est :

v libre car constituée de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes (propriétés 3),

v de cardinal n égal a la dimension de M, 1(R).

Par conséquent, la famille Z est une base de M, 1(R). Il existe donc une base de M,, 1(R) constituée de vecteurs propres Important !
de A Il faut savoir refaire le raisonne-
Conclusion : la matrice A est diagonalisable. ment mis en place |

*

PROPRIETE 5 CAs D'UNE UNIQUE VALEUR PROPRE (HP) — % Classique ! %
Résultat classique, a savoir redé-
Soit A € MH(R)‘ < montrer trés rapidement si besoin.

Ona:

— Autrement dit :

]» = A=Al 4 Une matrice diagonalisable avec

une unique valeur propre est né-
cessairement multiple de l'identité
(la réciproque est évidemment

A diagonalisable
A posséde une unique valeur propre A

F , vraie).
DEMONSTRATION :

Supposons que A est diagonalisable et possede une unique valeur propre A.
Il existe alors P, D € M, (R), que l'on considere ensuite, telles que :

v P est inversible,
v D est diagonale, constituée de A, autrement dit, D = Al,,
v/ A= PDP".

Dans ce cas :

A= PP
= APP"
- )‘/r7
]
| ExeEmPLE 9 I
3 21
Puisque la matrice A= [0 3 2| est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Cette

0 0 3

matrice admet donc 3 comme unique valeur propre.
Par l'absurde : supposons que A est diagonalisable. Il existe alors une matrice inversible P telle que : A= PDP™",

300
ouD=10 3 0
0 0 3
On a ainsi :
A = Px3hxP
= 3Pp!
= 35
Or, A # 315 : contradiction !
321
Conclusion : la matrice [0 3 2| n'est pas diagonalisable.
0 0 3

Exemple classique d'utilisation de la réduction (diagonalisation ou trigonalisation) d’une matrice A : le calcul simplifié
des puissances de A. Mais dans quels types d'exercices peut-on rencontrer ceci?
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