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ANALYSE

EQuATIONS DIFFERENTIELLES

INTRODUCTION...

Les équations différentielles sont apparues au XVII®™ siécle, alors que Newton et Leibniz (entre autres) mettent en place les théories de dérivation et
d'intégration; tout en s'intéressant de prés aux phénomenes d'évolutions physiques et en particulier a la mécanique.

Ce n'est qu'a partir du XVIIIEme siécle que la résolution de ces équations a été possible, grace notamment aux travaux d'Euler. De nombreux
mathématiciens (D'Alembert, Cauchy, Lipschitz, Lagrange...) ont ensuite ceuvré a développer la théorie des équations différentielles.

Nous allons nous intéresser a un cas bien particulier d'équations différentielles; mais il faut savoir qu'il n'existe pas de méthode systématique pour
résoudre de fagon exacte toutes les équations différentielles. Pour cette raison, une branche entiére des mathématiques - 'analyse numérique - développe
des méthodes et algorithmes performants qui permettent la résolution approchée de ces équations tres utiles dans de nombreux domaines (mécanique,
électricité, économie, chimie..).
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Dans tout le chapitre, / désigne un intervalle non vide de R.

|  GENERALITES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

|1 PREMIERES DEFINITIONS

DEFINITIONS 1

EQUATION DIFFI:ZRENTIELLE, SOLUTION, TRAJECTOIRE, éQUILIBRE

On appelle équation différentielle toute équation reliant une fonction y (suffisamment réquliere) et une

ou plusieurs de ses dérivées.

Soient n € N* et ag, ay,...,a,, b des fonctions définies et continues sur /, telles que a, n'est pas la
fonction nulle.
On appelle équation différentielle linéaire d'ordre n une équation de la forme :

any" + a, 1y + a1y +aoy=b

ol y € €"(/,R) est la fonction inconnue.

Par convention, la fonction y et ses dérivées sont toutes sur le méme membre de l'équation; et le reste
est sur l'autre membre. Dans le cas oli ce second membre est la fonction nulle, on dira que l'équation
différentielle est homogéne.

Une solution d'une équation différentielle est une fonction suffisamment réquliere sur l'intervalle donné
vérifiant l'égalité de fonctions. Résoudre 'équation différentielle, c'est trouver toutes ses solutions.

Une trajectoire d'une équation différentielle est la courbe d'une solution de cette équation différentielle.

Un équilibre d'une équation différentielle est une solution constante de cette équation différentielle.

| EXEMPLES 1 I

Léquation y” x ¢’ + 3y*> = g, oll y € F*(R,R) et g : x — e* + x* — 1, est une équation différentielle. Une
solution f de cette équation différentielle est une fonction de classe € sur R telle que :

Vx €R, '(x) x f'(x) + 3f(x)* = e + x* — 1

Pour éviter de nommer le membre de droite, on écrira l'équation différentielle ainsi :

g//xy/+3y2:ex+x2_«|

Sont des équations différentielles linéaires :

Ne sont pas des équations différentielles linéaires :

L'équation (E) : ¢’ —2xy = 2x* — 1, ol y € €'(R,R), est une équation différentielle linéaire d'ordre 1; et
(En) 1 y" — 2xy = 0 est son équation différentielle homogeéne associée.

e Montrons que pour tout A € R, la fonction f; : x — e’ est solution de (En).

e Cherchons une solution de (E) qui soit dans Ry[x] On la notera f,,.
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Remarque

Souvent, f est la lettre désignant
une fonction étudiée. Pour éviter
toute ambiguité, on notera y la
fonction inconnue d'une équation
différentielle.

les coefficients de l'équation
différentielle.

Vocabulaire ———
ﬂes fonctions ag, a1, ..., a, sont

tons !

X Attention | ——
ﬁs'aglt d'une égalité de fonc-
t

Remarque
Si l'intervalle / n'est pas précisé,
on considérera par défaut qu'il
s'agit de R.

— Confusion d’objets | —

Il faut bien étre conscient que
clest un abus de notation : le
membre de gauche est une fonc-
tion, alors que le membre de
droite est un réel, et x n'est méme
pas quantifié ! Bref, c'est un peu
une abomination ce truc.. sans
doute une écriture due a des phy-
siciens ou des économistes...

o

En fait...
Une équation différentielle est
linéaire lorsque le membre de
gauche est une expression li-
néaire en y...

Vocabulaire ———
y On a ainst trouvé une solution
particuliére de (E).




2 LA LINEARITE, C'EST LE PIED!

PROPRIETES 1 STRUCTURE DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS D'UNE EDL

Soient (E) une équation différentielle linéaire et (Ex) son équation différentielle linéaire homogeéne associée.
Notons Sg l'ensemble des solutions de E, Sy U'ensemble des solutions de (Ejy).

Sy est un espace vectoriel.

E Toute solution de (E) est obtenue en ajoutant a une solution particuliere de (E) une solution quelconque
de (Ep). Autrement dit :

solution générale —  solution particuliere -+ solution générale de
de 'EDL de 'EDL 'équation homogene associée

Ou encore, en notant f, une solution particuliere de E :

SE={fp+fH/fH€5H}

*
DEMONSTRATION : Démontrons ce résultat dans le cas particulier d'une EDL1 normalisée a coefficient constant.
Soient @ € R, / un intervalle de R, b € €(I, R) et :

(E):y' +ay=>b
d'inconnue y € €'(/,R). Ona: Sy={yc €' (I,R) | y +ay =0}.

+
PROPRIETE 2 PRINCIPE DE SUPERPOSITION

Soient ag, a1, ..., a, ainsi que by et b, des fonctions continues sur /.
On considere les équations différentielles suivantes :

(n=1)

(1) apy™ + a1y + o 4ay +ay=>b et (E):a,y” 4+ a,_1y" "+ . +ary +ay=by

St f; est une solution particuliere de (E4) et f, une solution particuliere de (£3), alors pour tous A1, A, € R, la
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Important !

Cette structure de l'ensemble des
solutions est importante et nous
quide sur la méthode a mettre en
ceuvre pour résoudre une EDL...

Remarque ————
La démonstration est analogue
dans le cas général...




fonction A1f; 4+ Axf; est solution particuliere de

a, g™+ a, 1y a4 agy = Ay + Agby

FDEMONSTRATION : Soient f; une solution particuliere de (£7) et f, une solution particuliere de (£;). Soient également
M, A €R.

Puisque f; et f, sont des solutions respectives de (£4) et (E3), elles sont de classe € sur /, et donc Afy + pf, également.
Puis, par linéarité de la dérivation, on a :

n

de(/\q fq +)\2f2)(k) = Z Gk()ﬁ f1(k) + )szz(k))

k=0 k=0 ) linéarité de la somme
n n
k k
=)\1Z(ka1( )+)\ZZakf2()
k=0 =0 J f1 est solution de (E4) et f, de (E2)
= Mby + A2bs
Conclusion : la fonction Aify 4+ A5 est solution de a,y™ + a,_1y" ™" + ..+ a1y’ + aoy = Ay + Asbs. N

EXEMPLE 2

Une solution particuliere de ¢’ + y = 1 est
Une solution particuliere de ¢’ + y = x est

Conclusion : par principe de superposition, une solution particuliere de ¢y + y = 3 + 2x est la fonction
fpix— 2x41.

Ciblons maintenant sur l'essentiel : les équations différentielles linéaires d'ordres 1 et 2 & coefficients constants.

II' EDL DU PREMIER ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

DEFINITION 2 EDL1 A COEFFICIENTS CONSTANTS

Soient ag et aq des réels tels que a; # 0 et b une fonction définie et continue sur /.
On appelle équation différentielle linéaire d'ordre 1 a coefficients constants une équation de la forme :

ay’ +agy =b

ol y € €'(/,R) est la fonction inconnue.
Puisque a; # 0, on a, pour tout y € €'(/,R) :

Vocabulaire ————
’ —b ;o Go b On dit alors qu'on a normalisé
a1y + oy = <=>y+ajy—aj ;

l'équation différentielle.

Dans la suite, nous ne considérerons que des EDL1 normalisées de la forme : ¢y’ + ay = b
(a € R, b une fonction continue sur /).
St UEDL1 n'est pas normalisée, on commencera toujours par le faire..

.1 RésoLutioN D'UNE EDL1

Dans la premiere partie, nous avons vu le résultat :

solution générale —  solution particuliere solution générale de
de 'EDL de 'EDL 'équation homogene associée

L'idéal serait maintenant de voir comment :
e résoudre l'équation différentielle homogéne ¢’ + ay =0,

e trouver une solution particuliere de y' + ay = b..

THEOREME 1 REsoLuTioN DE ¢y’ +ay =0

Soit a € R. .
. , Cax On retrouve la structure d'espace
(7 est solution de y' + ay =0) <= (IA€R, Vx e/, f(x) =re"") vectoriel de lensemble des solu-
tions de y' + ay = 0.Onen a
méme une base : (x»—> e’”x).

Autrement dit : lensemble des solutions de y' + ay = 0 est {x el ™™, A e R}4

Remarque ————
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*
DEMONSTRATION :

v
EXempPLES 3

['équation ¢y’ +2y = 0 est une équation différentielle lindaire d'ordre 1 homogéne a coefficients constants dont
'ensemble des solutions est

On considére 'équation différentielle y’ — 3y = 6, d'inconnue y € " (R, R).

Cette équation est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 a coefficients constants.

e Résolution de l'équation différentielle homogéne associée.
Lensemble des solutions de y' — 3y = 0 est {x — Ae™, A € R}.

e Solution particuliére.
On remarque que la fonction x — —2 est une solution particuliére de (E).

Conclusion : l'ensemble des solutions l'équation différentielle y’ — 3y = 6 est {x — =24 X X e R}A

Résolvons l'équation différentielle y’ 4 y = x 4 1, d'inconnue y € €' (R, R).

& METHODE 1 & Pour déterminer une solution particuliére de ¢y’ + ay = b :
e soit on en trouve une évidente (en appliquant éventuellement le principe de superposition pour décomposer la

recherche); en particulier, si b est constante, la fonction constante x — — convient;
a

e soit on se laisse guider par l'énoncé..

[l ProsLEME DE CAUCHY SUR EDLA

D'aprés ce qui précéde, nous pouvons affirmer que 'équation (E) : y' + ay = b admet une infinité de solutions.. En
revanche, le théoréme suivant permet, grace a une contrainte supplémentaire, d'obtenir l'unicité d'une solution.
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Question :

Remarque

ILn'y a pas de méthode générale
pour déterminer une solution

4 particuliere.. Une idée a avoir en
téte : la chercher "sous la méme
forme" que le second membre.




THEOREME 2 DE CAuCHY SurR EDL1

Vocabulaire
. , . . N g/ +ay = b Un tel probléme est appelé pro-
St @ est un réel et b une fonction continue sur /, alors pour tous xy € / et yo € R, le probleme (xo) = , bléme de Cauchy et la condition
] 0) = Yo y(x0) = Yo en est la condition
d'inconnue y € €' (/,R), posséde une et une seule solution. initiale.

*
DEMONSTRATION : En exercice. .

Ce théoreme permet alors de dire que si deux trajectoires d'une EDLT ont un point commun, alors elles sont identiques. En effet :

Ou bien, par contraposée : deux trajectoires différentes d'une EDLT ne se croisent jamais. St deux trajectoires ont un point

Ou encore : deux trajectoires d'une EDL1 sont soit identiques, soit d'intersection vide. commun, en (X, jo), alors les
deux solutions associées vérifient
le méme probléeme de Cauchy...

& METHODE 2 # Pour résoudre un probléme de Cauchy :
e on résout l'équation différentielle linéaire d'ordre 1 donnée,

e on utilise la condition initiale donnée pour déterminer la valeur de la constante A dans la forme générale des
solutions.

Il EDL DU SECOND ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

DEFINITION 3 EDL2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

Soient ag, aq, a; des réels tels que a, s 0 et b une fonction définie et continue sur /.
On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants une équation de la forme :

Clzy// + 019’/ + apy = b

oll y € €°(I,R) est la fonction inconnue.
Puisque a, # 0, on a, pour tout y € €*(/,R) :

a a b Vocabulaire

1 0 . , L

Uzy// + C’Wy/ +ay=b g” + 79,/ +—y=— Q’n dit alors quion a normalisé
ar a ar 'équation différentielle.

Dans la suite, nous ne considérerons que des EDL2 normalisées de la forme : y” + ay’ + by = ¢
(@, b € R, c une fonction continue sur /).
St 'EDLZ n'est pas normalisée, on commencera toujours par le faire...

[l.1 - RésoLuTtioN D'UNE EDL2

Dans la premiére partie, nous avons vu le résultat :

solution générale —  solution particuliére solution générale de
de 'EDL de 'EDL 'équation homogeéne associée

L'idéal serait donc maintenant de voir comment :
e résoudre l'équation différentielle homogéne y” + ay’ + by = 0,

e trouver une solution particuliere de y” + ay’ + by = c..

Pour l'équation homogéne, commencons par une petite définition, qui n'est pas sans nous rappeler quelques souvenirs...

DEFINITION 4 EQUATION CARACTERISTIQUE

Soient a, b € R.
L'équation r? + ar + b = 0, d'inconnue r € R, est appelée équation caractéristique de 'équation différentielle
y" +ay + by =0.

THEOREME 3 REsoLuTioN DE y” + ay’ + by =0

Soient @, b € R et A le discriminant associé a l'équation caractéristique r* + ar + b = 0. Remarque

On retrouve la structure d'espace
vectoriel de l'ensemble des solu-
tions de y” + ay’ + by = 0. On
en a méme une base :
esiA>0:
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e<si A=0"



St A > 0, alors l'équation r> + ar + b = 0 admet deux solutions distinctes ry et ry et :
(f est solution de y” + ay’ + by =0) < (3(Ap) €R* | Vx €1, f(x) = A" + pe')

Autrement dit : lensemble des solutions de y” + ay’ + by = 0 est {x € [ — A" + pe’?, (A, u) € R*}.

Si A = 0, alors l'équation r* + ar + b = 0 admet une solution ry et :
(f est solution de y” + ay’ + by =0) <= (3(A,p) €R* [ Vx €1, f(x) = (Ax + p)e™)

Autrement dit : lensemble des solutions de y” + ay’ + by = 0 est {x € [ —> (Ax + p)e™, (A, y) € R*}.

*
DEMONSTRATION :
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)
| EXEMPLES 4 I

L'équation y” — y"— 6y = 0 est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 homogéne a coefficients constants
dont l'équation caractéristique est r> — r — 6 = 0. Les solutions de r> — r —6 = 0 sont —2 et 3.

Conclusion : 'ensemble des solutions de y” — y" — 6y = 0 est

'équation y” 4+ 2y’ +y = 0 est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 homogeéne a coefficients constants
dont l'équation caractéristique est r> 4+ 2r + 1 = 0. Lunique solution de r? +2r +1 =0 est —1.

| Conclusion : l'ensemble des solutions de y” + 2y’ + y = 0 est |

On consideére 'équation différentielle y” + 2y’ + y = 1, d'inconnue y € (R, R).
Cette équation est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 a coefficients constants.

e Résolution de 'équation différentielle homogéne associée.
Lensemble des solutions de l'équation différentielle y” + 2y + y = 0 est {x — (Ax + pe™, (A, u) € R*}.

e Solution particuliére.
On remarque que la fonction x — 1 est une solution particuliére de y” + 2y’ +y = 1.

Conclusion : l'ensemble des solutions de y” + 2y" + y =1 est {x— 1+ (Ax + p)e ™, (4, p) € R’}

Résolvons l'équation différentielle y” — 4y = 4x + 1, d'inconnue y € (R, R).

& METHODE 3 & Pour déterminer une solution particuliére de y” + ay’ + by = ¢ :
e soit on en trouve une évidente (en appliquant éventuellement le principe de superposition pour décomposer la
c
recherche); en particulier, st ¢ est constante, la fonction constante x — 5 (quand b = 0) convient;

e soit on se laisse guider par 'énoncé..

Il ProBLEME DE CAucHY SUR EDL2

D'aprés ce qui précéde, nous pouvons affirmer que l'équation (£) : y” + ay’ + by = ¢ admet une infinité de solutions..
En revanche, le théoreme suivant permet, grace a une contrainte supplémentaire, d'obtenir l'unicité d'une solution.

THEOREME 4 DE CAucHY sur EDL2

Vocabulaire
Un tel probléeme est appelé pro-

. d'inconnue y € €*(/,R), posséde une et une seule solution. bléme de Cauchy et les condi-
tions y(xo) = yo et y'(xo) = zo en

sont les conditions initiales.

St a et b sont des réels réel et ¢ une fonction continue sur /, alors pour tous xo € / et yo, 20 € R, le probleme
y"+ay +by=c
ylo) = yo ; Y'(x) =2

*
DEmoNsTRATION : Celui-ci, on l'admet!

CHAPITRE 15 - Page 8/9



N

& METHODE 4 & Pour résoudre un probléme de Cauchy :
e on résout l'équation différentielle linéaire d'ordre 2 donnée,

e on utilise les conditions initiales données pour déterminer les valeurs des constantes A et i dans la forme générale
des solutions.

EXEMPLE 5

Résolvons le probléme de Cauchy suivant : {

y'+y =2y =1-2x

y(0) = ¢'(0) = 0 d'inconnue y € %Z(R, R).
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