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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 15

EqQuATiONS DIFFERENTIELLES

EXERCICE 1 - @00 - Résolution d’EDL1
Résoudre les équations différentielles données.

1.y +2y = 2, d'inconnue y € €' (R, R)
2.y —y =1, dinconnue y € ¢'(R,R)
3. ¢y —y = x, d'inconnue y € €' (R,R)
4.y —y =5x—4, dinconnue y € ¢'(R,R)
5. ¢ + y = e + x, d'inconnue y € €'(R,R)
1 L
6. y+y= LI’](X) d'inconnue y € €' (R**,R)
7. y' — 3y = x, d'inconnue y € €' (R, R)

Indication : on cherchera une solution particuliére qui soit une fonction affine.
8. y' — 2y = x%, d'inconnue y € ¥'(R,R)
Indication : on cherchera une solution particuliére qui soit une fonction polynomiale de degré 2.
9. ¢ — 4y = e", d'inconnue y € '(R,R)
Indication : on cherchera une solution particuliére sous la forme x — (ax + b)e™, avec a,b € R.
10. ¢’ 4+ y = 2xe™*, d'inconnue y € €'(R,R)
Indication : on cherchera une solution particuliére sous la forme x — (UX2 + bx + c)e™, aveca,b,c €R.

EXERCICE 2 - @00 - Résolution d’'EDL2
Résoudre les équations différentielles données.
1. y" +y — 2y = 4, dinconnue y € €*(R,R)
2.y +y —6y =6x—1 dinconnue y € ¥'(R,R)
3.y’ — 2y 4y = x, d'inconnue y € €°(R,R)
Indication : on cherchera une solution particuliére qui soit une fonction affine.
4.y’ — 4y + 3y = x*, d'inconnue y € €*(R,R)
Indication : on cherchera une solution particuliére dans Ry[x].
5.y — 4y 4+ 3y = 2x + 1)e™, d'inconnue y € €*(R,R)
Indication : on cherchera une solution particuliére sous la forme x — (ax + b)e™™, avec a,b € R.
6. v —4y + 3y = (2x + 1)e*, d'inconnue y € F*(R,R)
Indication : on cherchera une solution particuliére sous la forme x — (ax2 + bx + c)e*, aveca,b,c € R.

EXERCICE 3 - @e0 - Problémes de Cauchy
Les deux questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Justifier qu'il existe une unique fonction f de classe € sur R telle que
Vx €R, f'(x) = f(x) = —2e7*
f(0) =1
et la déterminer.

y" —4y = x

y0)=0 ; (O =1" d'inconnue y une fonction de classe € sur R.

2. Résoudre le probleme de Cauchy {

EXERCICE 4 - @00 - Méthode de variation de la constante
ol y € €'(R,R).

On considére l'équation différentielle (F): ¢y +y = T+ e

1. Résoudre ¢y’ +y = 0.
2. Soit A une fonction de classe €' sur R. Posons f : x —> A(x)e ™ Etablir :

eX

1+ eX

(7 est solution de (E)) <= [Vx €R, X(x) =

3. En déduire une solution particuliere de (E).

4. Conclure sur l'ensemble des solutions de (E).

EXERCICE 5 - @@0 - EDL1 a coefficients non constants (cas général)

Soient @ et b deux fonctions continues sur un intervalle / de R. On considére l'équation différentielle (£): ¢’ + ay = b, d'inconnue y € €' (/,R), et on

note (Ey) U'équation différentielle homogéne associée a (E).
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1. Justifier que a posséde des primitives sur /. On notera A l'une delles.

2. Soit A une primitive de a sur /.
Démontrer que l'ensemble des solutions de (E4) est {X —s de W A e R}.

3. Supposons que (E) possede au moins une solution, notée f,.

Soit f une fonction de classe € sur /. Etablir que f est solution de ¢’ 4+ ay = b si, et seulement si, il existe A € R tel que pour tout x € /,
f(x) = £, (x) + Ae ™.

4. Soient A une fonction de classe €' sur [ et f : x — A(x)e ™. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que f soit solution de
(E)-

5. Conclure sur l'ensemble des solutions de (E).

6. En déduire que pour tout (xo, yo) € / x R, il existe une unique fonction y de classe €" sur / telle que :

{ y' +ay=0>b
y(xo) = Yo
7. Applications.
7.a. Résoudre l'équation différentielle y' — 2xy = —(2x — 1)e*, oii y est une fonction de classe €' sur R.
’ 1 2
7.b. Résoudre le probléme de Cauchy : { Y=Y =X ouy est une fonction de classe €' sur R**.
y(1) =0

EXERCICE 6 - @e0 - Equation fonctionnelle
L'objectif de Uexercice est de déterminer toutes les fonctions f définies et dérivables sur R, telles que :

Yix,y) € RY fix+y) = 1(x)f(y) (%)

1. Supposons qu'il existe une fonction f dérivable sur R vérifiant ().
1.a. Que dire de f dans le cas ou f(0) =07
Dans toute la suite de l'exercice, on supposera que f(0) # 0.
1.b. Déterminer £(0).

Flx + hfz —1) _

1.d. En déduire une équation différentielle vérifiée par f.

f(h) — £(0)

1.c. Etablir: Vx € R, Yh € R, 5

1.e. En déduire qu'il existe un réel a tel que pour tout x € R, f(x) = e

2. Conclure.

EXERCICE 7 - eee - Changement d'inconnue
Résoudre l'équation différentielle (F) : x*y” — 3xy’ + 4y = 0, d'inconnue y une fonction de classe ¥ sur R**.

On pourra considérer la fonction z : t —s y(e').
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