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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 17

CHAINES DE MARKOV

TECHNIQUE

EXERCICE 1 - @®0 - Matrices stochastiques
Soit M = (my )i pepingz € Ma(R). On dit que M est stochastique lorsque :

v Y, )) e [[1;n]2, mi; >0
vYietnl, Y miy=1.
Jj=1

1. Soit M € M, (R) une matrice a coefficients positifs.

Démontrer que M est stochastique si, et seulement si, le vecteur | : | est vecteur propre de M pour la valeur propre 1.
1

2. En déduire que le produit de deux matrices stochastiques est une matrice stochastique.

ENTRAINEMENT

EXERCICE 2 - @@0 - Chatne de Markov & deux états
Soient p, g € [0; 1] Considérons une chatne de Markov (X,),en associée au graphe suivant, telle que X soit la variable aléatoire constante égale a 1.
On note M la matrice de transition de (X,),en et, pour tout n € N, U, son n-iéme état probabiliste.

q

1. Donner la matrice M.

2. Supposons p =g = 0.
2.a. Déterminer les états stables de (X;),en-
2.b. Etudier la convergence en loi de (X,)nen-

3. Supposons p =g = 1.
3.a. Déterminer les états stables de (X;),en-
3.b. Etudier la convergence en loi de (X,)nen-

4. Supposons p, g €J0; 1.
4.a. Démontrer que (X,),en posséde un unique état stable et le déterminer.
4.b. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de la matrice M.
4.c. En déduire, pour tout n € N, une expression de M" en fonction de n.
4.d. Déterminer alors, pour tout n € N, la loi de X,,.
4.e. Etudier la convergence en lot de (X,)nen.

CONCOURS

EXERCICE 3 - @0 - EML 2023 Appli Sujet 0
On considere trois points A, B, C du plan. L'objectif de l'exercice est l'étude du mouvement aléatoire d'un pion se déplacant sur ces points.
A l'étape 0, on suppose que le pion est en A. Ensuite, on suppose que le déplacement vérifie les régles suivantes :

e e mouvement du pion de 'étape n a l'étape n + 1 ne dépend que de la position du pion a l'étape n;

e pour passer de l'étape n a l'‘étape n + 1, on suppose que le pion a une chance sur deux de rester sur place, sinon il se déplace de maniere
équiprobable vers l'un des deux autres points.

[N

Pour tout n € N, on note A, 'évenement "a l'instant n, le pion se situe en A", et l'on définit de la méme maniére les évenements B, et C,.
Pour tout n € N, on note également a, = P(A,), b, = P(B,) et ¢, = P((,) ainsi que V,, = (a,, b, c,,) le n-iéme état probabiliste de cette chatne
de Markov.
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PARTIE |. MODELISATION

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste et donner la matrice de transition associée a la chalne de Markov étudiée. On la notera M.
2. 2.a. Déterminer ay, by, cp ainsi que aq, by, .

2.b. Démontrer : Vn €N, V41 =V, x M.

2.c. Endéduire: ¥ne N, V, =V, x M".

PARTIE II. CALCUL DES PUISSANCES DE M ET APPLICATIONS

2 11
On considére la matrice B= |1 2 1
11 2

3. Justifier que la matrice B est diagonalisable.
4. Calculer B? —5B. Quelles sont les valeurs propres possibles de B?

5. Déterminer une matrice D diagonale et une matrice P inversible telle que B = PDP~".
Calculer la matrice P

6. Démontrer que pour tout n € N, B" = PD"P~".
7. La chalne de Markov introduite admet-elle un état stable ? Si oui, lequel?
8. Soit n € N.
1 (A2 A= A
ST A A
X 4/771 4n71 4”+2

8.a. Démontrer que M" =

3 4n
8.c. Déterminer les limites respectives des suites (a,)nen, (bn)nen €t (¢h)nen. Interpréter ce résultat.

1 2
8.b. Démontrer que a, = = (1 + —) Déterminer également b, et c,.

PARTIE |Il. NOMBRE MOYENS DE PASSAGE EN A ET TEMPS D'ATTENTE AVANT LE PREMIER PASSAGE EN B

9. Soit n € N*. On définit la variable aléatoire X, par : X, = «[ 2) 3[:\)’;1 est réalisé .

9.a. Interpréter la variable aléatoire S, = Xj + ... + X.
9.b. Calculer lespérance de Xi,.

9.c. En déduire le nombre moyen de passage en A entre l'étape 1 et l'étape n.

10. On définit la variable aléatoire Tg de la fagon suivante : Tg est le numéro de l'étape a laquelle le pion passe pour la premiere fois en B, et dans
le cas ol le pion ne passe jamais en B, on pose Tg = 0.

Le but de cette question est de déterminer la loi de la variable aléatoire 75 ainsi que son espérance.
10.a. Calculer les probabilités P([Tg = 1]) et P([T5 = 2]).
10.b. Calculer, pour tout k € N*, la probabilité P([T5 = kJ).

10.c. Reconnaitre alors la loi de Tg. Que dire de l'évenement [Tz = 0]? Donner l'espérance de Tg et interpréter le résultat obtenu.

EXERCICE 4 - e®0 - Ecricome 2024 Appli

PARTIE |

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considere la matrice carrée d'ordre n dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 0O, et dont
tous les autres coefficients sont égaux a 1.

On note /, la matrice identité d'ordre n.

1. Etude du cas n = 3.

Dans cette question, on considére la matrice M =

—_

1.a. Justifier que la matrice M est diagonalisable.
1.b. Calculer (M + )%, puis en déduire un polyndme annulateur de M.

1.c. Déterminer les valeurs propres et une base de chaque sous-espace propre de M.

1 1T 1
Dans les questions qui suivent, on considere la matrice P= | =1 0
0o -1 1
1.d. Montrer que P est inversible et que :
J 1T =2 1
Pl==(1 1 =2
AV

Dans les questions qui suivent, on pose D = P~'MP.

1.e. Déterminer les coefficients de la matrice D.

EXERCICES DU cHAPITRE 17 - Page 2/3



1.£. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel k, M* = PD*P~T.
1.g. Soit k un entier naturel. On admet qu'il existe deux réels a; et by tels que MK = aeM + bils.
En utilisant les résultats des questions précédentes, déterminer a, et by.
2. Cas général : n est un entier naturel quelconque supérieur ou égal a 2.
On consideére la matrice J, carrée d'ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1 :

T 1 1
1T 1
jn=
Ly
1 T 1

2.a. Montrer que, pour tout entier naturel k non nul, (J,) = n*="J,.
2.b. Exprimer M, en fonction de /, et J,.
2.c. En déduire, pour tout entier naturel k non nul

2.d. Montrer que, pour tout entier naturel k non nul,

ou ¢ est le réel défini a la question précédente.

2.e. En déduire, pour tout entier naturel k non nul, une expression des coefficients diagonaux et des coefficients non diagonaux de (M,)*, en
fonction de n et de k.

PARTIE ||

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considére un graphe non orienté K, a n sommets numérotés de 1 a n, dans lequel chaque sommet
est relié a chaque autre sommet par une aréte et n'est pas relié a lui-méme par une aréte.

3. Représenter graphiquement les graphes K3, K3, Kj et Ks.

4. 4.a. Déterminer la matrice d'adjacence du graphe K.

4.b. Dans le graphe K3, combien existe-t-il de chalnes (ou chemins) de longueur 4 menant du sommet numéro 1 a lui-méme ?
On pourra utiliser le résultat de la question 2.e..

5. Déterminer le degré de chaque sommet du graphe K.

nin—1)

6. Montrer que le nombre total d'arétes du graphe K, est égal a 5

ParTIE Il

Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et K, le graphe défini dans la partie Il. On parcourt les sommets du graphe K, de la fagon suivante :
e Initialement, a l'étape kK = 0, on se trouve sur le sommet numéro 1.
e A chaque étape, on change de sommet en suivant au hasard, avec équiprobabilité, l'une des arétes issues du sommet actuel.

Pour tout entier naturel k, on note Xj la variable aléatoire égale au numéro du sommet sur lequel on se trouve a la k-iéme étape (c'est-a-dire a l'issue
du k-ieme déplacement). En particulier, Xp est une variable aléatoire constante égale a 1.
Pour tout entier naturel k, on note V, la matrice ligne de M ,(R) définie par :

\/k = (]P([Xk = ”) ]P([Xk = 2]) ]P([XA = n]))
7. Déterminer Vj et V4.

8. Déterminer la matrice de transition de la chatne de Markov (Xi)ren-

9. 9.a. Rappeler la définition d'un état stable de la chalne de Markov (Xi)ren-

1
9.b. Soit V' la matrice ligne de M, ,(R) dont tous les coefficients sont égaux a e

2

n n

>

Montrer que V est un état stable de la chalne de Markov (Xi)ren-
10.10.a. Pour tout entier naturel k, rappeler sans démonstration une expression de Vi1 en fonction de Vi, M, et n, ot M, est la matrice définie en
introduction de la partie .

10.b. En déduire, pour tout entier naturel k :

1
Vi = ———W(M,)*
O T 0o(Mn)

10.c. En utilisant le résultat de la question 2.e., en déduire que la suite (Xi)ren converge en loi vers une variable aléatoire dont on reconnaitra la
loi.

11. Comparer et commenter les résultats des questions 9.b. et 10.c..
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