(CHARTREUX

EXERCICE 1 - @00 - Pas des sous-espaces vectoriels !
Dans chaque cas, F n'est pas un sous-espace vectoriel de E. Justifier pourquot.

1. E=RetF={(xy) eR [ x+y=1}

2. E=M,i(R) et F = { (2) e Moi(R) |y =X2}

1 11 1
3. E=M3;Ret F={XeMs5 R /AX = [1| ot A=[1 0 -1
1 0 -1 -2

4. E=MyR)et F ={Me MyR) | M =0,}

EXERCICE 2 - @00 - Sous-espaces vectoriels
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Soient A € M, (R) et F = {M € M,(R) | AMA =0, }. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de M, (R).
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2. Soient A€ M,(R) et A€ R. On note F, = {XEM,M(R)/AX = AX}. Démontrer que F, est un sous-espace vectoriel de M, 1(R).

3. Notons E lespace vectoriel des fonctions définies sur R ainsi que F le sous-ensemble de E constitué des fonctions paires.

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

4. Notons £ l'ensemble des suites définies sur N ainsi que £ le sous-ensemble de E constitué des suites qui convergent vers 0.

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

EXERCICE 3 - @00 - Manipulation sur des combinaisons linéaires

On consideére les matrices
1 0

Xp=(1] ; =10 ; V1=

0 1

. Vérifier que Y; et Y5 sont des combinaisons linéaires de Xj et X5.

N =

. Vérifier que Xj et X, sont des combinaisons linéaires de Y; et Y5.
3. En déduire que Vect(Xy, X5) = Vect(Ys, Y2).
2

La matrice Z = [ 1 | appartient-elle a Vect(Xy, X3)?
3

b

EXERcCICE 4 - ee0

Dans chaque cas, démontrer que F est un espace vectoriel puis en déterminer une base et préciser sa dimension.

X
1. F= x|, xeR
0
X
2. F= y |, (x,y)eR?
X+y
3.F:{(X,g)ER2/x:g}
T 1 1
4. F={XeM5:R) | AX=0,1}, o A= (1 0 -1
0o -1 =2
0o -1 1
5. F={XeM;3iR) |AX=X},oA= -1 0 1
-1 =1 2

6. F={(X,g,z,t)ER4/X+y+z+t=0}
a+b b b

7. F = 0 a—b b, (ab)eR?
0 0 a

EXERCICE 5 - e00
Soient a, b, ¢ trois réels. On considere les matrices de M;(R) suivantes :

1 0 0 0 0 1 0
I={0 1 0 ; J={0 1 0| ; A= |1
0 0 1 1T 0 0 0

et on note F l'ensemble des matrices de la forme M, ..

RN o N

o = O
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Mu,b,( =

b

a+c
b

b
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Démontrer que F est un espace vectoriel puis en déterminer une base ainsi que la dimension.
Exprimer A? en fonction de /, A et J puis établir que F = Vect(/, A, A?).
En déduire que la famille (/, A, A%) est une base de F.

W=

Déterminer la matrice des coordonnées de J dans la base (I,A,AZ),

EXERCICE 6 - ee00

Soient J = (? 2)) et F ={Me MyR) | IM] =M}

Justifier que F est un sous-espace vectoriel de M;(R) et en déterminer une base.

EXERCICE 7 - @®0 - EV de fonctions polynomiales
Notons £ = {P € Ry[x] | ¥x € R, P(x) — xP'(x) = 0}. Justifier que E est un espace vectoriel, en déterminer une base ainsi que la dimension.

EXERCICE 8 - ®®0 - EV de fonctions polynomiales (bis)

On note u : x — x°.

1. Donner les coordonnées de u dans la base canonique de R;[x].
2. Démontrer que la famille (x — 1, x —> x,x — x(x — 1)) est une base de R;[x]. Déterminer les coordonnées de u dans cette base.

3. Démontrer que la famille (x — I x— x+ 1, x— (x + 1)2) est une base de R;[x]. Déterminer les coordonnées de u dans cette base.

EXERCICE O - ee0
Déterminer le rang de chacune des familles ci-dessous.

1

N

N

[ RN
[EEGN
—
EEENN)

w
f N N NN N NG NN

1 1
4. -1, 1
1 -1
1 1 1
5. =1, 1],
1 -1 -1

Exercice 10 - eeo - Type concours
On note M;3(R) lespace vectoriel réel des matrices carrées d'ordre trois a coefficients réels, /5 la matrice identité de M3(R) et 03 la matrice nulle de

M;(R).

On considere, pour toute matrice A de M5(R), les ensembles &(A) et &>(A) suivants :
EA) =M e M3R) | AM =M} ; &(A) = (M & M3R) | M = AM}
Soit A € M3(R).

1. Montrer que &(A) est un sous-espace vectoriel de M5(R).

On admet que &(A) est aussi un sous-espace vectoriel de M5(R).
2. 2.a. Etablir : &(A) C &(A).

2.b. Montrer que st A est inversible, alors &(A) = éaz(A)
3. 3.a. Etablir que si A— k5 est anerSLb e, alors &(A) = {05}.

0
3.b. Un exemple. Soit B = —1 1]. Déterminer &(B) et &(B).
2
-1 1
On considere la matrice C = 71 O 1
-1 -1 2

4. Calculer C? = C.

5. Notons £ = {X € M5(R) | CX =031} et F ={X € M54(R) | CX = X}. Démontrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de M5 +(R)
et en déterminer une base de chaque.

1 1 1
6. Démontrer que la famille 1), (-=1].1(0 est une base de M3;(R).
1 0 1
1T 1
7. Posons P= [ =1 0 1 |. Démontrer que P est inversible et calculer P~".
0 1
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8. Déterminer la matrice D € M;(R) telle que C = PDP™".
9. Soit M € M;(R). On note N = P~'M. Etablir :

10.

11.
12.

Me &(C) < N e &(D)

Montrer que N € & (D) si, et seulement si, il existe six réels a, b, c,d, e, f tels que N =

oo
o0 o
=S

En déduire une base de &(D) puis une base de &(C).
Déterminer &(C).

EXERcCICE 11 - eee - Famille de fonctions ou de suites

1.

Posons fi : x —> €5, f, : x —> ™ et f3: x —> e>*. Notons £ l'espace vectoriel des fonctions définies sur R et a valeurs dans R.

1.a. Démontrer que la famille (i, f,, f3) est une famille libre de £. En déduire le rang de la famille (1, f2, f3).

1.b. La famille (fy, f,, f5) est-elle génératrice de E?

Considérons les suites u et v définies sur N par : pour tout n € N, u, = (—1)" et v, = 2". Notons E lespace vectoriel des suites réels.
2.a. Démontrer que la famille (u, v) est une famille libre de E.

2.b. Notons F ={w e E [Vn €N, W, — W, — 2w, = O}. Justifier que F est un sous-espace vectoriel de £ et en donner une base.

EXERCICE 12 - eee - Matrice nilpotente
Soit A € M, (R) une matrice. On suppose qu'il existe un entier k € N* tel que :

A =0 ; AT 40

1. Justifier Uexistence d'une matrice X € M, 1(R) telle que A*"TX % 0,1 et en donner une.

2. Soit X une matrice de M, 1(R) telle que A*"'X # 0,.1. Démontrer que la famille (X, AX, “,,Ak’1X) est une famille libre de M, 1(R).

3. Quelle information peut-on en déduire sur p?
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