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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 19

APPLICATIONS LINEAIRES

ExercICE 1 - @00
Dans chaque cas : démontrer que f est une application linéaire (en précisant les espaces vectoriels de départ et d'arrivée). Déterminer ensuite ker(f),
puis le rang de f ainsi qu'une base de Im(f).

1. f:xy2)—x+y+z

X y+z
2. f |y — [ x+2z
z X+y
—2X+y+z
3ofi|ly|l— | x—2y+z
z X+y—2z
a a+b+d
4 f b L, latcet d
c a—b+c
d a+b—c
EXERCICE 2 - ®00
o 1 -1
Considérons la matrice A= |0 —1 1 | ainst que l'application linéaire
0o -1 1
fi ng(R) — M31(R)
X —  AX
1 0
1. Calculer f | O | et f [ 1. Que dire?
0 1

2. Déterminer une base de Im(f).
3. En déduire la dimension de ker(f) puis une base de ker(f).
4. Retrouver autrement le résultat de la question précédente.

EXERCICE 3 - @00
Considérons l'application f qui a P € Ry[x] associe la fonction f(P) définie sur R par :
Vx € R, f(P)(x) = P(x) — xP'(x)
1. Soit P: x —> ax’ + bx + ¢, avec a, b, c € R. Calculer f(P)(x) pour tout x € R.
2. Démontrer que f est un endomorphisme de Ry[x].

3. Déterminer une base de ker(f) et de Im(f).

EXERcICE 4 - @00

Considérons A = ? (1)) et f l'application définie sur M, (R) par :

YM € My(R), f(M) = AMA

Démontrer que f est un endomorphisme de M>(R).

Calculer f(h) puis en déduire que A est inversible et donner A™".

Déterminer le noyau de f. Que peut-on en conclure?

En procédant autrement, démontrer que f est un automorphisme de M>(R) et exprimer, pour tout M € M;(R), £~ (M) en fonction de M et A.
Soit E = {M € M,(R) | AM = MA}. Démontrer que E est un espace vectoriel et en donner une base.

O > N =

EXERCICE 5 - @00 - A avoir en téte
Soient £ un espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Etablir :

fof =0gpp < Im(f)C ker(f)

EXERCICE 6 - @0 - Projecteurs
Soient £ un espace vectoriel et f un endomorphisme de £. On suppose que f o f = f. Etablir

Yy € E, (yEIm(I’) = f(y):g)

EXERCICE 7 - oo
Soient £ un espace vectoriel et f un endomorphisme de £. On note f> = f o f.
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().
2. Montrer que ker(f) = ker(f?) < Im(f) N ker(f) = {0¢}.
3. Montrer que Im(f%) C Im(f).

1. Montrer que ker(f) C ker
f
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