ECG 2™E ANNEE - MATHEMATIQUES APPLIQUEES
|| - www.jeremylegendre.fr

CHARTREUX CONCOURS BLANC - EPREUVE 1

SAMEDI 15 NOVEMBRE 2025 - 4H00

CONSIGNES A LIRE !

La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont des
criteres importants d'évaluation.

Quelques précisions :

la copie doit étre prise de sorte que la marge se situe a droite de chaque page, |

e la premiére page de la copie doit rester vierge et sera réservée aux appréciations,

toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,

les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans lordre du sujet.

Pour toutes les questions Python du sujet, on supposera avoir importé les différents modules nécessaires de la sorte :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import numpy.linalg as al
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé.

X Attention !
Les éléments surlignés ne sont
pas les seuls éléments de ba-
reme ! Ils sont simplement ceux
qui ont souvent été oubliés.
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EXERCICE 1 - FAIT MAISON

Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et # = (£, ..., E,) la base canonique de M, 1(R).

uy n
Soit U= | | €M,1(R)tel que ) u;=1.
u, i=1
X1
On considére enfin l'application f définie sur M, 1(R) qui a tout vecteur X = | | € M, 1(R) associe le vecteur f(X)
Xn
défini par :
n
fX)=X—1> x|U
i=1
1. Etude d'un cas particulier.
1
Onprendicin=3et U= | 1
-1
1.a. Vérifier que :
X X —y—z
Viy| eMsiR), fly] = —X—Z
z z X+y+2z
) v Ri !
Soit |y | € M34(R).Ona: igueur *
X
z St on choisit X = <y> on ne
z
X X 3
f yl=1yl| - (X +y+ Z)U doit pas voir Zx,...
z z i1
X
=|ly| —Wx+y+2)| 1
z -1
—y—z
= —X—Z
X+y+2z
X X —y—z
Conclusion : V | y | e M54(R), f |y | = —X —7
z z X+ y+2z
1.b. Démontrer que f est un endomorphisme de M35 (R) et donner sa matrice canoniquement associée notée A.
0o -1 -1 X X X
Posons A= | -1 0 —1] desorte que pourtout (y |, f{y] =Aly
1 1 2 z z z
Conclusion : puisque A € M5(R), on en déduit que f est un endomorphisme de M5+ (R) et la matrice A
est sa matrice canoniquement associée.
1.c. Calculer A? puis en déduire que fof = f.
e On obtient immédiatement : )
A=A
e Soit X € M3;(R). On a: Remarque
Cest un résultat qui sera dans
fof(X)= f(f(X)> le cours apres le chapitre sur les
. Lcéd représentations matricielles des
= f(AX) / duestion precedente applications linéaires : ce n'était
AAX pas encore le cas !
= A’X
AX / point précédent
/f(X) / question précédente
On a établi :
VX € M54(R), fof(X)=f(X) = Pour info...
Un endomorphisme f tel que
Conclusion : fof =1, | 4 fof =festun projecteur.
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1.d. Déterminer une base de ker(f) constituée d'un unique vecteur dont la premiere composante est égale a 1.

X
Soit [y ]| € M54(R). On a:
z
X X 0
y | € ker(f) = flyl =10
z z 0
—y— z=0
= —X — z=0
X+y+22=0
—X - z=0
= —y— z=0
Ly L
o X+y+22=0
—X —z=0
= —y—z=0
L3« L5+ 14
y+z=0
—X —z=0
—
L3 [3+ 1 —y—2z=0
—X =z
S <|
—y=z
X=—z
— y=—z
7=z
X —1
= yl =z1{-1
z 1
Par conséquent :
—1
ker(f) = Vect -1
1
1
= Vect 1
—1
= Vect(V)

Ainsi, la famille (U) est une famille de ker(f) qui est :
v génératrice de ker(f),
v libre car constituée d'un unique vecteur non nul.

Conclusion : la famille (U) est une base de ker(f).

1.e. En déduire la dimension de Im(f) puis une base de Im(f) constituée de deux vecteurs V, W dont les derniéres

composantes sont égales a 1.
e Par théoréme du rang :
dim (M31(R)) = dim (ker(f)) + rg(f)
Ainsi, d'apres la question précédente :
rg(f) =2

1 0 0

e Puisque la famille O , W 10 est génératrice de M3;(R) :
1

Im(f) = Vect | f

- O

= Vect —1

- O
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—1 -1
= Vect 11, =1
/I 2 J (7\; = (\ -+ (g
0 > —1

o

— Remarque

& Méthode ! ———

Bien évidemment que l'on com-
mence par échanger L et Ly pour
ensuite procéder comme on a
'habitude de faire !

— Remarque —— ——

Il faut s'habituer a ce que les
vecteurs demandés par l'énoncé
ne soient pas ceux trouvés natu-
rellement lors de la résolution,

4 on adapte donc en disant qu'un

vecteur et tous ses multiples non
nuls engendrent le méme espace
(ou en utilisant les propriétés 3
du chapitre 1.).

On pourrait également revenir a
la définition de Im(f) :

Im(f)

1)

(5 9)




0 —1
Posons V.= | =1 | et W= | 0 |. Ainsi, la famille (V, W) est une famille de Im(f) qui est :

1 1 Remarque

v génératrice de Im(f), Puisqu'on connalt déja dim (Im(f))
(c'est le rang de f), on pourrait
également mentionner que (V, W)
est génératrice de Im(f) et "de bon
0 -1 cardinal’.

v libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires.

Conclusion : la famille (V, W) est une base de Im(f), ot V= | =1 | et W= | 0
1 1

1.f. Démontrer que la famille (U, V, W) est une base de M5 (R).
Soient a, b, c € R. Supposons que alU 4+ bV + cW =03;. On a:

a —c=0
alU+ bV + cW =05, = a—b>b =0
—a+b+c=0
a —c=0
— —b+c=0
Ly L — L4
L3« L[5+ L4 b =0
a=20
= c=0
b=0
Dot :a=b=c=0. Lafamille (U, V, W) est ainsi :
v libre d'apres ce qui précede;
v de cardinal 3, égal a dim (ng(R)).
Conclusion : la famille (U, V, W) est une base de M5+(R).
2. Cas général. On revient au cas général défini avant la question 1..
2.a. Démontrer que f est un endomorphisme de M, ;(R).
e Démontrons que f est linéaire.
Sotent a,b € Ret X, Y € M, 1(R). Dans ce cas :
axq + bLj]
aX +bY = :
ax, + by,
Dot :
flaX 4+ bY)=aX +bY — (Z(axf + by,) | U
=1
—aX+bY—a (le U=b|> y|U
=1 i=1
—a|X— ZX[) Ul +b|Y-— (Zg, U)
i=1 i=1
= af(X) + bf(Y) Remarque
L o, Il est aussi possible de procéder
Donc f est une application linéaire. comme en question 1.a...

e Soit ensuite X € M, 1(R). On a:
XeEMuR) ;) xeR; UeMuR)
i=1

Ainst :

Ue M,1(R)

Par conséquent :
f(X) e M,1(R)

|Conclusion : f est un endomorphisme de M, 1(R).

2.b. Calculer f(U) puis en déduire que f n'est pas injectif.
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flU)=U— > w|U )
i=1 J Zu‘ =1
=U—-U i=1
- 0/7‘1
e On en déduit
U € ker(f)

Or, puisque la somme des coordonnées de U est non nulle, on a :

U % 0/7,W

Par conséquent :

ker(f) # {0n.1}

|Conclusion : f n'est pas injectif.

2.c. Démontrer que fof =1T.
Soit X = (x1, ..., x,) € M54(R). On a :

fof(X)=f(f(X))

=f|X- xi | U
; J f est linéaire
= f(X)— x| < f(U
( ) ; ) ( ) J question précédente : f(U) = 0,4
= f(X)

On a ainsi établi :
VX e M/IW(R)' fo f(X) =X

Conclusion : fof = f.

2.d.  2.d.i. Justifier que rg(f) < n—1.
Par théoréme du rang :
dim (MM(R)) = dim ( ker(f)) + rg(f)

o ) ' Remarque
Or, d'apreés la question 2.a., ker(f) # {0,1}, donc dim ( ker(f)) > 1. On pourrait également utiliser le
triangle de caractérisation des
| Conclusion : rg(f) < n —1. | isomorphismes.
2.dii. Etablir: VY € M, 1(R), (f(Y)=VY < Y & lIm(f)). . “ Redaction —
Soit Y € M, 1(R). Raisonnons par double implication. cfgfoﬂuf?ﬁgﬂenngtd(lurizz;?; |
SUppOSOHS que f<Y) . Il faut s'entratner...

Dans ce cas, on a immédiatement Y & Im(f)..
Supposons que Y & Im(f). Il existe donc X € M, (R), que lon considéere ensuite, tel que

Y = f(X).
Ainst :
f(Y) z :((;()X)) J question 2.b. : fof =f
=Y

Conclusion : VY € M, 1(R), (f(Y) =Y < Ye Im(f)),

2.d.iii. En déduire que pour tout i € [1;n—1], on a E; — E;41 € Im(f).
Soit i € [1;n —1].
Par définition de la base canonique de M, +(R), la matrice colonne E; — E;;1 est la matrice de
M., 1(R) dont tous les coefficients sont nuls exceptés ceux en i-eme et (i + 1)-ieme ligne qui valent
respectivement 1 et —1.
Par conséquent, la somme des coordonnées de E; — £, est nulle.
On en déduit :

flEi—E)=E —E1—0x U
- EI_EHH

Ainsi, d'apres la question précédente :

Ei— Eiq € Im(f)

Conclusion : pour tout i € [1;n — 1], on a E; — E;1 € Im(f).
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2.d.iv. Déduire des questions précédentes une base de Im(f).

o La famille (E; — Ei1)icpin—1) est une famille de matrices colonnes échelonnées; donc elle est
libre.
Et, d'aprés la question précédente, cest une famille de vecteurs de Im(f).
Par conséquent :
Card((E, — El+¢)£ﬂ1,,,,1]]) < dim (Im(f))

Autrement dit :
n—1<rq(f)

Mais, d'apres la question 2.d.i., on sait que
rg(f) <n—1

Conclusion : rg(f) = n —1.

e Par conséquent, la famille (£; — Eij1)iei.0-17 est une famille de Im(f) qui est :
v libre,
v de cardinal n — 1 égal a dim (Im(f)).

Conclusion : la famille (£; — E;j1)ie1.0—1] est une base de Im(f).

2.e. Déterminer une base de ker(f).

Par théoreme du rang :
dim (MM(R)) = dim ( ker(f)) +rg(f)

Or, d'apres la question précédente, rg(f) = n — 1, d'ou :
dim (ker(f)) =1

Par conséquent, la famille (U) est une famille de ker(f) (d'aprés la question 2.a.) qui est :

v libre car constituée d'un unique vecteur non nul (question 2.a.),
v de cardinal 1, égal a dim ( ker(f)).

Conclusion : la famille (U) est une base de ker(f).

CONCOURS BLANC - EPREUVE 1 - Page 6/20



Exercice 2 - ESC 2004 E

On considére, pour tout entier naturel n, la fonction f, définie sur R* par :

eft

vVt € RT, f,(t) = ——
€RY Alt) 14 tn

1. Etude d'une suite d'intégrales impropres.
+00

On pose, pour tout n € N, [, = f,(t)dt.

0

1.a. Etablir, pour tout n € N, la convergence de l'intégrale /,.
Soit n € N.

e La fonction f, est continue sur R, comme quotient de telles fonctions dont le dénominateur ne s'annule

+00
pas sur R™, donc l'intégrale / f,(t)dt est impropre en 400 seulement.
0

e Ensuite :
vV VteR", 0K /,(t) <e'; en effet, pour tout t € RT :

T+t">1

d'oli par décroissance de la fonction inverse sur R™ et puisque pour tout t € R™, e™" >0, on a :

+00
v / e~ 'dt est une intégrale exponentielle convergente (qui vaut 1).
0

|C0nclusi0n : par critere de comparaison (par inégalité), 'intégrale /, est convergente.

1.b. Démontrer :

Vn € [2;+oo[, YVt €[1;+0oq, f,(t) < :—n

Soit n € [[2; +oo[. Soit t € [1; +00[. On a :

e 1+ t">1t">0,dou par décroissance de la fonction inverse sur R™" :

1 _ 1
T
Ainsi, puisque e " >0 :
e ! e !
T4t S
e >0, donce " <1 etainsi, puisque t" >0 :
e! _ 1
tn
Dol :
1
fﬂ(r) < F
. 1
Conclusion : Vn € [2; +oo[, Vt €[1; +oq|, f,(t) < -

1.c. En déduire que :

+00
lim / fo(t)dt = 0
n—+00 J4

e Soit n € [2;+oo[. D'aprés le point précédent :

+00 +00
D'oti, par croissance de l'intégrale, licite car 1 < 400 et que les intégrales / f.(t)dt et /
1 1

+00 +00 /I
/ f(t)dt g/ —dt
1 1 t"

convergent (car n > 2) :
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0
—dt

tn

— Remarques

e On pourrait utiliser un critére
par négligeabilité en remarquant
que, st n > 1, alors f,(t) =

o (e”"). Et on traiterait fo
t—+00

séparément.
e Ou encore, on peut dire que
pour tout n € N, f,(t) =

1

o |~
t—Foo \ 12




#) Rédaction
1 ! t—+00 On rappelle que cette rédaction
_ F”Jr est autorisée uniquement puisque

—n+1 1 la convergence est déja prouvée.
1 t—+00
B [(7/7 + 1)t L
B 1
T+
1
B

e On a ainsi :

+00 /]
v Vn €240, 0< / fa(t)dt <
1

n—1

1
at =0
im ]

n—+oa 1 —

Conclusion : par théoreme d'encadrement, lim /, = 0.

n—+o00

|
1.d. Calcu[er/ e~ 'dt. En déduire :
0

1
lim [ fo(t)dt =1 —e”"
0

n—-+o00

1
] e ldt = — e’[];
0

= 41

1
Conclusion : / eldt=1—e"".
0

X Attention !
De facon générale, on ne peut
pas intervertir limite et intégrale.

1 1
f”(t)dt - / et dt Voir la derniere remarque de
0

e On en déduit, pour tout n € N :

/1 f()dt—(1—e ') =
0

' ice |
/ linéarité de l'intégrale lexercice |

(Fa(t) — e ")dt
1 —t
(L . ) dt
o \ T+
1 "
:/ e! dt
R T

< 0, d'oli par croissance de l'intégrale, licite car 0 < 1 :

1 —"
—t
e ——dt<0
jo T =

I
— 5

Or :

—tn
* Vte[0;1] e

T+

* pour tout t € [0;1] :

! <
T4t
d'ou [
e t
14 tr <1
Et ainsi : ,
n
—e 't .
14t

Et donc, par croissance de l'intégrale, licite car 0 < 1

1 g 1
ef’idr>/ —t"dt
/0 T4+t 7 )y

1 1
/—r”dr:—/ t"dt
0 0

tn+1 1
:7[17+1L

—1
n+1

Or :
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Par conséquent, on en déduit :

-1 ! —t"
/V/?EN,iéjeridfgo
n+1 "y T+t

v lim 7WW:O

n—+o0o N +
D'ot, par théoreme d'encadrement :

1 "
lim / e '——dt=0
n—+oo J 14 tn

1
lim (Arﬂmﬂdr (1—e )) 0

1
Conclusion : lim / f(t)=1—e".
0

n—+o00

Autrement dit :

. B ’ Remarque
1.e. Conclure en déterminant Llim /,. ) ql }

n—+00 Il n'est pas nécessaire de men-
tionner la convergence des deux
intégrales, c'est nécessairement le

D'apres la relation de Chasles :

1 oo cas, puisque /, est convergente.
WENQ:/ﬂmm+/ f.(t)dt
0 1

Conclusion : d'aprés les questions 1.b. et 1.c., on obtient par somme lim /, =1 —e™"

n—+o00

2. Etude d'une fonction définie par une limite.

2.a. Pour tout réel t positif, déterminer lim f,(t) (on distinguera des cas).
n—+o00
Soit t € R™. Distinguons trois cas.
o Site[01]:
Dans ce cas

lim t"=0
n—-+00
et ainst :
lim £,(t) =e™"
e Sit=1:
On a )
e
lim £,(t) =
m i) =3
e Sit>1:

Dans ce cas

lim t" = 400

n—+o0
Et donc, par opérations :
lim f,(t)=0

n—+o00

t

e stte[01]
—t
Conclusion : Vit € R™, lim f,(t) = eZ :
0 sit>1

st t

Dés lors, on définit la fonction h sur R par :

VtERT, h(t)= lim (1)

n—+o0

2.b. Représenter la courbe de h dans un repére orthonormé du plan. On donne e™' ~ 0, 37.

25
4 «\
‘ °
-1 1 ? 3 4
4L

+oo
2.c. Etablir la convergence de l'intégrale / h(t)dt.
0

+o0
Remarquons déja que h est continue sur R™ sauf en 1. Donc l'intégrale / h(t)dt est impropre en 400 et

0
peut-étre en 1. Ensuite :
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1
e La fonction t —— e~ est prolongeable par continuité sur [0; 1] donc l'intégrale / h(t)dt est faussement

impropre en 1, donc convergente.

0

+00
e La fonction h est nulle sur ]1; 4+o¢[, donc l'intégrale / h(t)dt est convergente et vaut 0.
1

0o
Conclusion : l'intégrale / h(t)dt est convergente.

lim f,(t)dt =

n—-+o00

+o0
/U

lim

n—+o00

0
+00 +oo
2.d. Atoon id / [ f,(t)dt?
0 0

Ona:
lim f”(r)dr:/ h(f)dt
0

n—-+o00

h est nulle sur |1; +oq|
question 2.a.

question 1.c.

question 1.d.

/
/
/
/

+00
Conclusion : dans cet exercice, on a / lim f,(t)dt
0 n—-+00

Lim

n—+00

+00
/ £, (t)dt.
0
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— = Pour info...

De fagon générale, ce résultat est
faux I Un contre-exemple possible
avec la fonction

2
f,: t—> 2nte™""

Ou avec la fonction

f,,:l»—){

st t €[0;n]

n .
0 sinon




EXERCICE 3 - FAIT MAISON

1
On consideére la fonction f: t —> ——— définie sur ]1;4+00] et on pose, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a

tln(f)
25 =) kn(k)

k=2

1. Etudier les variations de la fonction f sur |1; 4+oq].
La fonction v : t — tIn(t) est dérivable sur |1; +00] comme produit de fonctions dérivables sur |1;4o0[; et v ne Important !
s'annule pas sur |1; +oq[; donc f est dérivable sur |1; +oq. ﬁfaut prendre tous les points sur
Soit t €]1; +0o0[. On a: cette question |

/ 7\/({)
f'(t) =
0=
()t < 1)
B t2In(t)?
~ —(n(+1)
o ln(t)?
Or t > 1, donc In(t) + 1 > 0. Dot :
t 1 +00
(1) -
f \
2. Donner une primitive de f sur ]1; +oq.
Ona: w
Vi1, f(f) = —L

In(1)

Par conséquent, la fonction t — In (| In(t)|) est une primitive de f sur ]1;+od[.
Or, pour tout t €]1; +od], In(t) > O..

Conclusion : la fonction t —— n ( ln(t)) est une primitive de f sur |1; +oq[.

3. 3.a. Soit n € [3;4o0[. Démontrer :

n—1 n—1
1 "o 1
— < —dt <
(k+ 1)k +1) \/2 finy O S ; k n(k)

k=2

& Méthode ! ——
Eomme dans Question classique
e Soit k € [2;+o0[. Par décroissance de f sur [k; k + 1] licite car [k; k + 1] C]1; +oq] : 18..

Vt €[k k +1], F(k) = f(t) > f(k +1)

D'oti, par croissance de l'intégrale, licite car k < k + 1 et que les fonctions en jeu sont continues sur le

segment [k; k + 1] :
k+1 k+1 k+1
/ f(k)dr>/ f(r)dr>/ f(k +1)dt
k K k

1 1 1
. _ < <
ke ool e \/k dt<

e On a ainsi démontré :

D'ou, en sommant pour k € [2; n — 1], licite car n > 3 :

n—1 1 n—1 k-+1 1
T T S dt <
) (k+ T)In(k + 1) Z[ tn(t) k n(k)

k=2 (=2 7k k=2

~

Ce qui fournit le résultat voulu, par relation de Chasles.

n—1 1

’| n 1 1
Conclusion : < / dt < .
g (k+1)In(k +1) 5 tln(t) — k n(k)
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3.b. En déduire :

1 1
Vn € [3;+oo[, In(In(n)) —In(In(2)) + i) < S, <In(n(n) —In(In(2)) + S
Soit n € [3; +oo[. D'apres la question précédente et la question 2. :
n—1 1 n—1 1
— < In —In(In(2)) <
g (k+ 1) tn(k + 1) " (In(n)) o (In(2)) £ KIn(k)
Avec le changement d'indice i = k 4 1 dans la somme de gauche :
n 1 n—1 1
<In (L —In(nR2)) <
; (0 n( n(n)) n( n( )) - K (K]
Autrement dit : : |
S, — <ln(l —In(Wn2)) <S, —
2In(2) n( H(”)) H( Nl )) nn(n)
Puis :
e de l'inégalité de droite, on obtient :
1
tn (n(n)) —n (tn(2)) + ") <S5,
e de l'inégalité de gauche, on obtient :
1
So < In(tn(n)) = n (n(2)) + 70
) } ) 1 ) 1
Conclusion : Vn € [3;+oo[, In(ln(n)) —In(In(2)) + l < S, <In(In(n)) —In(n(2)) + S0
nn(n) n(2) Remarque —
. L, L 1 ) Lo ) On retrouve alors nEToo S, =
4. Conclure des questions précédentes sur la nature de la série Z K puis donner un équivalent simple de S, 7, partir de cet équivalent..
k=2
lorsque n — +o0.
e Ona:
1
v Vn € [3;4+0o[, S, =In(ln(n)) —In(ln(2)) + T
1
v/ par composition et opérations : ”ETxln ( ln(n)) —In ( ln(Z)) + () = +00.
Par théoréme de comparaison :
lim S, =400
n——+00
Conclusion : la série Z 1 est divergente
O LKk e

e Ensuite :

v pour tout n € [3; +oo[, suffisamment proche de +o0, on a In ( ln(n)) > 0 et ainsi :

n ( ln(Z)) 1 S, _ n ( ln(Z)) 1

- n ( ln(n)) N nn(n)tn ( ln(n)) - n ( ln(n)) T ( ln(n)) N 2ln(2) n ( ln(n))

v (ot T [n ( ln(Z)) 1 — lm (n ( ln(Z)) 1
par operatons = e '~ ln ( ln(n)) N nn(n)ln ( ln(n)) Tl n ( ln(n)) N 2n(2) n ( ln(n))

Ainsi, par théoreme d'encadrement :

lim 75” =1
n—+oo [n ( ln(n))

Conclusion : S, ~ In ( ln(n)).

n—-+o00

5. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme ci-dessous de sorte que son exécution affiche sur un
méme graphique les termes S, a Sigp ainsi que la représentation graphique de la fonction t — In ( ln(t)) sur [2;100].

1| import numpy as np

2l import matplotlib.pyplot as plt
3

4 L=...

5/ S=np . cumsum (L)

o plt.plot(range(2,101),8,"r+")
1x=...

8ly=...

9

plt.plot(x,y)
10 plt.show ()
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Voict :

1| import numpy as np
2l import matplotlib.pyplot as plt

4 L=[1/(k*np.log(k)) for k in range(2,101)]
5l S=np . cumsum (L)

o) plt.plot (range (2,101) ,S,"r+")

7l x=np.linspace (2,100,10000)

8 y=np.log(np.log(x))

ol plt.plot (x,y)

10 plt.show ()

Pour information, on obtient le graphique suivant :

2.0
¢
#
1.5 hy
+
+
+
104 +
0.5 1

0.0 1

—0.5 T T T T T
0 20 40 60 80 100
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EXERcICE 4 - EcriCOME 2015 E

Dans tout Uexercice, N désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3. On dispose d’'une urne U; contenant (N — 1)
balles blanches et une balle noire; ainsi que d'une urne U, contenant N balles blanches.

|. PREMIERE EXPERIENCE.

On effectue des tirages sans remise dans l'urne U, jusqu’a l'obtention de la balle noire. On note X la variable aléatoire
égale au rang d'apparition de la balle notire.

1.

Ecrire une fonction Python de sorte que l'exécution de la commande simuleX(N) renvoie une réalisation de la
variable aléatoire X.
Voict :

import numpy.random as rd

def simuleX(N):
n=N
X=1
while rd.random()<(n-1)/n: #tant qu’on tire des blanches
n=n-1
X=X+1
return X

w

ES

o u

En déduire un programme permettant d'afficher l'histogramme des fréquences sur 10000 réalisations de X dans le
cas ot N =5,

import matplotlib.pyplot as plt

L=[simuleX(5) for k in range (10000)]
bornes=[-0.5+k for k in range(min(L),max(L)+2)]
plt.hist (L,bornes ,density=True,edgecolor="k")
plt.show ()

L'exécution du programme précédent permet d'obtenir :

0.200

0.175 1

0.150

0.1251

0.100 4

0.075

0.050

0.025

0.000 -

Dans le cas ol N =5, que peut-on conjecturer sur la lot de X?

On sait déja que X(Q) = [1;5].

Ensuite, d'aprés le graphique précédent, on conjecture que pour tout k € 1;5], les valeurs de P([X = /\}) sont toutes
identiques...

Conclusion : on conjecture que X suit la lot uniforme sur [1;5]. |

. On revient au cas général ol N > 3. Notons, pour tout i € [1;N] : B; l'événement 'tirer une balle blanche au

tirage {".

4.a. Déterminer, pour tout i € [1; N — 1], la probabilité Pg, n g, (Bis1)-
Soit i € [1; N —1]. Supposons l'évenement By N ... N B; réalisé. On a ainst tiré i balles blanches dans l'urne.
Le prochain tirage s'effectue donc dans une urne composée de N — i balles, dont 1 est noire et N — i — 1 sont
blanches.
Par équiprobabilité du choix de la balle, on a alors :

Remarque

On peut remplacer L6 par :
while

rd.randint (1,n+1)!=1:

en considérant alors que la boule
noire est identifiée par le nu-
méro 1.

Remarque

La lot faible des grands nombres,
que nous verrons en fin d'an-
née, permettra de justifier que la
fréquence d'apparition d'un éve-
nement (sur un grand nombre de
répétitions de l'expérience) fournit
une valeur approchée de la pro-
babilité de cet évéenement.

Important !
Il faut savoir rédiger et répondre
avec tous les arguments a cette
question ! Cest tres classique...
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4.b. En déduire la lot de X puis donner son espérance et sa variance.
e On a déja X(Q) = [1; N].
e Soit ensuite k € [1; N].

* Ona: .
wu(ﬂ&)m&
i=1
Dot
k-1
P(X=k)=P | (B nB:
i=1

=P(By) x Pg,(B2) x ... x Pg,n. g, »(Bi=1) x Pyn. ns, (Bi)

, ;- N (/ 12) 1 1 - ) question précédente
/ / N —(k—2)—
TN NS T N—Z(k=2) U N=(k=1)

N —1 N —2

CN—1 N-2 N—k+1 1
TN O CN=1 T N—k+2 T N—k+1
!

N

licite car IP(B1 N

Conclusion : X — % ([1; N]).

Conclusion : on en déduit que X admet une espérance et une variance; et que :

N+
)

N1

E(X) T

V(X)

[I. DEUXIEME EXPERIENCE

On choisit une des deux urnes au hasard (chaque urne a la méme probabilité d'étre choisie) et on tire dans l'urne choisie

oA

une par une les boules sans remise jusqu’a étre en mesure de pouvoir connaltre l'urne choisie. On note Y la variable

aléatoire qui prend pour valeur le nombre de tirages ainsi effectués.
On note C; l'événement "on choisit l'urne U;" et G l'événement "on choisit L'urne U

1
5. Démontrer que pour tout j € [1; N], P¢, ([V = j]) = N

Soit j € [1; N]. Supposons l'évenement C; réalisé; autrement dit, les tirages s'effectuent dans lurne Uj.

Dans ce cas :

[V = j] est réalisé si, et seulement si, j tirages sont nécessaires pour déterminer l'urne choisie
si, et seulement si, on tire la balle noire au j-ieme tirage
si, et seulement si, [X = j] est réalisé

Dot :

Pe, ([Y =) =P(X =) )Xo w () e e 1M

1
N
. ) ) 1
Conclusion : pour tout j € [1;N], P¢, ([Y = j]) = N

6. Déterminer, pour tout j € [1; N], Pc, ([Y = j]). On distinguera les cas j = N et j € [1; N —1].

Soit j € [1; N]. Supposons l'évenement G, réalisé; autrement dit, les tirages s'effectuent dans l'urne Us.
Dans ce cas, on ne peut identifier l'urne choisie que si les N tirages donnent tous une balle blanche; et il est donc

impossible d'identifier 'urne avant les N tirages. D'ou :

0 sije[tN=1]

Conclusion : TP(;([Y = /]) = ‘l 1 sij=N

7. Montrer alors que pour tout j € [1; N] :
! sijeN=1]
A N tJ A
P(y=j)=1 7N

1 -
§+ﬂ SL]—N

Soit j € [1; N].

D'apres la formule des probabilités totales, avec (G, C;) comme systeme complet d'évenements :

P(Y =/)) =P(Gn[Y =) +P(GN[Y =]

) J P(Cy) et P(C,) sont non nulles

= P(C)P¢ ([Y = jl) + P(G)P, ([Y = j])
2
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. . 1
J P(Cy) = P(() = = et question 5.

Remarque

Avec la convention ﬂ B =Q
e
(dans le cas ot k = 1).

formule des probabilités composées,

N By

)+ 0

= Rappel...
St P(A) # 0, alors l'application
Py B —— Pu(B) est une
probabilité. Par conséquent :

Pa(B) =1—Pa(B)

Remarque

On identifie l'urne U; dés que L'on
tire la balle noire... alors qu'on
identifie l'urne U si on ne tire
que des balles blanches !

Remarque
La lot conditionnelle de Y sa-
chant l'évenement C; est la loi
uniforme sur [1; N].

Remarque
La loi conditionnelle de Y sa-
chant Uévenement C, est la lot
certaine égale a N.




) question précédente

|

) NN

=
v
=
m
=
z

|

=

‘“/‘.
<
I

Z

1

m

, - sije[tN=1]
Conclusion : pour tout j € [1;N], P([Y =j]) = N ]

N —N

8. Calculer lespérance de Y.
On sait que Y(Q) = [1: N]. Ainst Y(Q) est fini, donc Y admet une espérance ; et

— J question précédente

X Attention !
Attention aux formules donnant
n

n—

N—
:LZMN(1 ,L) > ilou 3
- =1 =1

2N & 2 2N
_IN=ON N1
4N 22
N—1 N 1
4 272
N—1+2N+2
e
3N + 1
T4

SN +1
4

Conclusion : Y admet une espérance et E(Y) =

9. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de simuleY(N) renvoie une réalisation de la variable aléatoire Y.

. — I
i| import numpy.random as rd Important !
, On demande de simuler une réa-
R lisation de la variable aléatoire
sldef simuleY (N): Y. Par conséquent, le programme
4 if rd.random()<1/2: #si urne U1l ( doit renvoyer une valeur possible
_ . de Y; autrement dit ici, un entier
> Y=rd.randint (1,N+1) de [1; N]. En aucun cas, on de-
6 else: mande de simuler la loi de Y ou
7 Y=N de renvoyer une probabilité...
8 return Y

[Il. TROISIEME EXPERIENCE
On effectue une succession infinie de tirages avec remise dans l'urne U;. On admet que l'on obtient presque-siirement
au moins une balle noire et au moins une balle blanche. On note :

e T la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires jusqu’a l'obtention d'au moins une balle blanche
et d'au moins une balle noire;
e U la variable aléatoire égale au nombre de balles blanches obtenues jusqu'a l'obtention d'au moins une balle
blanche et d'au moins une balle noire.
Par exemple, si les tirages ont donné successivement : noire, noire, noire, blanche, blanche, noire, ...; alors T = 4 et
u=1.

10. Compléter la fonction Python ci-dessous telle que l'exécution de la commande simuleT(N) simule l'expérience et
renvoie une réalisation de T.

1| import numpy.random as rd

3 def simuleT (N):

4 blanches=0

5 noires=0

6 while blanches*noires==...
7

8 if ..

9 noires=noires+1

CONCOURS BLANC - EPREUVE 1 - Page 16/20



10 else:
1" blanches=blanches+1
12 return T

1| import numpy.random as rd

2

5)def simuleT(N):

4 blanches=0 Remarque

5 noires=0 La ligne 7 peut étre T=T+1 &

. while blanches*noires==0: condition d'ajouter T=0 a l'étape
A : d'initialisation.

7 T=blanches+noires De facon générale, il ne faut pas

8 if rd.random()<1/N: ajouter de lignes, sauf si l'énoncé

. noires=noires+i mentionne que c'est possible.

10 else:

1 blanches=blanches+1

12 return T

11. Préciser les valeurs prises par T.
Démontrons que T(Q) = [[2; +oo[.
Raisonnons par double inclusion.
La variable aléatoire T prend comme valeur le nombre de tirages nécessaires a lobtention d'au moins une
boule de chaque couleur.
Par conséquent, T prend des valeurs entiéres supérieures ou égales a 2 :

T(Q) € [2i+oo] *Subtil...x
) L'expérience consiste en une infi-
Soit k € [[Z; +OO[[. nité de tirages... Une issue étant

L'issue assimilée a l'co-uplet (N, ..., N, B, B, ...) réalise l'événement [V = k| (ol N désigne une balle noire et ¢ un resultat de Uexpérience, elle
—— s'assimile bien a un oco-uplet et

k —1 fois pas a un k-uplet..

B une balle blanche).Par conséquent

Ainst :
[2; +o0]C T(Q)

Conclusion : T(Q) = [2; +o0[.

12. Démontrer que pour tout k € [2; +o0o[ :
1T UN=T\ N=1 1\
P([T:k]):N( N ) TN (N)

Notons, pour tout i € N, B; l'évenement 'tirer une balle blanche au tirage " et N; = B.

Soit k € [2; +o0].

[T = k] est réalisé si, et seulement si, k tirages sont nécessaires a l'obtention d'au moins une balle de chaque
couleur

si, et seulement si, les tirages 1 a kK — 1 fournissent la méme couleur et le tirage k l'autre

Dol :
k=1 k=1
[Tk]( B | NN u( (N | n B
i=1 i=1
Alinst :
k—1 k=1
P(T=k)=P B | NN U [[N:] B
i=1 i—1 ) incompatibilité de Ny et By, donc de
k=1 k=1
k=1 k=1
Bi | NNy et N; | N By
=P {[)B]|N|+P N | N By (Q ) (Q )
i—1 =1 indépendance des tirages car avec
k-1 k-1 remise (sans changement de
= I_I ]P(BJ o ]P(NU + I_I ]P(/\/[) o P(BA) composition de l'urne)
=1 i—1 N — 1 balles blanches et une noire;
équiprobabilité du choix de la balle
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. , ) Important !
13. Montrer que T admet une espérance et la déterminer. : o .
La loi de T était donnée en ques-
e On sait que T(Q) = [2; +oo]. Ainsi : tion précédente, il faut donc
prendre (tous !) les points de
T admet une espérance si, et seulement si, la série Z ‘kIP([T = km est convergente cette question |

k>2

si, et seulement si, la série Z kIP([T = /x]) est convergente,
k>2
car Yk € [2; +oof, kIP([T =k]) >0
e Soit n € N, suffisamment proche de +o0. On a :

- ) A )

k=2 k=2

Or A el—1;1] et 1 €| — 1,1, donc les séries Z/\ A - et Z/\ 1 sont des séries
-1 —€e]-1 I ies c | — 0 i
N ' N Y = N = N

géométriques convergentes. Par conséquent, la série Z kIP([T = /<]) est convergente.
k=2

e On en déduit que T admet une espérance et :

1 00 N — 1 k=1 N —1 0 1 k=1
E(T) = & ;k(N) S ;k(/\/) —1
1 1 N—1 1
== | —1
Ny N\ =gy
1 N—1/[ N
7N(/\/ 1)+7N ((/\/_1)2 1)
1 N N —1
SN N
N N N —1 N
“ N4+ —— 1
+ N —1
Conclusion : T admet S tE(7)=N !
onclusion : / admet une espérance et E(7) = N + N1 Remarque
Sinon, on écrit que
14.14.a. galculer P([U=1]n[T =2]). [T=2clu=1]
ha et donc :
[U=1]N[T =2]= (BN N>) U(Ny N By) RS
Dot :
P([U=1]Nn[T =2]) =P((Bi N N2) U(N; N By)) e
incompatibilité de By et Ny, donc de B1 NN, et Ny N By
=PBNN)+ PN N B
/\/(j1 1 ) 1 /£/11 Z) J indépendance des tirages
TN NTNN
Conclusion : P([U =1]N[T =2|) = w
Pourquoi ?
14.b. Calculer, pour tout k € [3; +oo[, IP([U =1N[T = k]) Il est impossible de commencer
Soit k € [3; +oo[. Puisque k > 3, on a: par obtenir une balle blanche et
que Uévenement [U = 1]N [T = K]
k-1 soit réalisé car k > 3.
[U=1n[T=k=|[N]|nB
i=1
D'ou
k=1
P(U=1N[T=k)=P [ [(|N:|NB
i—1 J indépendance des tirages
(1) N
N N
N —1
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15. Soit j € [2; +00].
15.a. Sans justifier, donner P([U = j]N[T = j+1]).

(N — 1)

Conclusion : P([U = jIN[T = j+1]) = e

15.b. Que vaut, pour tout k > 2 tel que k # j + 1, la probabilité P([U = jIN[T = k]) ?
Soit k € [2; +o0of tel que k # j + 1.
Distinguons deux cas :

o sik<j:
Il est impossible d'obtenir j boules blanches et d'obtenir au moins une boule de chaque couleur en au plus
J tirages...
Dot :
U=Jn[T K=o
Ainst :
IP([U:j]ﬂ[T: k]) =0
e sik>j+1:

Il est impossible d'obtenir j boules blanches et d'obtenir au moins une boule de chaque couleur en plus
de j+ 1 tirages car j > 2 et qualors kK — j > 2 : cela impliquerait donc d'obtenir au moins 2 boules de
chaque couleur...

Dot :

Ainst :

16. Les variables aléatoires T et U sont-elles indépendantes?
D'aprés la question précédente :

Or :
e daprés la question 12.: P([T = 4]) # 0
e dapreés la question 15.a., P([U = 2]N[T = 3]) # 0, donc, puisque [U = 2]N[T = 3] C [U = 2] par croissance
de P : P([U =2]) +0.
Ainst :
P([U=2In[T =4)) # P([U=2))P([T = 4))

| Conclusion : les variables aléatoires U et T ne sont pas indépendantes. |

17. Calculer P([U = 1]) puis déterminer la loi de U. Remarque
nutile de justifier st 'énonce ne

e Ona déja U(Q) = N".
e demande pas.

|
I s R L , L
e D'apres la formule des probabilités totales, avec ([T = H)Dz comme systeme complet d'évenements, la série {

Z]P([T =k|N[U= ﬂ) est convergente et :

k=2
PU=1) =Y P(T=Kn[U=1)
k=2
- IP([T - Z}Q[U - ”) ) ;P([T - k]m[u - 1]) J questions 14.a. et 14.b.
C2AN=T) 2N
o N2 +; NG
C2IN-1) RS T
S [ () -
2A0N—=1)  N—1 N—1 N-1
:(NZ)+1f%*W*”*‘K7* o
2N N-1 N-1
==z +/\/—(N—1)—7N 5
2N =)+ N2 NN —1) — (N —1)
. o
2N -1
-
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e Soit j € [2;+o0[. D'aprés la formule des probabilités totales, avec ([/

d'évenements, la série Z P([7T = k]N[U = j]) est convergente et :

k=2

P(U—=f) =Y P(T=Kn[U=])

=P(T=j+1n[U

=)

(/\/ 1)/ J question 15.a.
o NJ+1
Conclusion : U(Q) = N* et :

- kJ)k:t[[Z—oc

J question 15.b. : Vk # j+1, P([T = k]n[U = |

“omme systéme com
[ comme systeme complet Remarque

Ou alors, on écrit directement que
U=fc(T=j+1]
et donc
U=Jjn[T=j+1]=[U=]

puis on utilise la question 15.a....

) #+ 0 (licite car j > 2)

¢ vie ool B(U =) = O

A Ak ke ke FIN desk % dkeodkokok
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