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CONSIGNES A LIRE !

La qualité de la rédaction, le soin porté & la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont des

critéres importants dévaluation.

Quelques précisions :

o | la copie doit étre prise de sorte que la marge se situe d droite de chaque page, |

e la premiére page de la copie doit rester vierge et sera réservée aux appréciations,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
e les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document nest autorisé.

Si, au cours de lépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur dénoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en

expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Les arguments | éléments qu'il ne fallait pas oublier...
Les arguments / éléments non notés mais qui font tellement plaisir...

"La confiance en soi ne remplace pas la compétence.
Olivier Lockert

X Attention !
Les éléments surlignés ne sont
pas les seuls éléments de ba-
reme ! Ils sont simplement ceux
qui ont trop souvent été oubliés...
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EXERCICE 1 (FAIT MAISON)

| Question de cours. Notion de prolongement par continuité d'une fonction réelle d'une variable réelle.

In(#)

On considere la fonction f : t — T

définie sur ]0; 1.

1. Démontrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 1. On notera encore f le prolongement continu
obtenu sur |0; 1].

n(t
On a, pour tout t €|0; 1], (t) = n({)

(t="N(t+1)
Or : In(¢) o t—1.
=
Dot :
t—1
f(t) ~
(® =1 (t="T)(t+1)
!
t—1 2
Par conséquent :
limf(t) = =

1
Conclusion : la fonction f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = 5

1
2. 2.a. Etablir la convergence de l'intégrale / In(t)dt et déterminer sa valeur.
0

1
e La fonction ln est définie et continue sur ]0; 1] (pas en 0), donc l'intégrale / [n(t)dt est impropre en
0
0 seulement. Important !

. ) ) Il faut connattre cette primitive de
* Soit A E]O' ”' Ona: In; mais il faut également savoir

comment la retrouver...

/1 In(t)dt = [tln(t) — t]j\
A
=—1—AlnA)+A

Or, par croissance comparée :
lim Aln(A) =0
A0

Dot : w
Mm/ In(t)dt = —1
A0 4

1
Conclusion : l'intégrale / In(t)dt est convergente et vaut —1.
0

]
2.b. En déduire la convergence de l'intégrale / f(t)dt.
0

e La fonction f est continue sur |0;1] comme quotient de deux fonctions continues sur |0; 1] dont le
dénominateur ne s'annule pas sur |0; 1.
Puis, d'apres la question 1, [la fonction £ prolongée est définie et continue en 1.

1
Par conséquent, f est définie et continue sur ]0;1] (pas en 0), donc l'intégrale / f(t)dt est impropre
0

en 0 seulement.
e On a ensuite :

v f(t) ~ —In(t);

t—0

v vt el 1], f(t) =0, —In(t) = 0;

1
v dapres la question précédente, l'intégrale / — In(t)dt est convergente.
0

Conclusion : par critere de comparaison (par équivalence) sur les intégrales a intégrandes

1
positives, l'intégrale / f(t)dt est convergente.
0

1

3. Justifier la convergence de la série Z W

k>0
Ona:
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1 1

2k + 12 koo 4K2
1

T
KEN, — >0, —
v VkeEN. Gy a2

WV

0;

. 1 . . . . 1
v/ la série Z o est une série de Riemann convergente (car d'exposant 2 et 2 > 1), donc la série Z el
k=1 k=1
est également convergente.

Par critere de comparaison (par équivalence) sur les séries a termes généraux positifs, la série Z W est
k=1
convergente.
Conclusion : la série est également convergente.
) 2k +1)2 &9 g
k=0
1 .
, . * Classique ! %/ ———
4. 4.a. Démontrer que pour tout k € N, l'intégrale t* In(t)dt est convergente et vaut ————. e
0 (k + 1)2 Un grand classique a traiter par-
Soit k € N faitement sans la moindre hésita-

tion !

1
e La fonction t — t[n(t) est définie et continue sur |0; 1] (pas en 0), donc l'intégrale t* In(t)dt est .
0 Petite remarque

impropre en 0 seulement. En fait, st n > 1, cette intégrale
. est faussement impropre en 0...
e Soit A €0;1].

u:t—n(t) & Méthode !
Posons : tht . e
vt e Inutile de justifier la convergence
' k41 au préalable puisque l'on de-
, 1 mande la valeur...
Les fonctions u et v sont € sur le segment [A; 1] et pour tout t € [A; 1] : | Y () = t
V(t) = t*
Par intégration par parties, on obtient :
1 k+1 7! 1 k+1
t 1t
t“In(t)dt = [In(t —/ ———dt
/A (® [ (>/<+1L 4 tk+1
AT 1 e
- k+1 k+1[k+1],
B [n(A)AkT 1 . Ak
T k+1 (k+1)2 " (k+1)
Or k+1 > 0, donc par croissance comparée :
lim ln(A)A** T =0
AS0
o o — Petites remarques
D'oli, par opérations : ! e Pour k = 0, on retrouve le
. k —1 résultat de la question 2.a.
lim " In(t)dt = AT o De facon plus générale, on peut
A0 (k+1)
A démontrer que pour tout (k,n) €
1
1 1 N?, l'lntégrale/ t* In(t)" dt est
— 0
Conclusion : pour tout k € N, l'intégrale / t* In(t)dt est convergente et vaut ————. (=1)"n!
0 (k + 1)2 P convergente et vaut W

1
4.b. Démontrer que pour tout n € N, l'intégrale / t2"2f(t)dt est convergente et que
0

n 1 1 1 -
;m=/o f(t)dt—j 72 (1) dt

0

Soit n € N.

e« La fonction t —— t?"*f(t) est définie et continue sur ]0; 1] comme produit de telles fonctions
1
(question 2.b), donc l'intégrale / 2" 2f(t)dt est éventuellement impropre en 0 seulement.
0
* Puisque 2n +2 > 0, on a par croissance comparée :

lim 2"F2F(t) = 0

t—!
La fonction t — t*"*2f(t) est donc prolongeable par continuité en 0.

1
Conclusion : l'intégrale ] "2 f(t)dt est faussement impropre en 0, donc convergente.
0
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e Dapres la question précédente :

D'ou :

n ,]
Z(2k+1

keN, —
vkeN. &¢

1
/r
k=0 20
n 1
Z/ I‘Mln
k=0 70
1
S
1 2n+2
/1 ! In(t)dt
0

1
/ (1 — " A () dt
0

r?* In(t)dt

1 1
/ f(r)dt—/ 2 f (1) dt
0 0

4.c. Justifier lexistence d'un réel positif M tel que pour tout t € [0;1], [£f(t)]

/I ' 2k
= — tf In(t)dt
s ]0 (1)

J linéarité de l'intégrale

1 — UZ)HM

J vt €)0; 1], i(ri)* =
k=0

>

11—t

linéarité de l'intégrale, licite car les deux intégrales en jeu

sont convergentes (question 2.b et point précédent)

<M.

D'aprés le premier point de la question précédente, dans le cas n = 0, la fonction t — t*f(t)dt est continue

sur le segment [0; 1].

Par composition, la fonction t —s [t*f(t

)| est donc également continue sur le segment [0; 1].

Par le théoreme des bornes, cette fonction est donc bornée et atteint ses bornes sur [0; 1]; en particulier

elle y est majorée.

Conclusion
[0; 1], |¢21(t

il existe réel positif M, que nous considérons ensuite, tel que pour tout t &
)| <M.

4.d. En déduire que

puis conclure que

lim
n—+o00

/1 f(t)dt =
0 k=0

,
j £ 2f(0dt =0
0

+00 ,I

Z(2/<+1)2

e Dapres la question précédente et par croissance de l'intégrale, licite car les intégrales en jeu sont
convergentes et que 0 < 1:

1 1
VYn €N, o</ H”*Zf(t)dtg/ Mt dt
0 0

D'ol, apres calcul :

' M
Vn €N, og/ () dt <
0 2n +1
Or lin
' ,HL o0 2n + 1
1
Conclusion : par théoreme d'encadrement, on a lim / "2 f(t)dt = 0.
n—-+o00 0

e On obtient le rés
précédent.

ultat voulu en passant a la

limite dans la question 4.b et en utilisant le résultat

Conclusion :

+00 ,]

/1 f(t)dt =
0 k

;(2k+1)2'

% Subtil... %

On pourrait penser qu'il y a un

probleme puisque la formule uti-

lisée n'est valable que si t # 1..

Ce n'est pas le cas : ce qui se

passe pour t = 1 n'a pas d'impor-

tance pour le calcul de l'intégrale
1— [Zn+2

la fonction t — ————
( 1—+t?

est d'ailleurs prolongeable par
continuité en 1, car égale a une
fonction polynomiale sur |0; 1]...).

o

X Attention !
o Utiliser la linéarité de l'in-
tégrale pour 'regrouper’ deux
intégrales est toujours possible
(puisque l'on manipule les inté-
grales, elles sont convergentes).
o Utiliser la linéarité de l'inté-
grale pour 'décomposer” en deux
intégrales n'est possible que si les
deux (en fait, une seule des deux
suffit..) intégrales sont conver-
gentes.

o

Petite remarque

On sait que 'g est bornée sur /'
sst'IM € RT [ VxR, |g(x)| <
M’; mais c'est une caractérisation,
Ga n'en est pas la définition. On
pourrait toutefois l'utiliser pour
économiser l'étape sur la fonction
t— |2£(1)] ici.
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EXERCICE 2 (FAIT MAISON)

| Question de cours. Noyau, image et rang d'une application linéatre.

2 4 -3
On consideére la matrice A= [ 4 3 —4 | de M3(R) ainsi que f lendomorphisme de R® dont la matrice dans la base
3 4 —4

canonique de R? est la matrice A.

Les parties | et Il sont indépendantes et ont chacune pour objectif de déterminer, pour tout n € N, l'expression de A" en
fonction de n. La partie lll étudie une suite de matrices.

PARTIE |. PUISSANCES PAR TRIGONALISATION

1. Soit A € R. Démontrer que la matrice A— Al3 n'est pas inversible si, et seulement si, A € {—1;3}.

On a déja :
(A — Al n'est pas inversible) < rg(A—A3) < 3
Or:
2— 4 -3
rg(A — Al) = rq 4 3—A —4
3 4 —4 -2
4 3—A —4 Vous cherchez les ennuis
= rq 2—A 4 -3 %ourquoi vouloir échanger Ly avec
Ly L 3 4 _4_) L3..7
4 3—A —4
= rg( [0 104+54A—X —4-4)
Ly 4L — (2= ALy 3) _4 _4)
L4l 30, 0 74 3A 4 — 4
4 —4 3—A
= rq 0 —4—44 104514
Gl 0 —4—40 7434
4 —4 3—A
= rg{ [0 —4—44 10451 A
Leb-b 0 0 324+ N
4 —4 3—A
La matrice [0 —4—4X 10454 —A° | est triangulaire, donc elle est non inversible (autrement dit, de rang
0 0 32442
strictement inférieur a 3) si, et seulement si, au moins un de ses coefficients diagonaux est nul.
Par conséquent :
—4—41=0
rgA—=A43) <3 & 1 ou
—3-2A+ A =0
[ A=—1
ou
= 1 A=-1
ou
L A=3
Conclusion : la matrice A— A5 n'est pas inversible si, et seulement si, A € {—1;3}.
2. Déterminer rg(f +id) puis en déduire base de ker(f +id) composée d'un unique vecteur, noté uy, dont la premiere [~ 7 Astuce du chef 10—
4 \ Remarquer la combinaison li-
composante est égale a 1. ) ndaire C1 +0Cy + s = 051 nous
e Puisque A est la matrice de f dans la base canonique de R®, on a : permet de mettre en évidence un
vecteur du noyau de la matrice
rg(f +id) = rg(A+ h5) A+ ;..
g =1 > En effet, st G, G, G5 sont les
3 4 -3 colonnes d'une matrice B, on a :
X
=rg 4 4 — Bly| =xCG +yG + 2G5,
3 4 3 z
- - X
3 4 -3 donc: [y | € ker(B) <
=rg 41,141,114 z
3 4 -3 J G = =G (donc G + G = 031) xG+yG+2G=0.
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3 4
=r 4 4
’ 3 4 J E 4 3\ /4
4| et | 4] sont non colinéaires, donc la famille 41,14 est libre ¢ Le rang d'une famille libre est
=2 3 4 3 4 égal au cardinal de cette famille..

e D'apres le théoreme du rang :

dim (R’) = rg(f + id) + dim ( ker(f + id))

D'our :
dim ( ker(f + Ld)) =1
1
Or, bn remarque que | 0 | € ker(A+ £), donc (1,0, 1) € ker(f + id).
1

Par conséquent, la famille ((1,0, 1)) est une famille deker(f + id) qui est :

v libre car constituée d'un unique vecteur non nul,
v de cardinal 1, égal a dim (ker(f + id)).

Conclusion : la famille (uq) est une base de ker(f + id), oti uy = (1,0, 1).

. Déterminer l'ensemble des solutions de l'équation f(u) = uy — u, d'inconnue v € R’. Dans la suite, on note

u = (—1,1,0).

1 X
Notons U; = Maty(uq) = [0 |. Soit X = |y | € M3,4(R). On a:
1

z
AX =U — X — A+ K)X = U
3x+4y —3z="1
S Ix+4y—4z=0
3x+4y —3z=1
3x+4y — 3z =1
e «{ —4y =—4
Ly « 3L — 4L,
L ls—1 0=0
3x=—-3+3z
= «It— 1
z= z
x=-14z
= «{L 1
z z
—1 1
= X=1]4+2z(0
0 1

Conclusion : l'ensemble des solutions de l'équation f(u) = u3 — u, d'inconnue u € R? est
{(—=1,1,0)+2(1,0,1), z€ R}

Remarquons alors que u; est solution de 'équation f(u) = uy — u...

. Déterminer rg(f — 3id) puis en déduire une base de ker(f — 3id) composée d'un unique vecteur, noté us, dont la
premiére composante est égale a 1.

e Puisque A est la matrice de f dans la base canonique de R?, on a :

rg(f — 3id) = rg(A — 35)

-1 4 =3
=g 4 0 -4
3 4 -7
—1 4 —3
=rg 4 0 —4
3 4 -7 J G+G+G= 0;,1, donc 3 =—-C — G
—1 4
=g 4 0
3 4

= Rappel...

Important !
+_L'én0ncé dit d'en déduire !

— O Astuce du chef ! O —
Remarquer la combinaison li-
néaire C; + G + Gz = 031 nous
permet de mettre en évidence un
vecteur du noyau de la matrice
A—=3h..

En effet, st Gy, G, G5 sont les
colonnes d'une matrice B, on a :

X
B <y> = xC + yCz + z(5,
z
X
donc: |y
z

€ ker(B)

4 xC + yCz +2C;=0..

—1 4 -1 4
J 4 ) et [ 0] sont non colinéaires, donc la famille 41,10 est libre
3 4 3 4
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= Rappel... ———
+(Le rang d'une famille libre est

égal au cardinal de cette famille..

e D'apres le théoreme du rang :

Important !
dim (Rg) = rg(f — 3id) + dim ( ker(f — 3ld)) ﬁénoncé dit d'en déduire !

D'ou
dim ( ker(f — Sld)) =1
1
Or, bn remarque que | T | € ker(A—3K), donc (1,1, 1) € ker(f + id).
1

Par conséquent, la famille ((1,1,1)) est une famille deker(f — 3id) qui est :

v libre car constituée d'un unique vecteur non nul,
v de cardinal 1, égal & dim (ker(f — 3id)).

Conclusion : la famille (us3) est une base de ker(f — 3id), ot u5 = (1,1, 1).

5. Démontrer que la famille Z = (uq, uy, us) est une base de R>. Déterminer alors, sans calcul mais en justifiant, la
matrice représentative de f dans cette base. On notera T cette matrice.

e Montrons que la famille (uq, uy, uy) est libre.
Soient a, b, c € R. Supposons auy + bu, + cus = 0gs. On a :

a—b+c=0
auy + buy + cus = Ogs = b+c=0
a +c=0
a—b+c=0
= b+c=0
L3 13—14 b —0
a=0
— b=0
c=0

Dol : @ = b = ¢ = 0. Par conséquent la famille (uq, u, us) est une famille de R qui est :

v libre,
v de cardinal 3, égal & dim(R?).

Conclusion : la famille (uq, uy, us) est une base de R>.

e Ensuite :
* puisque uq € ker(f +id), on a (f + id)(u1) = Ogs ; autrement dit f(uq) = —uy;
* f(uz) = uy — us, car u est solution de f(u) = uy — u;
* puisque u3 € ker(f — 3id), on a (f — 3id)(u3) = Ogs ; autrement dit f(u3) = 3us.

-1 1 0
Conclusion : T =Matg(f)=( 0 -1 0
0 0 3
T =1 1
6. Onpose P= [0 1 1].Que représente la matrice P? Justifier alors la relation : A= PTP~".
T 0 1
e Les colonnes de P sont respectivement les matrices des coordonnées de uq, u; et us dans la base canonique

de R°.

Conclusion : P est la matrice de passage de la base canonique de R® vers la base 2.
La matrice P est donc inversible.

e Par formule de changement de base, on a :

Maty(f) = Poc zMatag () Py o

Conclusion : A= PTP".
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-1 0 0 01 0
7. Considérons les matrices D= 0 —1 0| etN=[0 0 O] desorteque 7T =D+ N.
0 0 3 0 0 0

7.a. Calculer N? puis donner N¥, pour tout k € [2; +oof.

Conclusion : N? = 05 donc pour tout k € [2; +oo], Nk = 0s.

7.b. Pour tout n € N, déterminer a l'aide de la formule du binéme de Newton, l'expression de T"
n. Commencons par remarquer que :

en fonction de

0 -1 0
DN=1({0 0 0] =ND
0 0 0
! Petite remarque
Les matrices D et N commutent. r tll - :& m quu- b
. . L aut le vérifier ici, puisque
Soit ensuite n € N. Distinguons deux cas : nest pas un multlplepde ?a ma-
e Sin>2: trice /3, ce n'est donc pas "évident”.
=2
T/7 - (D + N)”
" J formule du bindme de Newton, puisque D et N commutent
. Z ( n ) ank Nk
—0 k J relation de Chasles, licite car n > 2
n
n n n E Nk
:( )D”/\/OJF( )DHWN+Z( )DHANA
0 1 — \k J Wk € [2: +oo, N* =05
=D"+nD"'N

e Sine {01}

Q Astuce du chef ! ©

* Stn=0: On distingue les cas n > 2 et
On a: nin{0; 1} : ce sont les cas ‘im-
Do + 0D TN = L= 70 posés’ par l'indice de nilpotence
de3 N... St on avait N? # 0 et
o4 N? =0, on distinguerait les cas
*Stn=1: n>3etne {012}
Ona:

D'+ 1D 'N=D+N=T

On a donc toujours :
T"=D"+nD"'N

Q Astuce du chef ! O

Autant faire les vérifications des
autres cas sur l'expression la plus

Or, D étant diagonale, on a : D" = 0 (=n" 0 elémentaire T" = D" + nD™ N,
0 0 3" plutdt que sur l'expression finale...
(=1 0 0 0 1 0 0 (-1 0
Et: D"'N = 0 (—1)"! 0 0 0 0)=1{0 0 0
0 3! 0 0 0 0 0 0
=1" n(=n"" 0
Conclusion : pour tout n € N : 7" = 0 (=n" 0
0 0 3"
8. Calculer P~
Mettons en place la méthode de Gauss :
T =1 1 10 0
o 1 1 0 1 0
T 0 1 0 0 1
Puts, en effectuant [3 « [3 — L4 :
1T =1 1 1T 00
0o 1 1 0 1 0
0o 1 0 -1 0 1
Ensuite, en effectuant [3 < [5 — [ :
1T -1 1 1 0 0
0 1 1 0 1T 0
0 0 -1 -1 =1 1
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L1 — L1 + Lg
En effectuant { L e Lo+ Ly
1T -1 0 0 -1 1
0 1 0 -1 0 1
0 0 -1 -1 =11
Enfin, avec Ly « L1 + Ly :
1T 0 0 -1 =1 2
0 1 0 -1 0 1
Petite remarque
0 0 1 -1 =1 1 Proposer un résultat qui est faux

(car on peut vérifier en calculant
le produit avec P) clest ne pas
-1 -1 2 vouloir les points |

Ne pas traiter cette question est

R . pl
Conclusion : P = —1 0 1 . encore pire.

9. Déduire des questions précédentes l'expression de A" en fonction de n, pour tout n € N.

D'apres la question 6 :
A=PTP™

Montrons pas récurrence :
¥neN, A" = PT"P"

e Initialisation. Pour n =0 :
PTP™" = PLP™!
= pp~!
= /5
= A0
L'initialisation est vérifiée.
o Hérédité. Soit n € N. Supposons que A" = PT"P~" et montrons que A" = PT"H1p~T,
Ona:

AHH o An . A
=pP7"P " PTP!
=PT" « TP
o /DTHJHP*W

J hypotheése de récurrence et car A= PTP™!

Conclusion : Vn € N, A” = PT"P~".
D'ot, par récurrence immédiate, on obtient :

¥neN, A" = PT"P

Conclusion : aprés calculs, on obtient :

L R e e I U §
vnEN AT=| 3 () ¥ (1) =3
(=N +37 30— (1) 2= n)=1) =3

PARTIE II. PUISSANCES PAR DIVISION EUCLIDIENNE
10. Soient P une fonction polynomiale de degré supérieur ou égal & 2 et a € R. Etablir l'équivalence :

(30 €RlX] /| Vx €R, P(x) = (x — L‘I)ZQ(X)) & (P(a) =0€T P'(a) =0)

Il s'agit de démontrer une équivalence, raisonnons donc par double-implication.

Supposons qu'il existe Q € R[x], que Ll'on considere ensuite, telle que pour tout x € R, P(x) = (x — a)’ Q(x). Important !
. Il faut repérer que ce sens est tres
% Sans probleme, on a alors P(a) = 0. facile a traiter... et donc le faire !
x De plus, P et Q sont dérivables sur R et pour tout x € R :

P'(x) = 2(x — a)O(x) + (x — a)*Q'(x)

D'ou :
P'(a) =0
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11.

12.

Supposons que P(a) =0 et P'(a) = 0.
Par théoreme de factorisation, il existe Oy € R[x], que l'on considére ensuite, telle que pour tout x € R,
P(x) = (x — a) Oy (x).

Mais P et O sont dérivables sur R, et on obtient :
Vx €R, P'(x) = Qi(x) + (x — a) Qj(x)

Or P’(a) = 0. On obtient alors : Qs(a) = 0. Par conséquent, a est racine de la fonction polynomiale Q..
Ainsi, d'apres le théoreme de factorisation, il existe Q> € R[x], que l'on considére ensuite, telle que pour
tout x € R, O1(x) = (x — a)Ox(x).
Dol :
Vx €R, P(x) = (x — a)’Qs()
On a ainsi établi :
JOQ € R[x] /| Vx €R, P(x) = (x — a)’Q(x)

Conclusion : (3Q € Rlx] / Vx € R, P(x) = (x — a)’Q(x)) <= (P(a)=0 T P'(a) =0).

L'exécution du programme ci-dessous affiche le résultat qui suit.

import numpy as np
import numpy.linalg as al

A=np.array([[2.4,—3].[4.3,—4].[3.4,—4]])
A2=al . matrix_power
A3=al . matrix_power
print (A3—A2—5%A)

(A, 2)
(A.3)

N o 0 s W N =

[[3 0 0]
[0 3 0]
(0 0 3]]

Donner alors un polynéme annulateur de la matrice A.
Le programme permet de calculer et d'afficher la matrice A> — A — 5A.. Par conséquent, on a

A — A —5A =354

Conclusion : la fonction x —> x> — x* — 5x — 3 est annulatrice de A.

On consideére la fonction polynomiale P : x — x* — x? — 5x — 3.
12.a. Déterminer les racines de P.
On commence par remarquer que —1 est racine de P.. Ainsi, pour tout x € R :
P(x) = (x + 1)(x* — 2x — 3)
=X+ 1)x+1)x—23)
= (x + 1)’ (x = 3)

J —1 est racine de x — x” — 2x — 3

Conclusion : les racines de P sont —1 et 3.

12.b. Soit n € N*. On admet qu'il existe deux fonctions polynomiales O, et R, telles que :
e Vx € R, x" = P(x)Q,(x) + Ry(x)
o deg(R,) < deg(P).
Déterminer Uexpression de R,.
Puisque deg(P) = 3 et que deg(R,) < deg(P), on a deg(R,) < 2.
Il existe donc des réels a,, b,, ¢,, que l'on considere ensuite, tels que :

Vx € R, Ry(x) = anx’ + byx + ¢,

Dot :
Vx €R, x" = P(x)Q,(x) + apx’ + byx + ¢, (%)
Ensuite :
e en prenant x = —1 dans (x), et comme P(—1) = 0, on obtient :

(_’])” =da, — bn + Cp
e en prenant x = 3 dans (*), et comme P(3) = 0, on obtient :

3" =9a, + 3b, + ¢,

Petite remarque

Il n'est pas utile de poursuivre la
factorisation de P pour en avoir
les racines; en revanche cette
factorisation nous sera utile pour
la suite afin d'utiliser la question
précédente.
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e en dérivant (%) (les fonctions en jeu sont dérivables car polynomiales) :
Vx € R, nx"" = P'(x)Q,(x) + P(x)Q.(x) + 2a,x + b,

Puis en prenant x = —1, et comme, d'aprés les deux questions précédentes, P(—1) = 0 et P'(—1) = 0,
on obtient :

n(=1""=—=2a, + b,

Or :
a, — b, + ¢ = (=1 a, — by + o = (="
9, + 3b, + ¢ = 3" — 12b, — 8¢, = 3" —9(—1)"
n— 2 > — 9 n n—
—2a, + b, = n=1)"" 'L;J;JQ — b, 4+ 2c, = 2(=1)"+n(=1)""
ap - bn + Cn - (71)/7
— /Ian o 8C/r - 3” o 9(_1)”
LeTeb+b 16c, = 3" +15(=1)" +12n(=1)""
16a, — 16b, = 3 (=N = 12n(=1)""
e 24b, = 33" =3(=1)" +12n(—1)""
— 160 — L3 o n n n—1
IDEE YA 16c, = 3"+ 15(=1)" +12n(=1)
48a, = 33" =3(=1"=12n(=1)""
= 24b, = 33" =3(=1)" +12n(—1)""
Ly« 3Ly + 2L 16(,7 _ 30 +/|5(7«|)n +/|2n<7/|)/7—1

1

Conclusion : Vx € R, R,(x) = 6
1
%(3” +15(=1)" +12n(=1)""").

(3/1 o (—W)” o 4”(_1)1171))(2 + %(3/1 o (_»])n + 4[7(_»])1171))( +

12.c. Déduire des questions précédentes l'expression de A" en fonction de n, pour tout n € N*. Vérifier que cette
expression est encore valable pour n = 0.

e Soit n € N*. En évaluant l'égalité de division euclidienne de la question précédente en A et puisque
P est, d'apres la question 11, annulateur de A, on a :

1 1 1
A" = %(3” —(M" =4n(=1)"""A> + é(3” —(=1)" +4n(=1)"""A+ %(3” +15(=1)" +12n(=1)"""/;5
e Pourn=0": Petite remarque
Pour se rassurer, on peut vérifier
1 . . B o 1 . . o 1 . . o rapidement que cette relation
E(B —(1)"—4n(-1) 1)A‘TLé(B —(=1)"+4n(-1) W)AJFEB +15(=1)"+12n(-1) 1)/3’ =h= A est bien valable pour n = 1 et

n=2.

L'expression que l'on trouvera sera donc encore valable pour n = 0...

Conclusion : apres des calculs élémentaires mais longs, on trouve le méme résultat qu'en question
9.

PARTIE Ill. SUITE DE MATRICES

-1 1
Onpose Y= | 2 | eton considére la suite (X,),en de matrices définies par Xo = | 1| et la relation de récurrence :
1 0

VneN, X, =AX, + Y

13. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de suite_X(n) renvoie un tableau numpy contenant les com-
posantes de X),.

import numpy as np

def suite_X(n):
A=np.array([[2.4,—=3].[4.3,—4].[3.4.—4]])
Y=np.array ([[ =1].[2].[1]])
X=np.array ([[1].[1].[0]])
for k in range(1,n+1):
X=np.dot (A, X)+Y
return X

© ® N o O & W N o
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14. Sans calcul, justifier qu'il existe une unique matrice L de M5 +(R) telle que L = AL+ Y. On admet pour la suite
0
que L= (1
1
Soit L € M34(R). On a :
L=AL+Y & (b—AL=Y

Or on sait, d'apres la question 1, que la matrice A — /5 est inversible; donc 5 — A également. Par conséquent,
'équation (/5 — A)L = Y possede une unique solution...

Conclusion : il existe une unique matrice L de M3+(R) telle que L = AL+ Y (Cest la matrice (5—A)'Y).

15. Etablir :
YneN, X, =A"(Xo—L)+ L

Par récurrence...

e Initialisation. Pour n =0 :
Ona:

AXo—L+L=5hKXo—L)+1L
=X
['initialisation est vérifiée.
o Hérédité. Soit n € N. Supposons X, = A"(Xy — L) + L et montrons X, 1 = A" (Xo — L) + L.
Ona:
XHH :AXN + Y
=A"(Xo = L)+ AL+ Y
=ATXy— L)+ L

hypothése de récurrence

J d'apres la question précédente : AL+ Y = [

ST,

Petite remarque
Conclusion : Vn € N, X, =A"(Xo — L)+ L. ﬂfaut traiter cette question |

16. En utilisant la question 9 ou la question 12.c, déterminer pour tout n € N Uexpression de X, en fonction de n.

2n=1(=1)"+2 x 3"
Conclusion : Yn € N, X, = —2(=1)"+2x3"+1
(2n =3)(=1)"+2 x 3" +1
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Exercice 3 (AbapTE DE HEC 2000 E)

| Question de cours. Lot uniforme sur [1;n] : définition, modeéle, propriétés. |

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel non nul.

On considere une urne contenant n boules numérotées de 1 a n.

On tire une boule au hasard dans l'urne et on la retire de l'urne, ainst que toutes les boules ayant un numéro supérieur
a celui de la boule tirée. On répete cette expérience jusqu'a ce que l'urne soit vide et on note X, la variable aléatoire
égale au nombre de tirages nécessaires pour vider l'urne.

PARTIE | - UN RESULTAT PRELIMINAIRE

o
On pose, pour tout n € N*, h, = Z T
k=1

1. Montrer, pour tout entier naturel k non nul :

k)= <

k+1 Important !

=

L'exercice commence par QCL15 :
il faut prendre tous les points !

Soit k € [[1;n]. Par décroissance de la fonction inverse sur R}, donc sur [k; k + 1], on a : Cette question doit mettre en

confiance.
1 _ 1 _ 1
k+1 xSk
Puis, par croissance de l'intégrale, licite car k < k+ 1
k+1 1 k+1 M11 N ?:‘?Imem’bld )
N ! est toujours agréable de voir
[ k+1 dx < [ X dx < [ k dx qes schémas sur la .copie, cette
étape en est l'occasion...
Autrement dit : R
1 1 A retenir...
—F < In(k +1) — ln(k) < - On retient la méthode mise en
k+1 k place pour établir cet encadre-

ment classique !

1
Conclusion : pour tout entier naturel k non nul, —— < In(k + 1) — In(k) <

!
k+1 K

2. Déterminer alors un équivalent simple de h, lorsque n tend vers +oc.

e Soit n € [2;4+o0o[. D'apreés la question précédente :

~ =

Vk € [1;n], < n(tk + 1) = In(k) <

1
k41
D'ou, en sommant de 1 a n — 1, licite car n > 2, et par télescopage :

n—1 n—1

1 1
m < lﬂ(/?) < Z Z
k=1 k=1
Or:
* Avec le changement d'indice i = k + 1, on a:
n—1 1 B n 1
— k41 pl
=h,—1
* et
n—1
1 1
—=h,— —
=0
k=1
Dol : ;
h, —1<1In(n) < h, ——
Puis :

% De l'inéqgalité de gauche, on déduit :
h, <In(n) +1

* De l'inégalité de droite, on déduit :

1
In(n) + — < h,
n
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On obtient ainsi :

In(n) + — < h, < In(n) +1

1
n
Et, comme n = 2, on a In(n) > 0. Dol :

On a finalement établi :

\ 2; 1
n e [2;,+oo], 1+ ")

1
[+ vw ) ==

h,

Mais :

lim

n—+o00

[im

Par théoreme d'encadrement, on conclut
n—-+o00 [n(n)

Conclusion :

h, n(n).

n—-+o00

PARTIE || - SIMULATION INFORMATIQUE

3.

Ecrire une fonction Python telle que, pour tout n € N, lexécution de simule_X(n) renvoie une réalisation de
la variable aléatoire X,,.
L'idée :

e on crée une liste contenant la composition de l'urne au fur et a mesure de 'expérience;

e tant que cette liste est non vide, on choisit un entier entre 1 et le maximum des éléments de cette liste;

e on modifie la liste : elle ne doit contenir que les éléments restants pour réitérer le processus..

Voict un programme qui convient :

import numpy.random as rd
import numpy as np

def simule_X(n):

U=Llist (range(1,n+1))

X=0

while Llen (U)>0:
k=rd.randint (1, max(U)+1)
U=[i for i in range(1,k)]
X=X+1

return X

L'exécution du programme ci-dessous affiche 0.03629519543652027.

n in range(1,51):

E=np.mean ([ simule_X(n) for k in range(10000)])
S=sum ([1/k for k in range(1,n+1)])
L.append(abs(E-S))

print (max(L))

Expliquer ce que permet dobtenir cet algorithme puis émettre une conjecture concernant E(Xj).
e Pour n allant de 1 a 50 :

x E prendra comme valeurs la moyenne de 100000 réalisations indépendantes de la variable aléatoire
X, ; donc E prendra comme valeurs des valeurs proches de E(X,);

n
% S prendra les valeurs de -.
P )%
k=1
Par conséquent, la liste L contient, pour n € [[1;50], des valeurs approchées de |E(X,)—h,
affiche le maximum des éléments de cette liste L.

; et le programme

e Puisque ce maximum est proche de O et que tous les nombres de L sont positifs, on peut penser que pour
tout n € [1,50], E(X,) = h,.

Conclusion : on conjecture que pour tout n € N*, E(X,) =

Petite remarque

Nous justifierons cela davantage
avec la lot faible des grands
nombres...
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PARTIE |l - ETUDE DE LA VARIABLE ALEATOIRE X,

On note Z, la variable aléatoire égale au numéro de la premiére boule tirée dans l'urne.
5. Quelle est la loi de X;?

Dans le cas ot n = 1, l'urne n'est composée que de la boule numéro 1. Par conséquent, l'urne sera vidée au

premier tirage.

Conclusion : Xj suit la lot certaine de parametre 1.

6. Déterminer la loi de X, ainsi que son espérance et sa variance.
e Remarquons déja que X5(Q) = {1;2}.
En effet :

% st l'on tire la boule numéro 1 au premier tirage, alors l'urne sera vidée et donc X prendra la valeur O

'

* sinon, on tire la boule numéro 2 au premier tirage et il ne restera alors qu'une seule boule, la numéro

1, au second tirage... on la piochera et l'urne sera alors vidée.
e [nsuite :

[Xo = 1] est réalisé  si, et seulement si,

l'urne est vidée en 1 tirage
si, et seulement si, .

les boules 1 et 2 sont extraites a lissue du premier
tirage

si, et seulement si,  on tire la boule numéro 1 lors du premier tirage

Par équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne, on a alors :

1

e Puisque X;(Q) = {1;2}, on en déduit que P([X; = 2]) = 5

Conclusion : X5 suit la lot uniforme sur {1;2}; elle admet donc une espérance et une variance et

3 3 1
E(Xo) = 5 V(Xy) = o7

7. Démontrer que X,(Q) = [1; n].

Procédons par double inclusion.

X, prend comme valeur le nombre de tirages nécessaires pour vider l'urne; donc on a déja X,(Q) C N*.
Ensuite, puisque l'urne contient initialement n boules et qu'a chaque tirage, au moins une boule est extraite
X, ne peut pas prendre des valeurs strictement supérieures a n.

Conclusion : X,(Q) C [1;n].
Soit j € [1; n]. Montrons que [X, = j] + @.
Considérons l'issue consistant a :

* piocher la boule j au premier tirage, puis extraire les boules dont le numéro est supérieur ou égal a j;

% piocher ensuite (dans le cas oli j > 2) la boule j — 1 puis lextraire;
x

% ptocher pour finir la boule 1 et lextraire.

Cette issue réalise l'évenement [X, = j] puisque | tirages ont été nécessaires pour vider lurne.
On a donc établi :

vietin] X =jl+2

Conclusion : [1;n] C X, (Q).

,

Important !

Expliciter une issue c'est expliciter
le déroulement complet de lexpé-
rience.

Se contenter de dire "on extrait la
boule 1 en j tirages’ ne convient
pas, ce n'est qu'une reformulation
de l'évenement [X, = j].

Conclusion : X,(Q) = [1; n].

Soit n € [[2; +oof.
8.a. Quelle est la loi de Z,?

e 'expérience consiste a choisir de facon équiprobable une boule parmi n boules présentes dans l'urne.
e la variable aléatoire Z, prend comme valeur le numéro obtenu.

Conclusion : Z, suit la lot uniforme sur [1; n].

8.b. Quelle est la lot conditionnelle de X, sachant [Z, = 1]?
Supposons 'événement [Z, = 1] réalisé. Autrement dit, on a tiré la boule numéro 1 au premier tirage.
Dans ce cas, toutes les boules sont extraites de l'urne et donc un seul tirage a été nécessaire pour vider
l'urne. Par conséquent, la variable aléatoire X, prendra la valeur 1.

Conclusion : la lot conditionnelle de X, sachant [Z, = 1] est la lot certaine de paramétre 1.

Vocabulaire

Attention au vocabulaire !l Le nom
est donné dans la question !
Attention, un évenement condi-
tionnel (donc un événement sa-
chant..) n'existe pas : ¢a n'a aucun
sens.
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8.c. Démontrer que si n est supérieur ou égal a 2, alors :
Vj € [2:n], Yk € [2n], Pz, (lXo = jI) = P([Xee1 = j = 1))

Justifier que cette relation est encore valable quand j = 1.
Supposons que n = 2.
e Soient j € [2;n] et k € [2;n].
Supposons l'évenement [Z, = k] réalisé. Autrement dit, on a tiré la boule numéro k au premier tirage
et donc on a extrait les boules k a n. L'urne est ainsi composée des boules 1 a k — 1.

Dans ce cas, [X, = j] est réalisé  si, et seulement si, j—1 tirages sont nécessaires pour extraire
les boules restantes
si, et seulement si,  on extrait les boules T a k —1 en j—1
tirages
si, et seulement si,  [Xi_1 = j — 1] est réalisé

X Attention !

On travaille sous la condition
Z, = k] est réalisé ! Ce sont
bien les probabilités données qui
sont égales; en aucun cas les
évenements [X, = jl et [Xeoq =
j— 1] sont égaux.

Dot :
Piz,—([Xn = J]) = P([Xier = j = 1])
Conclusion : Vj € [2;:n], Yk € [2:n], Pz, (X, = j)) = P([Xeer = j —1]).
e Sij=1,ona pourtout k € [2;n] :
* P([Xio1 = j—1]) = P([Xk_1 = 0]) =0, car d'apreés la question 7, 0 & X;_1(Q)
* Piz,—q([Xa = jl) = Pizy—([Xs = 1]) =0, car il est impossible d'extraire toutes les boules en un
seul tirage en commencant par piocher une boule qui n'est pas la boule numéro 1.

Conclusion : la relation est encore valable si j = 1.

Conclusion : si n > 2, alors : Vj € N*, Vk € [2:n], Piz,_y([X, = j)) = P([Xeer = j —1)).

. Calculer IP[Z3=1]([X3 = 2]) ]P[Z3=2]([X3 = 2]) et ]P[Z3=3]([X3 = 2]) En déduire la loi de X5 ainsi que son espérance
et sa variance.
e D'apres les questions 8.b, 8.c, 5 et 6 :
1
P =2) =0 5 Proy(Xs =2)) = P(X =1]) =1 Ppy(P6=2) =P(Xo =1]) = 5
e Ensuite :
* on a déja X5(Q) = [1;3], d'aprés la question 7;
* puis, d'aprés la formule des probabilités totales avec ([Z5 = 1],[Z3 = 2,[Z3 = 3]) comme systéme
complet dévenements, on a :

3
P(X;=2|) = Pl =klNn[X5=2
t ) ; ( In| ) JVke[[T,B]], P((Z; = k]) £ 0
:;IP([23 7k])IPZ%:A]([X372]) J Za<—>?/(ﬂ1‘,3ﬂ)

I
W] —
)
N
Iy
S
|
o~

J point précédent

k=1
1 1
——|0+1+ =
;(0+1+3)
1
2
% de la méme facon qu'en question 6, on a :
1
P(Xs=1]) = 3
= et enfin, puisque X5(Q) = [[1; 3], il vient :
1
P(X;=3]) = 6

e X5(Q) est fini, donc X5 admet une espérance et une variance ; de surcrolt :

* 0ona:
3
EQ) =) _P(X% =) -
j=1 J point précédent
1 1 1
=1x = 2 X = X —
3T2x3+35
==-+14=
N
G
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% par théoreme de transfert :

1 1
=T =42 = +3F =
te gt g
1 3
_3
6

et d'apres la formule de Koenig-Huygens :

2
V(X3) = E(X3) — (E(X5))
_B_m
6 36
138 — 121
N 36
v
"~ 36
Conclusion :
L
Plls=0) | 3155
1 17
E(X) = & et VIXy) = 3¢

10. 10.a. Déterminer IP([X, = 1]) et P([X, = n]).
e Ona:

[X, = 1] est réalisé  si, et seulement si, un tirage suffit a vider l'urne
si, et seulement si, on tire la boule 1 au premier tirage

Petite remarque

Conclusion : par équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne, on a P([X, = 1]) = —. Il était aussi possible de simple-
n ment dire que le raisonnement est
analogue a celut mis en place en
question 6.

e Ona:
[X, = n]est réalisé  si, et seulement si, n tirages sont nécessaires pour vider l'urne
si, et seulement si, a chaque tirage, une seule boule est extraite
si, et seulement si,  on tire la boule n au tirage 1, puis la boule n —1 au
tirage 2,.. puis la boule 1 au n-ieme tirage

Notons, pour tout i € [1;n], A; U'évenement "obtenir la boule n 4+ 1 — i au tirage . On a ainst :

(X, =n]= ﬁAl
i=1

Dol
P(X,=n]) =P A
([ ]) D formule des probabilités composées, licite car
= P(A)Pa, (A)Paca (A5) x oo x Pagen, ((A)  FAO-0A0#0
Or :
1

% par équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne : P(A) = o

% pour tout i € [2;n], supposons l'évenement Ay N ... N A_q réalisé. Autrement dit, on a extrait les
boules n, puis n —1, .., puis n — (i — 1).
Au moment deffectuer le i-eme tirage, l'urne est alors composée des boules 1 a i. D'ol, par
équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne :

1
Pan na_ (A) = 5
Dol
1 1 1
P(A)Pa, (A2)Pana, (A3) x ... x Pan na, ,(Ar) = P — <7
1
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Petite remarque

On n'attend pas nécessairement
un tel niveau de détails, d'autant

. 1 plus que le résultat n'est pas
Conclusion : IP([X” = n}) = —. donné.

10.b. Si n est supérieur ou égal a 2, démontrer :
1 n—1
vjeznl P(X =) =) P(X=j—1]
k=1

Supposons que n > 2. Soit j € [2;n]. D'aprés la formule des probabilités totales avec ([Z, = K]}, [l X
b Attention !

Pas de truandage ! Le SCE dé-
bute bien a k = 1.. méme si cela

ne vous ‘arrange’ pas dans vos

P(X, =j]) = ZIP([Z,, =kIN[X, =) calculs |

comme systeme complet d'évenements, on a :

J vk e [1;n], P(Z, =k) 40

~ Z]P (1Z0 = KI) Pz, (X0 = )
-- ;PZ,,M([XH =J))

. liﬁ)znk]([xn =Jl)

. %iP([XH =j—1)

n—1

:72113 i=j—1))

J 7 “]/([[1;/7]])
J puisque j > 2, d'aprés la question 8.b, Pz, _yy([X, = j]) =0

J question 8.c, licite car n > 2, j € [1;n] et que k varie de 2.a n

lek;w

Conclusion : si n > 2, alors : Vj € [2;n], P([X, =j]) = ! ZIP([Xk =j-1]).

10.c. St n est supérieur ou égal a 3 et j € [2;n], calculer :
P (X, = jl) = (n = P (X, = ]

En déduire, si n est supérieur ou égal a 2 :

vje [1n], P(X, =) = P (X, = j]) + %JP([X"_1 =j-1])

e Supposons n = 3. Soit j € [2;n].
D'apres la question précédente, licite carn > 2etn—12>2:

n—1 n—2

nP (X, = j]) — (n = NP(X,—1 = J]) = n% Y P(Xe=j—1)) 7(1771)% Y P(X=j—1))

k=1 k=1

:Z (X =j—1) =Y P(X =) 1]
:IP[X =j—1))

Conclusion : si n > 3, alors : Vj € [2;:n], nP([X, =j]) — (n = WP([X,-1 = j]) = P([Xo1 = j—1]).
e Supposons n = 2. Soit j € [1;n].
* Stn>3.
o Stje[2n].

D'apres le point précédent :

nIP([X,7 = /]) —(n— 1)IP([X,7,1 = /]) = IP([X,M =j— 1})

Dot
P(X, = jl) = TP (X1 = ) + ~P([Xpy = j = 1))
o Stj=1:
On a ainsi :
n—1 ) 1 ) n—1 1
p P([Xoo1 = /) + ;P([XM =j-1]) = p P([X,-1 =1]) + ;IP([XM =0])

J questions 7 et 10.a
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Il

ks —
=

|

La relation est donc valable si j = 1.

Conclusion : st n > 3, alors

n—1

vje [inl, P(X, =) = =

P =) + (X =~ 1)

* Stn=2:
o Stj=1:
On a ainsi :
n—1 ) 1 ) 1 1
P([Xo1 = j]) + =P([Xoo1 = j = 1)) = sP(X;: = 1]) + sP([X; = 0]) v
n n 2 2 J question 6
el
20 T2
1
- .
question 6
=P(X.=1) J
La relation est donc valable si j = 1.
o Stj=2:
On a ainsi :
n—1 ) 1 ) 1 1
P(Xor = J}) + ~P (X = j—1]) = SB(1X, = 2)) + 5B(I% = 1)
n 2 2 J question 6
11
—2727272
1
- .
question 6
=P(X.=2) J
La relation est donc valable si j = 2.
Conclusion : si n est supérieur ou égal a 2, alors
) ) n—1 ) 1 )
vjie [l P(X =) = ——P(Xor = jl) + —P(X01 = j = 1])

Petite remarque

La disjonction de cas rend cette
question un peu difficile : il ne
faut pas en oublier.. En s'y pre-
nant de fagon méthodique, la
difficulté est cependant assez ai-
sément levée.

11. 11.a. Montrer, en utilisant la question 10.c que si n est supérieur ou égal a 2, alors E(X,) =

Supposons n = 2.
Puisque X,(Q) = [1; n], X,(Q) est fini et donc X;, admet une espérance. De surcroit :

E(X,,) - Z/IP([X/7 - /])
j=1

n

:Zj(n_1IP([Xn 1:/'])+I17IP([X,, 1:/71]))

n—1

= > P (KXo = JI) + [17 > P (X =j—1])

n

= =) JP(Xor =) - )k P([Xo = K])

n
k=1
n _,] n—1 ,I n—1 ,] n—1
- P(X, =) +-Y kP(X, =k + P(X, =k
n qu ot =4) ”; e ”; Dot =) J Xot(Q) = [T = 1]
p - -
1 1 1
=D EX) + —E(X) + —
n n n
1
—EX,1) + —
n

1
E(X,—1) + ;

1
Conclusion : si n est supérieur ou égal a 2, alors E(X,) = E(X,—1) + s

) question 10.c, licite car n > 2
N 7,] n—1 ,I n—1 J

Xo-1(Q) = [1:n = 1], donc P([X,—4 = n]) =0 et
P([X,—1 =0]) =0; et k = j— 1 dans la seconde somme
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11.b. Déterminer alors, pour tout n € N*, une expression de E(X,) sous forme d'une somme et donner un
équivalent simple de E(X,) lorsque n tend vers 4o0.

Soit n € N*.
e Sin>2
D'apres la question précédente, on a :
1
vk & [2:n], EXX) ~ EX1) =

D'oli, en sommant de 2 a n et par télescopage :

E(X, XW:Z;
=2

Ainsti :
n 1
EX) = EX) +)_ ¢
_ J Xi est constante égale a 1, donc E(Xj) =1
Z;
k=
e Sin=1:
Cette relation est encore valable, car E(X7) = 1. & Méthode !
Sinon, on calcule E(X4), puis
n avec la question précédente :
Conclusion : ¥n € N, E(X,) = Z —; et d'aprés la question 2, on a alors E(X,) ~ In(n). E(X2), E(X5). .. On conjecture
— k n—-+o00 puts recurrence |

12. 12.a. Si n est supérieur ou égal & 2, calculer E(X?) en fonction de E(X% ;) et E(X,_1).
Supposons n = 2.
Puisque X,(Q) = [[1: a], X,(Q) est fint et donc X, admet un moment d'ordre 2. De surcrolt, par théoréme de

transfert :
J question 10.c, licite car n > 2
/71_/ Z/]P[XHW_/*”)

=) JP(X =)
j=1
= (n—1 Lo }
ZI T]P([an‘\ - /]) + E]P([XH*W =/ 1])
Xn—1(Q) = [1; n — 1], donc lP([X,,,w = HJ) =0 et
- P([X,-1 =0]) =0; et k = j— 1 dans la seconde somme
2]P Xo1 =) + Z(k+ 2P (X1 = k)

j=1

n—1

ZP Xor = Jl) + - 2 LKF( =)

n—1 n—1

+ = ZkIP X1 = k]) + Z ((Xo1 = K])

k= ) -~ =[1in-1]
2 1
T R ) e ) + 2B )+
n n n n

n—1
- 2 1
= E(X? ZEX, -
(X7 1)+ E(Xo) + -

) 2 1
Conclusion : si n est supérieur ou égal a 2, alors E(X?) = E(X?_,) + +EE(X’H) + -

1 &
12.b. En déduire : ¥n € N*, V(X,) =) - > o
k= =1
Soit n € N*.
e Sin>2:

* Puisque X,(Q) est fini, X, admet une variance et d'apres la formule de Koenig-Huygens :

VIX,) = E(X)) = (E(X;))”
, 1 ., J questions 11.b et 12.a
= E(X; )+ ;E(Xn 1)+ L (E(Xn 1+ *))
—EOC )~ (EX) +
non J formule de Koenig-Huygens
=V(X,.1)+ - —

n n?
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* On a ainsi établi :

1 1
Vk € [2:n], VIX) = V(X)) = £~ 5
D'oli, en sommant de 2 a n et par télescopage :
n ,] ,]
V(Xn) V(XW) - (7 o p)
k=2
Alnst :
V(X)) = V(X)) + : (1 l)
! 1 —2 k k2 J Xi est constante égale a 1, donc V(Xj) =0
B n ( ,] )
— k k? J le terme en k = 1 est nul
B n 1 B l
a ko K
k=1
e Sin=1:

Cette relation est encore valable car V(X;) = 0...

n 1 n ,]
Conclusion : Vn € N*, V(X,) = Z - .

12.c. Donner finalement un équivalent de V(X)) lorsque n tend vers +o0.
D'apres la question précédente :

Vn e N°, V(X, Z Zkz

Or :

E ~ In(n)
n—+o00

k=

e la série > P est une série de Riemann convergente (car d'exposant 2 et 2 > 1); donc
k=1

= Rappel...

— = 0 (ln(n))
2

k n—-+0o00 Up n~:roo Vp ,

uh= o0 (v) Untlln o)
n—+00

On a ainsi :

1
}\Z /<7 /74>+’>o

R\\—‘

n
k=1

Petite remarque

Clest une question qui peut étre
Conclusion : V(X”) ~ lﬂ(ﬂ). traitée sans avoir réussi la pré-

n—+00 cédente puisque le résultat est
donné...

13. Soit (Tg)ken+ une suite de variables aléatoires indépendantes telle que pour tout k € N*, T, suit la loi de

1
Bernoulli de parametre T On pose, pour tout n € N* :

3

Sn = Tt
k=1

13.a. Si n est supérieur ou égal a 2, démontrer :

Vi [ial (S = 1) = RS0y = ) + ~B((Sir = j— 1)

Important !
Clest cette relation qui nous
pousse a mettre en place la mé-

Supposons n = 2. Remarquons déja que : thode qui suit | Et, en voyant le

S =S+ T, ik o U o v
Soit ensuite j € [1;n]. D'apreés la formule des probabilités totales, avec ([T, = 0], [T, = 1]) comme systéme Sk
complet d'évenements, on a :
P([S, = jI) = ([T, = 0]n[Sy = jI) + P([T, = 1IN [S, = J])
= P([Ty = 0[N [Syr + To = jI) + P([To = 1N [Syr + T = j))
=P([T, =0[N[Syq = j]) + P([T, =1]N[Sps = j — 1)) ’ |
({T/r - O])P({S/H = j]) + IP([T,, - 1])?([5” = — ”) Ty, ... T, sont indépendantes, donc par lemme des coalitions,

Ti+ ...+ T,1 et T, le sont également
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Conclusion : st n > 2, alors

n—1
n

vj € [1:n], IP([SN - /]) - On peut faire l'analogie entre

' ! ; Petit
P([S,—1 =) + ;IP([S,M —j—1) etite remarque
cette question et QCLT8...

13.b. En déduire que pour tout n € N*, X,, et S, ont la méme lot.
e Puisque S, est une somme de n variables aléatoires suivant une lot de Bernoulli, on a S,(Q) C [0; n].
e Puis, Sy = T; et T; suit la loi de Bernoulli de parametre 1, donc :
P([S1=0]) =0 ; P([S=1]) =1

Par conséquent, Sy et X; ont la méme lot.
e Ensuite puisque les relations de récurrence des questions 10.c et 13.a sont égales et que X et Sy ont

méme loi, par récurrence immédiate, on obtient :

vj e [1inl, (X, = j]) = P([S, = j))

n

e Enfin, on a immédiatement [S, = 0] = m[Tk = 0]. D'our :

k=1
P([S,=0]) =P Te=0
([ ]) D[ ' ]) J indépendance de Ty, ..., T,
=| |P([7c=0])
k=1 J\/ke[ﬂ;n]], Tk ‘—):@(%)
Al
B k J le facteur quand k = 1 est nul
k=1
=0
= P(ix, = 0) JoFe

On a donc établi que pour tout n € N* :
v X, (Q) C [0;n] et S,(Q) C [0;n];
v Yje[0n], P(X, =) =P(S, =)

Conclusion : pour tout n € N*, X, et S, ont méme loi.

13.c. Retrouver alors E(X;) et V(X,).
Soit n € N*. D'apres la question précédente, X, et S, ont méme lot ; elles ont donc méme espérance et
méme variance. Ainsi :

E(X,) = E(S))

n
-E|{) T
1 linéarité de l'espérance, licite car pour tout k € [1;n], Tk
n admet une espérance
-> E(T) 1
k=1 JVkE[ﬁ,n]], Tk‘—>%’(ﬁ)
n ,I
k
k=1

et :

n
v
=1 J Ty, ..., T, sont indépendantes et admettent une variance
n
=Y V(T 1
k=1 JVkEﬂtn]], Tk‘—n%(;)
S
k k
k=1
— 1 — 1 Petite remarque
N k 3 Il faut repérer que cette question
k=1 k=1

peut étre traitée, car tous les
résultats sont donnés. A faire pour
prendre les points !

Conclusion : on retrouve les résultats des questions 11.b et 12.b.

ok ok kok FIN shede ok ke kok
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