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CONSIGNES A LIRE !

La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, lorthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont des
criteres importants d'évaluation.

Quelques précisions :

e | la copie doit étre prise de sorte que la marge se situe a droite de chaque page, |

e la premiére page de la copie doit rester vierge et sera réservée aux appréciations,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,

e les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

e Pour toutes les questions Python du sujet, on supposera avoir importé les différents modules nécessaires de la sorte :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import numpy.linalg as al
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé.

"Tout est possible & qui réve, ose, travaille et n‘abandonne jamais."
Xavier Dolan

X Attention ! ——
Les éléments surlignés ne sont
pas les seuls éléments de ba-
reme ! Ils sont simplement ceux
qui ont souvent été oubliés.
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Exercice 1 - INsPIRE DE HEC 2018 E

Dans tout le probleme :
e toutes les variables aléatoires introduites sont supposées définies sur un méme espace probabilisé (Q), A, P);
e on note n un entier supérieur ou égal a 2.

L'objet du probléme est l'‘étude de sommes de variables aléatoires suivant une loi de Bernoulli de méme parametre, mais
qui ne sont pas nécessairement indépendantes.

Les parties Il et Ill sont indépendantes de la partie | Les parties Il et Il sont trés largement indépendantes.

PARTIE |. VALEURS POSSIBLES DU COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE DANS DIVERS SCHEMAS DE
BERNOULLI

Dans cette partie, on considére des variables aléatoires Xj, X5, ..., X, suivant chacune la méme lot de Bernoulli de
parametre p avec 0 < p < 1, cest-a-dire :

Vie[1,n], P(Xi=1))=p et P(X;=0)=1-p

On suppose que pour tout couple (i, j) € [1, n]? avec i # j, le coefficient de corrélation linéaire des variables X; et X
est le méme; on note r ce coefficitent. On a donc :

. > Cov(Xi X)) [ 1 sti=j
V(l,j) S [[1,I7ﬂ ’ V(X[)V()/<,) - i r st %j

k
On note enfin, pour tout k € [1;n], Sy = ZX"‘
=1

1. 1.a. Dans les cas (i) et (ii) suivants, calculer la valeur de r et exprimer la variance de la variable aléatoire S, en
fonction de n et p.

(i) Les variables aléatoires Xj, X3, ..., X, sont mutuellement indépendantes.
(i) Les variables aléatoires Xj, X5, ..., X, sont toutes égales.

De plus, préciser la loi de S, dans chacun des deux cas précédents.
e Cas (i) :
* Soit (i, j) € [1;n]* tel que i # j. On a :
B Cov(X;, X))
— NVXOVIX) J X; et X; sont indépendantes
=0

* Ensuite, la variable aléatoire S, admet une variance car cest la somme de n variables aléatoires
admettant une variance; et :

V(S,) =V

> x|

i=1

= ZV(XJ
i=1

:Z/)('1 p)
i=1

) indépendance de Xj, ..., X,

J vk € [1;n], Xe — B(p)

=np(1—p)
* Enfin, on a
S, = /Z Xi;
v Vie [[1‘1‘,‘/7]}, X — B(p);
v Xi, ..., X, sont indépendantes.

Par conséquent :
S, — AB(n; p)

Conclusion : r =0, V(S,) = np(1 — p) et S, — HAB(n; p).

Remarques
e Ce résultat est cohérent avec la
variance trouvée ci-dessus.
o |l était possible (et accepté)
n

de donner la loi de > Xi pour
i=1
ensuite avoir sa variance.

e Cas (if) :
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% Soit (i, /) € [1;n]* tel que i # j. On a :

Cov(X;, X))

-~ VVIXOVIX) J X=X
Cov(X;, Xj)

T V)
V(X))

~V(X)

=

* Ensuite :

V(S,) =V X =V(nX
(Sn) ; J Vie [1n], Xi=Xi (n%)
= V() B
= n’p(1 - p) J X

* Enfin, puisque S, = nXj, on a:
x S,(Q) = {0;n}

P([S, = n]) =P([nX; = n]) /
= P(X =1)) J o
=p
dot :

P([S, =0]) = p(1 = p)

Conclusion : r =1, V(S,) = n’p(1 — p) et

Q) = {0:n} ; P(S, = 0)) =p(1—p) ; (S, =n])=p

1.b. Montrer que pour tout k € 1, n], la variance de la variable aléatoire Sy est donnée par la formule :

V(S) = kp(1 = p)(1 + (k = 1)r)

Soit k € [1;n]. La variable aléatoire S, admet une variance, comme somme de telles variables aléatoires; et :

i—1 =1 linéarité a gauche de la covariance
k k
= Cov | X, X
; /:Z ! linéarité a droite de la covariance
k k
=Y ) CovX;, X))
i=1 j=1
= ) CovX,X)
(i j)e[1:k]2
= > CoXuX)+ > Cov(X,X)
(n/)i[[ﬁk]]l (ij)e[1:k]?
k
=) VX Y VXX
i=1 (ME Rk ) vie [1:n], Xi — B(p)
k
=> pll=p)+ Y rp(1=0p)
i=1

NEIRESE
)

— kp(1 = p) + k(k = 1)rp(1 — p)
= kp(1 fp)(1 + (k — 1)/‘)

) Card({(i,/) € [1,kI? [ i 4 j}) = K —k = k(k — 1)

Conclusion : Yk € [1;n], V(S5¢) = kp(1 —p)(1 + (k = 1)r).
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— Remarques

e On peut retrouver la variance
de S, a partir de sa lot (en pas-
sant par le calcul de E(S%) et la
formule du Koenig-Huygens).

® Sujet qui commence tranquille-
ment par du cours et un exemple
facile. Il faut prendre tous les
points !

o

— % Classique ! %

En utilisant la symétrie de la
covariance, on arrive méme a :

k
VY x| =
i=1
k
> VIX)+2 Y Cov(X;, X))
i=1 1<i<j<k

Cette relation généralise celle
au programme dans le cas d'une
somme de deux variables aléa-
toires qui admettent une va-
riance :

V(X+Y) = V(X)+V(Y)+2Cov(X, Y
On peut d'ailleurs démontrer celle
du cas général par récurrence en

utilisant celle du cas particulier
de deux variables aléatoires.

— Pourquoi ?

Card([[1;k]]2) — k% et
Card({(i,j) € [T;K]? [ i=j}) =
Card({(i, 1), i € [1;K]}) = k.
On peut aussi se dire que som-
mer sur lensemble {(i,)) €
[1.k1° / i # j} équivaut & som-
mer les coefficients d'un tableau
carré a k lignes et k colonnes, en
excluant la diagonale...




1
1.c. En déduire que le coefficient r est au moins égal a ———.

D'apres la question précédente, en particulier pour k = n :
V(S,) = np(1 — p)(1 +(n— 1)r)

Or V(S,) = 0. Dot : v Rigueur !

np(1—p) (1 +(n— ’])’/) >0 La stricte positivité est néces-
saire | St np(1 — p) pouvait étre
égal a 0,1 + (n — 1)r pourrait
étre négatif tout en conservant

1T+ —="1)r=0 np(1—=p)(1+(n=1)r) = 0..

Ainsi, puisque np(1—p) > 0 (car p €]0;1[ et n > 2) :

Et puisque n —1>0:
—1 Remarque

r=z n—1 Sinon, on isole r dans lexpression

de V(S,) puis on utilise le fait

) 1 que V(S,) > 0.
Conclusion : r > T
n—

2. On suppose dans cette question que n est égal a 2.

2.a. Montrer que r est égal a —1 si et seulement si on a : P([X; = 1]N[X; =1]) = p(2p — 1).

Ona:
CO\/(X1 , Xz)
r=-1 ¢ —=—
V(X1)V(X5)
COV(X1 , X?)

— Y = —

P“ o P) J p(1—p) # 0 et formule de Koenig-Huygens A reteni
= B0X) = BXEXG) = —plT = p) Si X ot ¥ auvont des ois de
— E(Xi X)) = p‘) —p(1—p) Bernoulli, alors )((Y aussi, (;t son

XiXo < B(q), ol g =P([X; =1]N[X; = 1]) paramétre est P([XY = 1]) =

Samd IP([XI:T]Q[XZ:”):,D(;)*(/I*,D)) J ‘ 1 ]P([X:1]O[Y:1]).
— P(X =1]n[X =1) = pp—1)

Conclusion : r = —1 <= P([X; =1]N[X; =1]) = p(2p —1).

2.b. Que vaut alors P([X; = 0] N[X; = 0]) ?

Supposons r = —1.0On a :

P(X; =0/n[X; =0]) =1-P([X; =0]N[X; = 0]
=1-P(X; =1
= 1= (P(Xi =
=1-— (2/) —p(2p — 1))
=1=2p+p2p—1)

lot de Morgan et X;(Q) = X3(Q) = {0; 1}
J formule de Poincaré

J question précédente

= (1—=2p)(1 —p) Remarque ——— ————
On pourrait également utiliser le
Conclusion : si r = —1, alors IP([XV\ =0|N[X; = O]) =(1—=p)(1—2p). lien entre la loi du couple (X, X2)
et les lois marginales.

1
2.c. En déduire que le coefficient r ne peut-étre égal a —1 que lorsque p = 5 et P([Xi+ X =1]) = 1.

D'apres les deux questions précédentes :
{ P
r=-1 <

Or, on doit toujours avoir :
e P([X; =0]N[X; =0]) >0, donc, puisque T—p > 0, on doit avoir :
1—2p =0

Autrement dit :

N —

P <
e et P([X; =1]N[X; = 1]) > 0, donc, puisque p > 0, on doit avoir :
2p—120

Autrement dit :

N —
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3. On suppose dans cette question que n est supérieur ou égal a 3 et que IP([SN =

3.b. Déterminer les n-uplets (xq, x2, ...

Par conséquent :

1
1 - 2
r=-1 < _an
]éP)H));‘ ; ? QK ; ?B ;8 / Sy = Xi + Xo et X1(Q) = X2(Q) = {0; 1}
1
p = 5
= 1 P(S,=0)=0
P(S - 2)) — 0 / SHQ) € 0,12}
]
— { P73
P([S,=1]) =1

1
Conclusion : r = -1 < p= 5 ET P([X\ + X5 =

ET SANS UTILISER CE QUI PRECEDE...

D'aprés la question 1.b. :

V(S2) = 2p(1 = p)(1 +1)
Ainsi :
r=—1 < V(5)=0
S (52 est presque-siirement constante égale a son espérance)

— P(S=2p) =1

Or S,(Q)  {0;1;2}. Donc nécessairement :
2p € {0;1;2}

Et comme p £ 0 et p 1, il reste :

Conclusion : r = -1 (p =

3.a. Exprimer les valeurs de p et r en fonction de n.

Puisque S, est presque-siirement constante égale a 1, on a :

E<SI’) =1 ' V(Sm) =0
Or:
L]
E(S,) =E Xi
( ) ; ) / linéarité de l'espérance
=) EX)
— J Vie [1;n]. Xi — Blp)
— Z/)
i=1
=np
Dot :
1
)= —
! n
e D'apres la question 1.b. :
V(S,) = np(1 — /))(1 +(n— 1)/')
Et, comme np(1 —p) =+ 0, il reste :
-1
" n—1
. -1
Conclusion : p = — et r = .
n 1 —1

n

m[X[ = x[]) est strictement

i=1

,x;) € {0,1}" pour lesquels la probabilité P

positive et la calculer.
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A retenir...
Une variable aléatoire est
presque-slirement constante ssi
elle est presque-stirement égale a
son espérance |

mRéflexe !
On pense a cela dés qu'on une
variable aléatoire constante; ceci
les caractérise méme !

Remarque

On peut aller plus vite sur ce
calcul bien évidemment... Et sans
doute se contenter de par linéa-
rité de lespérance, E(S,) = np.




e On sait que ]P(»SH = H) =1
Ainsi, les seuls n-uplets (x1, X2, ..., x,) € {0, 1}" pour lesquels la probabilité P

ment positive sont les n-uplets tels que [S, = 1] est réalisé.
Or, puisque pour tout i € [1;n], Xi(Q) = {0;1}, on a:

[

n

(X

1

xl}) est stricte-

Conclusion : les seuls n-uplets convenant sont donc (1,0, ...
vecteurs de la base canonique de R").

n

e Soit k €
o
D'apres la formule des probabilités totales avec (Ag, Ax
P(Xc =1]) = P((Xe = 11N A) + P([Xe = 1]NAL)
Or:

Xe =1]NAC[S, > 1]

D'ot, par croissance de IP : o
IP(:XA = 1]”1/\/\) < ]P([S” > 1])

Mais P ([S, > 1]) = 0. Dot :

Ainsi :

P(X = 1]NA)

. j question 3.a.

[1; n]. Notons Ay = ﬂfX, = 0]. On cherche donc la probabilité P ([X, = 1]) = P([Xy = 1]NA).

) comme systeme complet d'évenements :

Conclusion : Yk € [1;n], P | [Xy = 1]N ﬂ:X, =0

i=1

i+k

PARTIE I. LolS BETA-BINOMIALES A PARAMETRES ENTIERS

Soient r et v deux entiers naturels non nuls. On dispose d'une urne contenant r boules rouges et v boules vertes,
indiscernables au toucher. On effectue n tirages dans l'urne et, aprées tirage d'une boule, on remet la boule dans l'urne

en ajoutant une boule de la méme couleur dans l'urne.

Pour tout i € [1;n], on note X; la variable aléatoire qui prend la valeur 1 st une boule rouge est tirée lors du tirage i;

et qui prend la valeur O sinon.

On pose également, pour tout ( € [1;n], S; = ZX/,

j=1

Enfin, on note, pour tout i € [1;n], R; U'événement 'tirer une boule rouge au i-eme tirage’ et V; = R..

4. Interpréter, pour tout i € [1;n], les valeurs prises par la variable aléatoire S;.

=
<

Conclusion : pour tout {
tirages.

[1;n], S: prend comme valeur le nombre de boules rouges obtenues sur les i premiers

5. Ecrire une fonction Python prenant en arguments des entiers naturels non nuls r, v ainsi qu'un entier naturel n > 2

et renvoyant une réalisation de la variable aléatoire S,,.

1| import numpy as np

2

3l def simuleS(r,v,n):

4 S=0

5 R=r

6 V=v

7 for i in range(1l,n+1):

8 if rd.random()<R/(R+V): #si on tire rouge
9 R=R+1

10 S=S+1
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Remarque
Je sais, ce n'est pas du tout un
exercice d'algebre linéaire; mais
au moins, tout le monde com-
prend !

— Remarque
On retrouve alors le fait que
P([S, = 1]) = 1. On aurait

d'ailleurs pu utiliser ce résultat
pour en déduire p, en utilisant
le fait que toutes les probabilités
P([Xc = 1N A) sont égales
ap;donc P([S, = 1]) = np
(incompatibilité...).

% Classique ! %

Expérience assez classique d'urne

¢ de Pélya. Un cas particulier a
été étudié dans EML 2017 E -
Exercice 3.

X Attention | ——
L'énoncé ne demande pas de
déterminer S;(Q)...

Important !
L'expérience est classique et
simple. On s'entratne sur Python
pour étre en mesure de proposer
un programme qui convient !




else: #si on tire verte
V=V+1

return S

6. Donner la lot de X; puis déterminer celle de X;.
Remarquons déja que pour tout i € [1;n], X;(Q) = {0; 1}, donc X; suit une lot de Bernoulli.

e Par équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne :

Conclusion : X — % (

=)
r+vl

e D'apres la formule des probabilités totales avec ([Xfl =0],[X; = ﬂ) comme systeme complet dévenements :

]P([XZ B ”) B IP([XW =0ntx = ”) - IP([X1 =1inix. = 1]) P([X; = 0]) et IP([X; = 1]) sont non nulles
N IP([XW N ODIPW?O‘([XZ - ”) N P([XW - ’I])IP‘XFW ([XZ N 1])§ Doi;wtwp;(édam B
:r+VPWAMHE:U)+;ﬁ;Pm—MMé=1U

Ensuite :

* Supposons l'évenement [X; = 0] réalisé. Autrement dit, on a tiré une boule verte au premier tirage. Dans
ce cas, au moment du second tirage, l'urne est composée de r boules rouges et v + 1 boules vertes; et
donc, l'événement [XZ = 1] est réalisé si, et seulement si, on tire une des r boules rouge parmi les r+v+1
boules présentes dans l'urne.

Ainsi, par équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne :

E
HM%“@=1”:;:7;7
* De méme, on a :
r+1
Bpo—y(Pe = 1)) = 7
Par conséquent :
IP([X*T])* 1% r r r+1
S VI NV S u
rv+r(r+1)
T (r+v(r+v41)
riv+r+1)

)

r—+v

Conclusion : X;, — &% ( : )
r+v

7. 7.a. Soit i € [1;n—1]. Déterminer, pour tout k € [0; (]}, la loi conditionnelle de Xi1 sachant '‘évenement [S; = k|
Soit k & [0; (.
o Xi1(Q)={0;1}
e Supposons l'évenement [S; = k] réalisé. Autrement dit, on a tiré k boules rouges sur les i premiers tirages.
Dans ce cas, on a rajouté k boules rouges et i — k boules vertes a l'urne. Le (i + 1)-eme tirage s'effectue
alors dans une urne composée de r + v + i boules dont r + k sont rouges.
Ainsi, par équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne :

r+k

Pis—i (X = 1)) = P

Conclusion : pour tout k € [[0; (]}, la loi conditionnelle de X;; sachant 'évenement [S;

+ k
r+v+i

k] est la loi de

Bernoulli de parametre

7.b. En déduire :
E(S) + r

r+v+i
Soit i € [1;n—1]. Puisque S;(Q) = [0; i], on a, d'apres la formule des probabilités totales avec ([S; = k)

L) Vk € [0;i], P([S;=k]) +0
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vie[1n—=1], P(Xs =1]) =

comme systeme complet d'évenements :

P(Xir = 1) = > P([Si = kN [X1 = 1))

Remarque

St X suit une lot de Bernoulli,
alors elle suit la loi de Bernoulli
de parametre P([X = 1]) (qui
vaut ausst E(X)). Inutile donc de
calculer P([X = 0]).

mRéflexe !
On pense a la FPT a chaque fois
que la réalisation d'un événement
‘dépend’ de la réalisation d'un
autre... Classique donc pour des
expréciences avec successions ou
répétitions.

#) Rédaction
Il est important de savoir parfaite-
ment rédiger cette justification de
probabilité conditionnelle.

Important !
Bien évidemment, lorsqu'il s'agit
d'une loi usuelle, on attend sa
mention dans la conclusion !

Important !
Bien évidemment, lorsqu'il s'agit
d'une loi usuelle, on attend sa
mention dans la conclusion !

Remarque

ke[0:] E—
%uttle, ici, de justifier l'égalité

SHQ) = [0; 1]




0 J question précédente, licite car k parcourt [O; (]
‘ r+k

B Z]P([S[ a k])r—&-v—i-[

k=0

,] L L
_r+v+1,Q:Pus_kn+2:wws_kp) [
k=0 k=0 Si{Q) = [0; 1] donc Y P([Si =
- 1 E S ) k=0
Tyl rES
E
Conclusion : Vi € [1;n — 1], P([Xisy =1]) = %

R
7.c. Démontrer, par récurrence forte, que pour tout i € [1; n], X; suit la lot de Bernoulli de paramétre
B

e Initialisation. Pour i =1 :
Immédiat, d'apres la question 6. :

+v

initialisation vérifiée.

,
e Hérédité. Soit i € [1;n — 1]. Supposons que X, ..., X; suivent la lot de Bernoulli de paramétre
E
démontrons que X également.
D'apres la question précédente :
E(S)+r
IP([XM = 1]) =—
r+v+i
Or:
i
ES)=E[) X
=1 linéarité de l'espérance
[
=)_EX) :
=1 L) par hypothese de récurrence, Vj € [1;i], X; — £ ( p— )
L
=Y =
Pl +v
o r
v
Dot :

P([Xin =1]) =

Et ainsi, puisque X;11(Q)

S+ r

r+v
r+v+i

ir+r(r+v)
rtv

r4+v+i
r(i+r+v)
T (r V(v )
r
r+v

= {0;1}, on obtient X; 14 — Z (_:_—) - 'hérédité est établie.
r+v

Conclusion : Vi € [1;n], Xi <H.;"/}’( : )
r+v

8. Calculer l'espérance de la variable aléatoire S,.
D'aprés la question précédente, pour tout i € [1;n], X

de telles variables aléatoires et, par linéarité de l'espé

E(S,) =

c

} r o ,

— A (T ) Ainsi S, admet une espérance comme somme
r+v

rance, on a immédiatement :

nr
r+v

nr

Conclusion : .
r+v

E(S,) =

9. Calculer les probabilités PP ([S,

e Ona

J formule des probabilités composées, licite car ]P(\/} n..n V,y,w) +0
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KJ) =1 et iup([g[ — K]) = E(S)
k=0

* Subtil... %

Deux difficultés ici : c'est une

 récurrence forte (cest rare...) et
c'est une récurrence finie (c'est
aussi rare).




=P(Vi)Py, (V2) x ... x Pyn v, (Vi)

Soit ensuite k € [1; n — 1]. Supposons l'évenement V4 N ... NV, réalisé. Dans ce cas, on a tiré k boules vertes
lors des k premiers tirages; et donc le (k + 1)-ieme tirage s'effectue dans une urne composée de r + v + k
boules dont v + k sont vertes. D'ol, par équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne :

v+ k
IPVm mfk(\/kﬂ) - m
Ainsi, on obtient :
v v+1 v+n—1
P([S, =0]) =
([ ]) r+vr+v+1l r+v+4+n—1 Remarque ———
_/7—1 V+k ]P([Sﬂ = 0]) =
Tt vk Wetn=Drtv=1

(v—=1Hr+v+n—="1)

e De la méme fagon, on trouve :

r+v+k
n—1 n—1
. v+ k r+k
Conclusion : B[S, = 0]) = [ | === et B([S = n)) = | ==~

10. Soit k € [1;n —1].
10.a. Calculer la probabilité de U'évenement RN ..N RN Vi N...N V.
D'aprés la formule des probabilités composées, licite car P(RiN .. N R N Vier N...NV,4) # 0, 0n a:
P(Rq n...Nn Rk N \/k-1 n..N \/,7) = ]P(Rw) X Pfﬁ(RZ) X L.X IPRm “Rk,r‘(Rk) X ]PRm ﬁRk(\/k'H) X L.0X ]Pfgm NREN V41 m\/”i‘(\/”)
r r—+1 r+k—1 v v+n—k—1

r+vr+v+1 " r+v+k—1r+v+k r+v+4+n—1
C(rHk=DIvHEn— k=Dl +v =)
B (r—"1v—"D(r+v+n—1)

(r+k—"Dv+n—k—"1)(r+v—1)

Conclusion : P(RiN..NReN Ve NNV, = = =T £y =)

10.b. Combien l'évenement [S, = k] contient-il d'issues?
L'évenement [S, = k] est réalisé si, et seulement si, on obtient k boules rouges sur les n tirages effectués.

. n ) . .
Or,ilya P facons d'ordonner les k boules rouges obtenues parmi les n boules tirées.

. L . ny .
Conclusion : 'évenement [S, = k] contient (k) issues.

10.c. En déduire que

PW%=kD=(n)”+k_1mv+”—k—1wr+v—1ﬂ

k (r= v ="r+v+n—1)

n
D'aprés la question précédente, l'évenement [S, = k| est constitué de (k) issues; et ces issues sont toutes de

méme probabilité.

En effet, en reprenant le calcul de la question précédente, calculer la probabilité d'obtenir une issue composée
de k boules rouges et n — k boules vertes revient a :

e multiplier les mémes dénominateurs, dans le méme ordre (puisqu'on ajoute toujours une boule apres chaque
tirage) ;

e multiplier les mémes numérateurs, dans des ordres différents...

n
Par conséquent, l'événement [S, = k] est constituée de (k) issues qui sont toutes de probabilité égale a

IP(RW n.. ﬂRk NVigiN...N \/,7)

Conclusion : d'apres la question précédente, on obtient

P(S, -

= (7 (r+k=Nv+n—k="1r4+v—-"1)
])_(k) (r—Nv —Dr+v+n—1)

11.11.a. Justifier que pour toute bijection o : [1;n] — [1;n], on a:

V(X1, .4.,Xr,) S {0;1}”, ]P([X1 = X1] n..N [Xr, = X,,]) = P([Xgm = X1] n..N [Xd(n) = Xr,])

5 Pour info..

analogue a ce qui a
= été fait en question

précédente

Soit ¢ une bijection de [1; n] dans [1; n].Soit (x1, ..., x,) € {0;1}". Notons k = Card{i € [1;n] / x; =1} Une bijection de [1; n] dans

< [1; n] est aussi appelée permuta-

tion de [[1; n].
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n

e Remarquons que 'évenement ﬂ[X = x;| est l'événement élémentaire associé a l'issue consistant a obtenir

i=1

une boule rouge pour les tirages i tels que x; = 1 et une boule verte sinon.

n

e De la méme facon, l'évenement ﬂ[XUm = x;] est l'évenement élémentaire associé a l'issue consistant a

i=1

obtenir une boule rouge pour les tirages o(i) tels que x; = 1 et une boule verte sinon.

Or, ces deux issues contiennent toutes deux k boules rouges et n — k boules rouges.

Ainsi, d'apres la justification donnée en question précédente, elles ont la méme probabilité d'apparition.

Par conséquent :
n

P

i=1

ﬂ[Xf = x|

=P

ﬂ[Xatr):Xl } )

i=1

Y(x1, ... x) € {01}, P([X; = x]N ..

Conclusion : pour toute bijection o : [1;n] — [1;n], on a:

.N [X,, = X”]) = IP([XU(” = Xw] n..

N [Xo(m)

= X”])

11.b. En déduire que pour tout (i, j) € [1; n]* tel que i # j, on a :

P(X =1]n[X = 1)) = P([X = 1]n[X; = 1))

Soit (i, j) € [1; n]? tel que i # j. Considérons la bijection ¢ de [1; n] dans [1; n] définie par :

v (1) =ieta2) = (licite car i # j);
v oli) =1 et o(j) = 2 (licite car i + j);
v Yk e [1;n]\ {120/}, o(k) = k.

Alinsi, d'apres la question précédente :

V(X}, ...,XH) S {0;1}/7, IP([X1 - Xw]ﬂ Q[XH - X,7]) = IP([X - X1]Q[X/ = Xz}ﬂ[xu(g)

e D'ol, en sommant pour x, € {0;1} :

1
Y1, o xot) € {0,117 Y P([X0 = xln.n[X, = X)) =

xp=0

Or:

* d'apres la formule des probabilités totales, avec ([X” =0],[X, = ﬂ) comme systeme complet dévene-

ments, on a :

Y(x1, .., xar) € {011 IP([XW =

* et d'apres la formule des probabilités totales avec avec ([Xo(ﬂ)

complet d'évenements, on a :
V(x1, ... xom1) € {0; 1}”4,

IP([X, = X}]Q[X/ = Xz]ﬁ[Xg(g) - Xg]ﬂ.,.[Xg

Par conséquent :

V(1. o xom1) € {01377, P(IX0 = xi]n..nXost = xoa]) = P([X

e Puis (st n > 2), en sommant pour x,_1 € {0;1} et, de la méme facon avec les formules des probabilités

totales, on obtient :

V(X1, ...,X,,,Z) (S {0;1}”72, IP([X1 - Xq]m...ﬂ[Xn,Z - X,,,Z]) = IP([X[ - Xq]m[

e On réiteére...

On obtient finalement :

V(a.x) € {01}, P([X =

D'our le résultat, en prenant x; = x, = 1.

Xq]m

1

xp=0

X

> P(X = x]nX = x

- XS] N »--[X(I(n) - Xn”

N [XY*W - me'l]) - Z IP([XW - XW] n..n [Xw - Xm])

= 0],[Xom = 1}) comme systéme

(-1) = X)) = Z P ([X; = x1]N[X; = x]N[Xop)

Conclusion : pour tout (i, j) € [1; n]* tel que i # j, on a :

P(IX = 101X =1]) = P(1X = 10X = 1)

CONCOURS BLANC - EPREUVE 2 - Page 10/21

= Rappel...

Un événement élémentaire est
un évenement réduit a une seule
issue.

*Subtil...sk ————

Cette issue est bien définie car o
est une bijection de [1;n] dans
[1; n], donc (i) parcourt tout
[1; n] quand i parcourt [1; n].

= Pour info... ——
On dit alors que les variables
aléatoires Xj, ..., X,, sont échan-
geables.

Remarque —————

Il n'est méme pas nécessaire

de définir o entierement. On
pourrait se contenter de prendre
une bijection vérifiant o(1) = i,
0(2) =j, o(i) ="1et o(j) =2

]Q[Xn(z) = X;}ﬂ..vﬂ[xo(n) = Xn])

Xg]m,..ﬁ[xg(”) = X,,])

L]Q[XU[?J - XS]m‘n[XU(H—W) - Xn—1])

= )N Xe) = 3]0 Xo(n2) = anz])

— Remarque

Question difficile... En revanche, la
méthode n'est pas sans rappeler
le passage de la lot d'un couple

< de VA discretes a une des lois

marginales. Ici, on retrouve un
cas particulier de la loi du couple
(X1, X2) (ou (Xi, Xj)) a partie de la

loi du n-uplet (X1, ..., Xj).




11.c. En déduire que, pour tout (i, j) € [1;n]* tel que i # J, la variable aléatoire XiX; suit la lot de Bernoulli de

X rr+1)
parametre ———————.
(r+v)(r+\/+1)
Soit (i, j) € [1; n]* tel que i # j. Puisque X;(Q) = ={0;1}, ona:

X[X/(Q) c {0;1}
Or, puisque X; et X; ne prennent que 0 et 1 comme valeurs :
P(XX, = 1) = P(IX. = 1]n[X, = 1)
=P (X =1n[X =1])

r(r+1)
(r+v)(r+v+1)

question précédente

J calcul effectué en question 6.

2 , (r+1
Conclusion : pour tout (i, j) € [1;n]" tel que i # j, X;)X; — & ( A )

12.12.a. Démontrer :

ZX+2 XX

1<i<j<n
On a
n 2
)
S=|2%
i=1
n n
- Z X X]
i=1 j=1
n n
= ( Xi| =X
j=1 i=1
n n
= X1X/
j=1 i=1
- Z XiX;
(i) eln:n]?
= ) XX+ ) XX
(i.j)eltn]? (i.))e[1:n]?
= i#
n
Sy Y XN Y K |
— 1<i<j<n 1<)<i<n pour tout i € [1;n], X;(Q) C {0;1}, donc X7 = X;
symétrie des indices i et j dans la derniere somme

7ZX+Z XX

1<i<j<n

Conclusion : S? = Z)Q +2 Z XiX;.

i=1 1<i<j<n

nrv(r+v+n)
(r+v)2(r+v+1)
e Diapres les questions 7.c. et 11.c. :

* Yie [1;n], X[<—>ﬁ(

12.b. Démontrer alors que V(S,) =

=)

g rir+1)
* (i, /) [1:n]% (%/:>XX(_)A((/'+V)(/'+V+1)))'

T \ . I 2 . ; . ;

Ainsi, d'apres la question précédente, S; est une somme de variables aléatoires admettant une espérance;
2 ;

donc S; admet une espérance et :

(S)=E ZX+Z Y XX

1<i<j<n J linéarité de l'espérance

= E(X) +2

Z 1<Z< J rappels ci-dessus

Jj<n

N Z AN rr+1)

i=1 r+v 1<i<j<n (er\/)(/“Jr\/Jr” JCal'd({(l,j)éﬂﬁﬂ]]’}ﬂ<z</<n})7”LZ n

nr , rir+1

= + (n° — n)#

r+v (r+v)(r+v+1)
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A retenir...
Le produit de deux variables aléa-
toires suivant une lot de Bernoullt
est encore une variable aléatoire
qui suit une lot de Bernoulli.

mRéflexe !
On commence par déterminer l'en-
semble image de X;X; | L'égalité
XiXj(Q) = {0;1} est d'ailleurs
vraie...

Important !

Je fais le choix de détailler ces
premiéres lignes; mais on peut
bien évidemment passer directe-
ment a la 5°™ étape du calcul !

A retenir...
St X(Q) € {0;1}, alors X2 = X
(la réciproque est également vraie
d'ailleurs...).




e la variable aléatoire S, admet ainsi une variance et, d'apres la formule de Koenig-Huygens :

V(S,) = E(S;) — (E(Sa))°
e r(r+1) ~(nry?
VI L Py T v TR oy

nr(r+v)(r+v+1)+nn—="Nr(r+0)(r+v)—n’r’(r+v+1)

(r+v>2(r+v+1)

nr((r +V)(r+v+1)+(n—="1)(r+

Nr+v)—nr(ir+v+ 1))

(r+v)2(r+v
nr((r+ vi(r+v+T1)+ =1+

+1)
Nr+v)—nr(r+v)— n/’)

(r+v)2(r+v+1)
nr((/'+ vi(r+v+T1+(="T)(r+1)—nr)— nr)

(r+v)2(r+v+1)

/7r((r+ viir+v+1+nr—r+n—1—nr)— /7r)

(r+v)2(r+v+1)
nr((r +V)(v+n)— /7r)
(r+v2(r+v+1)
nr(rv +rn4 v +vn— nr)
(r+v)2(r+v+1)
nrv(r + v+ n)

J question 8.

nrv(r +v+n)

Conclusion : V(S,) = m

[Il. FONCTION BETA ET LOIS BETA-BINOMIALES A PARAMETRES QUELCONQUES

13. Soit (x, y) € R%.

1

2
13.a. Justifier que l'intégrale / 711 — t)¥"dt est converge
0

1
e Remarquons que la fonction t — t*'(1 — 1)V~ est définie et continue sur }O; ?[ donc l'intégrale

1

/ 11 — £)Y~"dt est éventuellement impropre en
0

e Ensuite :

v puisque l'm(w)(1 — )" =1 0ona (1 =ty
t— t

1 ,
v Vte ]Oi} =0 =0T >0

Ainsi, par critere de comparaison (par équivalence) sur les intégrales a intégrandes positives, les intégrales

1 1
/ t (1 — 1) dt e‘[/ t'dt ont méme nature.
0 0
Or:

ﬂx

st —x< 1.

nte st seulement si x > 0.

0 seulement.

1
b
fr”dr:j ——dt
0 o U7X

21 . . . :
Et / ——dt est une intégrale de Riemann (éventuellement impropre en 0) convergente si, et seulement

— Remarque

Avouons que ce n'est pas le cal-
cul le plus simple a mener... Je

le traite ici comme si le résultat
n'était pas donné ! Puisqu'il lest,
on peut bien évidemment dévelop-
per le résultat donné et retrouver
la forme développée de ce qu'on a
trouvé.

— &% L'idée !

‘intégrale convergente ssi .. :
nous fait penser a un critére
d'équivalence | Cest le seul qui
donne directement une CNS de
convergence (st l'intégrale étudiée
n'est pa calculable). Sinon, on
peut procéder en établissant

la convergence st x > 0 et la
divergence si x < 0, mais clest

plus long..

0

Conclusion : l'intégrale j 11 — 1)V~ "dt est convergente si seulement si x > 0.

Remarque

On pourrait aussi commencer
par traiter séparément le cas
x > 1 pour dire que, dans ce cas,

1
Lintégrale / S = e de
0

n'est pas impropre en 0; mais ce
n'est pas nécessaire.

1
5

1—¢
/ F1(1 =ty dt =
7

13.b. Pour tout réel € tel que 0 < € <

1 1—¢
Soit € € |0; 5 [ Effectuons le changement de variable t = 1 — u dans l'intégrale / P11 — 1) dt
1
1
t = 1—u _ dt = —du _ t= 5 1—¢
u = 11—t ' du = —dt ' - T .
2

1

jz B — 1y dt

établir a l'aide d'un changement de variable affine, l'égalité :
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Ce changement de variable est bien licite car affine, non constant.
On a ainsti : X Attention !
St on oublie les parenthéses

1—¢ € autour de (—du), on transforme un
/ t* 1(1 —t)Y Tdt = / (1—u) Ty 1(7(1[,) produit en somme... Quand-méme...

1

NI—

1

= / (1—uy"uvdu
Fl,v
:/‘(1fr)* "1t

1 1—¢ 7
Conclusion:VsE]O;i{, / t 1(1 —t)Y 1dt:/ tY 1(1 —t)" ldt.
1 P>

1 , .
#) Rédaction ———
13.c. En déduire que l'intégrale / 711 — 1)y dt est convergente si et seulement si x > 0 et y > 0. Il ne me semble pas nécessaire
0 ici, d'étudier la continuité de

e D'apres la question précédente, en étudiant la limite lorsque € — 0, on obtient que les intégrales | lintégrande..
1

} 1
/ £ — 1)y dt et / t9 (1 — ¢ty "dt ont méme nature.
1 0
1

Or, d'apres la question 13.a., l'intégrale / f‘/’w(1 — r)*”dr est convergente, si, et seulement si, y > 0.
0

1
Par conséquent, 'intégrale j 7' (1 — 1)V "dt est convergente si, et seulement si, y > 0.
1

)

1
e Enfin, par définition, on sait que l'intégrale / t"’1(1 - r)‘/*“dr est convergente si, et seulement si, les
0
1

: 1
intégrales / t N1 =19V dt et / t*7'(1 —t)~"dt sont simultanément convergentes; ce qui, d'aprés la
0 Y

question 13.a. et le point précéden{, n'est le cas que lorsque x > 0 et y > 0.

]
Conclusion : l'intégrale / 11 — )V "dt est convergente si et seulement si x > 0 et y > 0.
0

1
» Dans toute la suite du probléeme, on pose : ¥(x, y) € (R™)?, B(x,y) = / 71— 1) dt.
0
14. Etablir les deux résultats suivants :
¥(x,y) € R, Blx,y) = Bly,x) ; V(x,y) € R™) Blx,y) >0

— X Attention !
1 Changements de variables (autres
e Immédiat en effectuant le méme changement de variable qu'en question 13.b. sur / £ 1(1 — 1)V 'dt, qui est | quaffines non constants) et IPP
0 ne sont pas autorisés sur les
bien licite sur cette intégrale impropre, car affine non constant. ( intégrales impropres |
o T En revanche, un changement de
e Soit (x,y) € R™. variable affine (non constant)
On sait déja que pour tout £ <]0; 1, (1 —¢)/"" = 0. Ainsi, par croissance de l'intégrale, licite car 0 < 1, on | conserve la nature d'une intégrale
a- impropre et est autorisé.

B(x.y) =0
Ensuite :
ot tf 1(1 —t)Y ! est continue sur 10:1];
Vot (1= 1)V est positive sur |0; 1],
Et on sait que l'intégrale d'une fonction continue et positive (sur un intervalle non réduit a un point) est nulle
si, et seulement si, cette fonction est nulle : ce qui n'est pas le cas!

Par conséquent :
B(x,y) >0

Conclusion : Y(x, y) € (R**)?, B(x,y) > 0.

15. Soient x et y des réels strictement positifs.

15.a. A laide d'une intégration par parties, établir la relation : B(x + 1, y) = 3 x Blx,y +1).

Ona: 1
Bix+1,y)= / (1 — )" dt
O B X Attention !
Soient A, B €]0; 1] tels que A < B. Effectuons une intégration par parties dans j (1 —t)v"dt. E;aospilsPlP sur les intégrales im-
Ut t* \ a
Posons : vt ;1(1 g Les fonctions u et v sont € sur le segment [A, B] et pour tout t € [A, B] :
y
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u'(t) = xt*!
Vit = (11—t
Par intégration par parties, on obtient :

B —1 o B _x
“/ﬂmfw*m:{fﬁmfw}ffr—wwmfwm
A Yy A A Y

—1 1 B
:Afﬂmf&umﬂmwa+5/r“mfwm
y y Y Ja

Or :

e x > 0, donc kinbA* =0 et ainst :
1
lim —AY(1 —A)Y =0
A0 Y

e y >0, donc /glm‘(T — B)Y =0 et ainsti :

1
lim —B*(1— B)Y =0
B >Wg

1 1
e les intégrales / (1 — 1)Y= dt et / 711 — t)¥dt sont convergentes.
0 0

D'ou, en passant a la limite lorsque A — 0 et B — 1, on obtient :

1 1
/ﬂmfw*m:/r”mfwm
0 0

Cmmmam1;3u+m,w::33u;g+1y

15.b. En déduire l'égalité : B(x,y +1) = j_ < B(x, y).
Xty

Raisonnons par équivalences...

On a, puisque x +y +0ety +#0:

Bix,y+1) = —9— « Bix,y) e “TYBx, y+1) = Bix, y)
X4y y
ggwg+n+5wg+n:5wm

J question précédente

11

B(x+1,y)+ B(x,y +1) = Bx, y)

1 1
B(x+1,y)+Blx,y+1)= | t(1—1Y"dt +j (1 — 1)/ dt
0 J linéarité de l'intégrale
1

S— S—

e =0 (4 (1= 1)) dt
0

= B(x, y)

La derniere égalité est vraie, ainsi, par équivalences, la premiere également.

y
X+y

Conclusion : B(x,y+ 1) = < B(x, y).

» Pour tout réel z, on considére la suite (z["’]) définie par :
meN
V=1 et YmeN, 2"V = (z+m) x 2"

16. Soit (x, y) € (R™)2. Démontrer, pour tout couple (k, £) d'entiers tels que 0 < k < ¢, la relation :

XK g[l’—k]
B(x+k,y+¢—k)= W x B(x, y)
Procédons par récurrence (sur k).
e Initialisation. Pour k =0 :
Puisque X0 = 1, il s'agit d'établir :
‘ y"
Ve >0, Bx,y+¥¢) = WB(X, y)

Pour cela, procédons par récurrence.

* Initialisation. Pour ¢ =0 :
Immédiat, puisque ¢y = (x 4 ¢)° = 1.
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& Méthode !

Quand on manque d'inspiration
pour établir une égalité /| inéga-
lité, il est souvent intéressant de
travailler par équivalences pour
transformer le résultat a établir en
un résultat qui nous semble plus
élémentaire a démontrer.

— Remarque

On peut également faire une
récurrence sur £.

Dans ce cas :

o l'initialisation se passe sans
encombre...

e dans 'hérédité, il faut séparer
lecas k = ¢+ 1ducas k €
[0; €] (ce dernier utilise 'HDR).
Mais le cas k = £ + 1 n'est pas
trivial... et demande en fait un
raisonnement analogue a celut
fait dans l'initialisation de la
récurrence présentée dans le
corrigé.

Remarque

On peut se contenter d'un raison-
nement "de proche en proche” en
utilisant la relation de la question
15.b...




* Hérédité. Soit ¢ € N.

[ [e+1]
Supposons que B(x, y + ¢) = WB(X, y) et démontrons que B(x,y + ¢+ 1) = WB(}(, y).
D'apres la question 15.b., licite car x > O ety +¢ > 0:
y
Blx,y+¢+1)= B(x,y+7¢
.y ) X4y by ) J hypothése de récurrence
4
Yy oy
= ——B
x4y (x +y) )
041
_ Yy
" g oY)
L'hérédité est ainsi établie
el
On a ainst démontré V¢ > 0, B(x,y +¢) = %B(X y) : Uinitialisation (de la récurrence sur k) est ainsi
X+ y)
vérifiée.
XK yle=k
e Hérédité. Soit k € N. Supposons V¢ > k, B(x + k,y + ¢ — k) = W x B(x, y)" et démontrons
AR le—k=T /
g S T . .
Ve k+1 Bx+k+1,y+0—k—1) BT B(x, y)"
Soit ¢ > k+1. On a, d'aprés la question 15.a., licite car x+k+1>0ety—¢—k—1>0 (car ¢ > k+1):
k
Bix+k+1y—b—k—1)= —F5 Btk y—0—k
y—~0—k—1 J hypothése de récurrence

x+k X ylek
_ B
Y= T—k—1 (xgpd 2xY)

X[kﬂ

[0—k—1] _ oy o

y < (y—€—k=1)

= B
(y—€—k="x+y)" )

k1 y[é—k—W
T g

yyyyy

Conclusion : pour tout couple (k, ¢) dentiers tels que 0 < k < 4,

Bix + k,y +0—k) = Myt B(x, y)
Xtk y+0— ————— = Blx,
’ by ’
n a[k] x b[n*k]
17. Soient a et b des réels strictement positifs. Pour k € [0, n], on pose : py = (k) T

17.a. A laide de la relation obtenue dans la question précédente, démontrer que la suite (Pr)keo.ny définit une Lot
de probabilité d'une variable aléatoire a valeurs dans [0; n].

e Puisque a >0 et b >0, on a déja:

vk € [0;n], add>0 ; b”’”}O

Dot :
Vk € [0;n], pr =0
e Ensuite :
n Mbn k]
Pk =

Z ; (0 -+ b) ! ) question précédente avec x = a, y = b, ¢ =n,

n lcite car k parcourt [0; n] et que B(a, b) # 0
= " B(G thkb+n— k) (question 14.)
 \k Bla, b)

1 ~ In
Bmm%%(JBm+kbnM

1 n /] f—1 bn—k—
o ot 1t b+n—k Wdt
B(G, b) Z (k) 0 ( ) ) linéarité de l'intégrale
_ a b / Z ( )ta}k 1 r)b{n k 1df

- tn+/\ 1 ¢ b+n—k—1dt
o | 3 (1)

1

1 n
n
t(/—1(/| o t)l)—‘l ( ) l,k(»] o [)n—k dt
B(a, b) /0 k=0 k J formule du bindme de Newton
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Conclusion : la suite (py)refo.qg définit une loi de probabilité d'une variable aléatoire a valeurs dans [0; n]. |

» On dit qu'une variable aléatoire S suit une lot béta-binomiale %B(n; a, b) si S(Q) = [0, n] et si :

n) a[k] x b[n*k]

Vk € [0,n], P([S=k]) = (k (a+ b

17.b. Calculer 1™ pour tout m & N.
Soit m € N. On a:
o 1% =1
o 1 =1.100=1
o 11 =2,11=2
o 1M =3,14=6
o 11 =14,10=24
Conjecturons donc :
vm e N, 1" = mI
Démontrons ce résultat par récurrence.
e [nitialisation. Pour m =0 :
Ona 1% =1 = 0! : initialisation vérifiée.
o Hérédité. Soit m € N. Supposons que 1™ = m! et montrons que 1"+ = (m + 1)1,
Ona:

»]/NH . (»] +I77> < qlm
(m+1)m!
(m+1)!

J hypothese de récurrence

['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : Ym € N, 11" = m!.

17.c. Reconnatltre la lot A(n;1,1).
Soit X une variable aléatoire suivant la loi #A(n; 1, 1). Par définition :
Q) = [0;n];

v et, pour tout k € [0; n] :

- ()5

n k!(n — k)!
k 2lnl
nl

J question précédente

n , . ;g
2 J en procédant comme en question précédente

Conclusion : la lot Z(n;1,1) est la loi /?/([[O; /7]])‘

17.d. Soit S une variable aléatoire suivant la lot béta-binomiale A(n; a, b).
17.d.t. Démontrer que E(S) = na

a+b’
On sait que S(Q) = [0; n]. Ainst S(Q) est fini, donc S admet une espérance; et :

= ik]P([S =

kbm k]

Ba+/< b+/7f/<)
. b)

B(a, b) #+ 0

:(k

n

/(( ) j tu+/\ W(W o I,)lﬂrnfka(“,
—0 0 ) linéarité de l'intégrale
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(k) G + b l question 16. avec x = a, y = b, licite car
) a,b >0 et que k parcourt [0; n]; et puisque

Important !
It faut prendre le temps néces-
saire sur cette question et avoir
les points...

— Remarque

La récurrence ayant été faite en
question précédente, il est bien
entendu possible d'aller plus vite
ict et donc de ne pas justifier
que 2" = (n 4 1)!; d'autant
plus que la question suivante
sera l'occasion de prouver que la
manipulation des quantités al*!
est maitrisée.

o




1 < ( n ) a+k—1 b+n—k—1
B k(7)1 =y dt
B(ab)/o 2K,
1 rl n\ ik
- 55 ) kzk(k)t k
1 1
:B(a,b)j -0 (Zk( )

1 L
- a— 1 — b—
B(a,b)/o (1 — )P ntdt

1(/] o t>b+/77k71dt

aléatoire Y — AB(n, t), o t €]0;1]

H k dt
J en reconnaissant l'espérance d'une variable

n
a B(G'b)B(0+1’b) J question 16. avec k = ¢ =1
n al'l
= Blo.5) @+ o)
_na
a+b
Conclusion : E(S) = e .
a+b

Vérification ———
+,Résultat cohérent avec ceux des

questions 8. et 17.d..

17.d.ii. Soit Y une variable aléatoire suivant la lot binomiale de paramétres n et t, avec t €]0;1].

Déterminer E(Y(Y — 1)) puis en déduire lespérance de S(S — 1) ainsi que la variance de S.

e |a variable aléatoire Y(Y — 1) admet une espérance, car Y(Q) est fint et :

E(V(Y—=1) =E(Y*-Y) S
J linéarité de l'espérance

=E(Y*) —E(Y)
B J formule de Koenig-Huygens
=V(Y)+ (E(V))" —E(Y)
=nt(1 —t) +n’t> — nt
= n(n—NF

e Puisque S(Q) = [0; n], S(Q
et, par theoreme de transfert .

:Zk(kfﬂ(Z)]P([S:k])
n\ a¥plr=+
:Zk(k*”(k)(uﬂ;)”
Bla +k,b+n—k)
- /<(/<—1)(n)
Z ;

B(a, b)
,] n
-y kK
B(a,b)g (

1
/I) (Z) / I,a+k—1 (»] o f)/7+/7—/<—1 dt
0

o 1 1 a—1 b—1 . n « n—k
,B(a,b)/of (1—1) (;k(k”(k)fﬁﬂ dt

1
= B(; b /0 71— ) n(n — N dt

n(n —1)B(a + 2, b)

Bl(a, b)

n(n—1) a?pl

B(a, b) (a+ b)2
_n(n—="a(a +1)

(@ +Db)a+b+1)

NN N

linéarité de

) est fini, donc la variable aléatoire S(S — 1) admet une espérance

question 16., comme en question précédente

l'intégrale

en reconnaissant E(Y(Y — 1)) sous forme de

somme, par théoreme de transfert

J question 16. avec ¢ = k =2

e Enfin, S(Q) est fini, donc S admet une variance et d'aprés la formule de Koenig-Huygens :

2
V(S) = E(S7) — (E(9))
—E(S(S—1)+5) - (E(9))
J linéarité de l'espérance, point précédent et question précédente
n(n—"Ta(a +1) na n’a’
S (a+b)la+b+1)  a+b

(U + b)z J calcul identique a celui de la question 12.b.
nab(a + b+ n)
(a4 b)?(a+b+1)

nab(a + b+ n)

Conclusion : V(S) = (@+tba+bt1)
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18. Soient @ et b des réels strictement positifs.

On considére a présent une famille (Y;)icqi.ny de variables aléatoires & valeurs dans {0;1} telles que :

e pour tout (i, /) € [1;n]* tel que i # j, on a :
i, y) € {0:13, P(Yi = yiln[Y; =
o la variable aléatoire Y; + Y5 suit la loi #(2;a, b).

18.a. Déterminer, pour tout (i, j) € [1;n]° tel que i # j, la loi du
Soit (i, j) € [1; n])* tel que i # j. Puisque Y{(Q) =

P(lY, = 0]n[Y, = 0) ; P =0]n[y;=1)

e D'apres l'énoncé :
P([Y. = 0Ny, = 0]) =

yl) =P(Yi = yln[V2 =y)])

couple (Y, Y)).

Y;(Q), on cherche les probabilités suivantes :

P([Yi=1]n[y; =0]) ; P(Yi=1]n[Y;=1])

P([; = 0]n[Y; = 0)

—0]n[Y, = 0]

J Yo+ Yo B(2;a,b)

Ensuite, puisque Y;(Q) € {0;1} et Y1(Q) € {0;1}, on a:
Yi+Y,=01=[Y
Dot :
P([Y; = 0]n[Y; = 0]) = P([Y + ¥, = 0])
2\ gl
- &J(a4—mﬂ
B b(b+1)
" (a4 b)a+b+1)
Conclusion : P([Y; = 0]N[Y; = 0]) = bb + 1)

e En utilisant la relation
Y(yi,y,) € {0; 1},
avec (y., ;) = (0,1) puis (4., y,) =
P([Y, = 0]n[Y, = 1)) = P([y: = 0]n[Y> = 1))
En particulier (en prenant i = 2 et j = 1), on obtient :

P([v; =0]N[Y, =1])

P([Y; =y n[Y;

Et ainsi :
P([Y, = 0]n[Y, = 1]

* Ensuite, puisque Y4(Q) C {0;1} et Y4(Q) C

(a4 b)a+b+1)

=y))) =P(Vi = yln[¥2 = y)])

(1,0), on obtient successivement

P([Y, = 1]n[Y, = 0)) = P([Ys = 1]n[Y, = 0])

—P([v; =1]n[¥, = 0])

— P(1Y, = 1Ny, = 0)
{0;1}, on a:

Yi+Yo=1]= (% =0]n[¥o = 1) U (¥s = 1]n[¥ = 0))
Ainsi :
]P([Y+Yzf1) (( ﬂ[Yzfﬂ)U([Y 1]ﬂ[YZ:O])) }
IP([Y 0] [Yz _ ”) " ]P([Y ” n [Yz _ 0]) J LH(OI]]I[)rJIL/bl‘llle de [Ys =0]et [V
_ 21P([Y1 _ 0] n [YZ _ 1]) J ce qui précede
* Vi+ Y, — HB(2;a,b) dol:

P([Y:+ Y, =1])

D'oli, d'apres le point précédent :

P([Y, =0]n[Y, =1]) =

Conclusion : P([Y; = 0]n[Y; =1]) = P([V; = 1]N[Y,

e A nouveau :
Py =100y, = 1) =
Q) C {0;1} et Y5(Q) € {0;1}, on a:
Vi+Y,=2]="

Et, puisque Yi(

Dot :

(Y, = 1n[Y, = 1)) =PIV, + ;=

2\ a?plo
*(2La+mm

- [

m+mm+b+n

ab
(@ +b)a+b+1)
ab

:OD:(a+mm+b+1y

P(V; =1]n[Y, = 1))

—1]n[Y; = 1]

2)

J Y, + Y > B(2;a,b)

Remarque

Question intéressante, dont la
méthode est un peu a l'envers...
En effet, habituellement, on déter-
mine la loi de la somme Vi + Y
a partir des lois marginales et/ou
de la loi jointe.

ala+1)

(a+b)a+b+1)
ala+1)

Conclusion : P([Y; = ) = (a+b)a+b+1)

N[y, =1
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Y
I
Yi Y ! Vérification
C lusi 0 b(b + 1) ab Apres tous ces calculs, on vérifie
oncLusion : rapidement que la somme de ces
(a+b)la+b+1) (a+b)la+b+1) 4 probabilités vaut 1; ce qui est
1 ab ala +1) le cas, ouf !
(a+b)la+b+1) (a+b)la+b+1)
18.b. Déterminer, pour tout i € [1;n], la lot de la variable aléatoire Y. A retenir...
Soit { € [[1;/7] St X(Q) ¢ {0;1}, alors soit X

_ suit une lot certaine (ou quasi-
e Ona deJa Y[(Q) C {O, 1 } certaine), soit elle suit une lot de

e Ensuite, soit j € [1;n] avec j # i. D'apreés la formule des probabilités totales avec ([Y; = 0],[Y; = 1]) |Bernoulli de paramétre p €[0; 1],
A o ) qui est alors égal a P([X = 1]).
comme systeme complet d'évenements :

P([Y, = 1)) = B(Y; = 0]n[¥; = 1]) + B([Y, = 1]n[¥ = 1)
ab +a(a +1)
(@t b)a+b+1)
ala+b+1)

(@a+b)a+b+1)
a

a+b

J question précédente

Conclusion : V; — % ( ¢ )
a+b

18.c. Soit (i, j) € [1;n]? tel que i # j. Calculer la covariance puis le coefficient de corrélation linéaire du couple
(Y., V), noté (Y., V)
e Puisque Y; et Y; admettent un moment d'ordre 2 (elles suivent chacune une méme loi de Bernoulli), la
covariance du couple (X;, X)) existe; et, par formule de Koenig-Huygens :

Cou(Y,, ¥;) = E(Y,Y)) — E(V)E(Y))

| ! J théoreme de transfert et question précédente
2
a2
- E E Utg/IP([Yt:sz]m[)//:g/])i(a+b)z

yi=0y;=0

Py =1y, =1) - 2

(U + b)Z question 18.a.
B ala+1) a’

(a+b)a+b+1) (a+b)

_a (@+1)a+b)—ala+b+1)
T a+b (a+b)a+b+1)
o a b
Ca+b(a+b)at+b+1)

ab

(@a+b)2(a+b+1

. - ab
Conclusion : QO\/(Y[, Y/) = m

e Puisque V(Y;) = V(Y)) # 0, p(V;, Y)) existe et :

Cov(Y;, Y))

P = Ny o
(Y)V(Y)) V() = V() = ;
ab (a+Db)

_ (a+b)’(a+b+1)
o ab
(a+b)?
B 1
Ca+b+1
Conclusion : p(Y;, V) = L
PO =

18.d. Soit (i, j) € [1; n]? tel que i # j. Etablir

Py ([V; =

Puisque P([Y; =1]) # 0, 0n a :

P(1Y =101, = 1)
]P([Yl = H) J questions 18.a. et 18.b.
a+1
a+b+1

Ppy—q([V; = 1]) =
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a+1

Conclusion : Py, _q/([Y; = 1]) = PSR

18.e. Compléter le programme suivant de sorte que l'exécution de simuleY1Y2(a,b) renvoie une réalisation du
couple (Y7, Y2).

1| import numpy.random as rd
2

5 def simuleY1Y2(a,b):

4 if rd.random()<a/(a+b):
5 Yi=1

6 if ...

7 Y2=1

8 else:

9 Y2=0

10 else

"

12 if ...

13 Y2=1

14 else

15 Y2=0

16 return (Y1,Y2)

L'idée est de simuler une réalisation de la variable aléatoire Y;. Ensuite, deux cas de figure :
e Si[Y) = 1] est réalisé : alors, d'aprés la question précédente, l'évenement [Y> = 1] a une probabilité
a+1

a+b+1
e Si[Y; = 0] est réalisé : alors, on doit commencer par déterminer la probabilité que l'évenement [Y> = 1]

de se réaliser; sinon, c'est [Y> = 0] qui se réalise.

se réalise...
En procédant comme en question précédente, on trouve :

P“ﬂ“%:1”70+2+1
1| import numpy.random as rd
2]
3 def simuleY1Y2(a,b):
4 if rd.random()<a/(a+b):
5 Yi=1
6 if rd.random()<(a+1)/(a+b+1):
7 Y2=1
8 else:
9 Y2=0
10 else
7" Y1=0
12 if rd.random()<a/(a+b+1):
13 Y2=1
14 else
15 Y2=0
16 return (Y1,Y2)

18.f. Soient p €]0;1[ et r €]0;1][. On souhaite simuler la réalisation d'un couple (Y7, Y2) de variables aléatoires
suivant toutes deux la loi de Bernoulli de paramétre p et dont le coefficient de corrélation linéaire est égal a r.

18.f.i. Expliquer pourquot le programme suivant ne permet jamais d'obtenir une telle simulation.

1| import numpy.random as rd

s def simule(p,r):

4 Yi=rd.binomial (1,p)
5 Y2=rd.binomial (1,p)
6 return (Y1,Y2)

Ce programme ne peut pas convenir car il permet de simuler la réalisation d'un couple (Y7, Y5) dans

lequel Y; et Y5 suivent des lois de Bernoulli de parametre p indépendantes.
) : - o - L . ' 5 , = Rappel...

Or on souhaite que le coefficient de corrélation linéaire soit égal a r, qui est non nul. Par conséquent, ) o

Y, v Stre indé | St X et Y sont indépendantes (et
1 et ¥, ne peuvent pas étre independantes. admettent une espérance), alors

18.fii. Expliquer comment utiliser la fonction simuleY1Y2() pour répondre au probleme. Cov(X, ) = 0 donc p(X, V) = 0.

a
e On vérifie sans mal que st Yj — & (T) et que la lot conditionnelle de Y, sachant [Y; = 0]
a+b

et sachant [Y; = 1] est donnée par les valeurs de la fonction simuleY1Y2(), alors Vi + Y, —
A(2; a, b) et on peut donc appliquer tous les résultats de la question 18..
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e Dans ce cas, 'exécution de simuleY1Y2(a,b) renvoie une réalisation d'un couple (Y7, Y) suivant
la lot de Bernoulli de parametre p et dont le coefficient de corrélation r vérifient tous deux :

T
P=axb "Tatb+1
Or:
p - a
a+b (a+b)p =a
B 1 o {a+b+1 =1
a+b+1
(p—MNa+pb= 0
—
ra+rb=—r+1 prhko
(p—MNa+pb=
/;<—[)71/77r/1 —rb=(p-"101-r) J/'%O
p(1—r)

L Lp0 1)
r

Conclusion : pour simuler la réalisation d'un couple (Y;, Y5) de variables aléatoires suivant toutes
deux la lot de Bernoulli de parameétre p et dont le coefficient de corrélation linéaire est égal a

r, il suffit d'exécuter simuleY1Y2(a,b) avec a = M et b = w
r r

ok ok ke FIN sk ke kok
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