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CONSIGNES A LIRE !

La qualité de la rédaction, le soin porté & la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont des
critéres importants dévaluation.

Quelques précisions :

o | la copie doit étre prise de sorte que la marge se situe d droite de chaque page, |

e la premiére page de la copie doit rester vierge et sera réservée aux appréciations,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
e les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document nest autorisé.

Si, au cours de lépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur dénoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

"Une des clés du succés est la confiance en soi. Une des clés de la confiance en soi est la préparation.’
Arthur Ashe

X Attention !
Les arguments | éléments qu'il ne fallait pas oublier... Les éléments surlignés ne sont
Les arguments / éléments non notés mais qui font tellement plaisir... pas les seuls éléments de ba-

reme ! Ils sont simplement ceux
qui ont souvent été oubliés...
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1. Questions de cours en Python. Répondre aux trois questions suivantes sans utiliser la fonction max et la

commande count existantes en Python.

Petite remarque
Dans les questions 1.a et 1.¢ il

1.a. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de monmax (L) renvoie, pour L une liste de réels, le maximum
de ces réels.
1|def monmax(L):
2 m=L[0]
3 for x in L:
4 if x>m:
5 m=x
6 return x
1.b. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de monmax_bis (L) renvoie, pour L une liste de réels, le
maximum de ces réels ainsi que le rang de sa premiére occurrence.
1|def monmax_bis(L):
2 m=L[0]
3 rang=0
4 for k in range(1,len(L)):
5 if L{k]>m:
6 m=L[k]
7 rang=k
8 return m,rang
1.c. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de monmax_ter(L) renvoie, pour L une liste de réels, le
maximum de ces réels ainsi que son nombre d'occurrences.
1|def monmax_ter(L):
2 m=L[0]
3 c=0
4 for x in L:
5 it x>m:
6 m=x
7 c=1
8 elif x=m:
9 c=c+1
10 return m,c

est aussi possible de parcourir la

< liste sur les rangs.

Ce probleme a pour objet l'étude du nombre de fois ol, dans une recherche séquentielle du maximum de n entiers
distincts deux a deux, celui-ci est amené a changer de valeur au cours de l'exécution de l'algorithme.

PARTIE | - QUELQUES RESULTATS PRELIMINAIRES

Les sous-parties A et B sont indépendantes l'une de l'autre, leurs résultats seront utilisés dans la suite du probleme.

SOUS-PARTIE A

Dans cette sous-partie, n désigne un entier naturel. On note # = (P, ...

, P,) la base canonique de R,|[x].

2. Donner, pour tout k € [[0; n], lexpression de Pi(x) en fonction de x.

Conclusion :

pour tout k € [0;n]], on a: Vx € R, Py(x) = Xk,

3. On considére l'application ¢ qui a toute fonction polynomiale P € R,[x] associe la fonction ¢(P) définie par :

3.a.

e Endomorphisme.

Vx €R, @(P)x) = P(x + 1)

Démontrer que l'application ¢ est un automorphisme de R,[x].
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% Soient A, pr € Ret P, O € R,[x]. Montrons que @(AP + uQ) = A@(P) + pe(Q).
Pour tout réel x, on a :
PAP + pO)(x) = (AP + pQ)(x + 1)
=AP(x 4+ 1) 4+ pO(x + 1)
= Ap(P)(x) + pe(O)(x)

J par linéarité de l'évaluation en x + 1

Dot :
QAP + p0Q) = Ap(P) + pep(0Q)

'application ¢ est donc une application linéaire.

* Soit ensuite P € R,[x]. Il existe alors des réels ay,...?a, tels que pour tout x € R, P(x) = Petite remarque
n
K ‘ Cette partie n'est pas difficile,
Z ayx".D Dans ce cas, pour tout x & R: mais il faut savoir la rédiger

k=0 parfaitement |

n

P(P)x) =D alx+1)*

k=0

Or, pour tout k € [0;n], x — (x + 1)* est une fonction polynomiale de R,[x]. Par conséquent,
o(P) € R,[x].
On a ainsi établi :

VP € R,[x], ¢(P) € R,x]|

Conclusion : ¢ est un endomorphisme de R,[x].
e Bijectivité.
Soit P € R,[x]. On a :
P & ker(¢p) <= ¢(P)=0
«— Y eR, Px+1)=0
«— Y eER, Px)=0
&= P =0gr,«

Par conséquent ker(¢p) = {Og, s} et donc ¢ est injective.

Conclusion : ¢ est un endomorphisme injectif de R,[x], donc ¢ est un automorphisme de R,[x]

3.b. Déterminer la matrice M de ¢ dans la base canonique de R,[x].

Soit k € [0; n]. On a, pour tout x € R : Petite remarque
Traiter seuement ¢@(Py), ¢(P1),
- @(P>) et @(P,) semble toutefois
(p<Pk)(X) P (X - 1) bien insuffisant.. On attend de
= (x+ ’I)k vous un cas général !

J formule du bindme de Newton

i=0
X
k
- Z ( ; ) ’Dz (X>
i=0
Par conséquent :
X
B k Important !
(p(Pk) N Z ( [ ) P Pour remplir la matrice, il faut
=0 bien ¢(Py) en fonction des
Dot : Po, P1, ..., Py.. Et pas @(Pg)(x)..
0 1 2 n
0 0 0 0
1 2 n
0
1 1 1
Mat s (@) — : 2 n
atz(¢) : 0
2 2
; ; (,5)
n
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3.c.

1 1 1
0 2 n
: n
Conclusion: M= | = 0 T 5
0 0 1

Déterminer la matrice M.
On pourra considérer l'application Wy est qui & toute fonction polynomiale P € R,[x] associe la fonction
Y(P) définie par :

Vx € R, Y(P)(x) = Px —1)

e Remarquons déja que la matrice M est inversible car ¢ est bijectif
e Soit P € R,[x]. Notons Q = ¢y(P). On a ainsi, pour tout x € R :

P((P))(x) = ¢(Q)(x)
=QKx+1)
=P((x+1)—1)
=P

Par conséquent :
poy(P)="F

On a ainst établi :
VP € R,x], poy(P)=P
Conclusion : ¢ o ¢ = idg,y, et donc = ¢~ .
e On déduit alors :
M~ = Matz(¢))
Et, de la méme fagon qu'a la question précédente, on a :

k

et =3[

i=0
Ty
0 1 =2 ... (=1""n
: b (n
Conclusion: M= | ¢ 0 T (=) (2)
0 0 1

4. On considére (ag, a1, ..., a,) € R™ " et (bg, by, ..., b,) € R™" tels que

4.a.

4.b.

Vp € [0;n], b, = i (’k))ak

k=0

On note A = (ao a, .. an) et B = (bo by .. b,,). Donner une égalité reliant les matrices
A, B,M.

k
Soit p € [0, n]. Les coefficients (p) pour tout k € [0, n] sont les coefficients de la p + 1-éme colonne de

la matrice M. Les coefficients ay pour k € [0, n] sont ceux de la matrice ligne A.
14
Par définition du produit matriciel AM, la somme Z (i) ag est donc le p+1-eme coefficient de la matrice

k=0
ligne AM. Comme elle est égale a b,, on en déduit que les matrices lignes B et AM sont égales.

Conclusion : B = AM.

En déduire, pour tout k € [0; n], Uexpression de a, en fonction de by, ..., by.
D'aprées la question précédente :

D'ou, M étant inversible :

Petite remarque

On pourrait également justifier
que M est inversible en disant
qu'elle est triangulaire a coeffi-
cients diagonaux non nuls.
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Autrement dit, d'apres la question 3.c :

(R 1 (=1)"

0o 1 =2 (=1)"""n

. n—2 n
((70 aq 0,7) = (bo b1 bn) X . 0 1 (_1) (2)

0 0 1

K
Conclusion : Yk € [0;n], a, = Z (k) (=1)"'b,.

L
i=0

SouUs-PARTIE B

Dans cette sous-partie, (w,),en désigne une suite de réels et g une fonction positive, continue sur [1; +oq|, décroissante
sur un intervalle [¢; +o9[ inclus dans [1; +od] telles que :

+0o0
. / g(t)dt soit divergente;
1
® Wpp1 — W, ~ g(n)
n—+00
5. On suppose que p et n sont deux entiers naturels tels que ¢ < p < n.

5.a. Montrer que pour tout entier naturel kK > p, on a :

k+1
gtk 1)< [ gl < gk
k
Soit k € [[p; +oal.
La fonction g est décroissante sur [c, +oq[ donc en particulier sur [p, +o0], comme p > c.
Puisque k = p, on a [k, k + 1] C [p, +oq], doti :
Ve elk k+1], glk +1) < g(t) < g(k)

Par croissance de l'intégrale, licite car k < k + 1 et que les fonctions en jeu sont continues sur le segment

[k; k 4+ 1], on en déduit :
k1 k1 k1
[ awsnaes [ gtae< [ goar
k K K

D'oll finalement,

Conclusion :

5.b. En déduire :

En sommant U'encadrement précédent pour tout k € [[p, n — 1] (licite car p > n), on obtient :

n—1 n—1

k+1
ZW“KZ/k gltdt <3 g(k)

k=p k=p k=p
Par la relation de Chasles, on en déduit :

n—1 n—1

S gk +1) < / g(tdt <Y gik)

k=p k=p

En effectuant le changement d'indice j = k 4+ 1 dans la somme de gauche, il découle que :

S gl </ g(tdt <y gik)
p

j=p+1
Ensuite :

e ['inégalité de droite donne directement
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e et en ajoutant g(p) sur chaque membre de l'inégalité de gauche :

gp)+ S glk) < j g(t)dt + gip)
p

k=p+1

Dot :

n

g(k) < : g(tydt +g(p)
k=p ’l

Mais g est positive, donc g(n) > 0 et ainsi :

L'inégalité voulue en découle, par transitivité.

n—1

Conclusion : /” g(t)dt < Z glk) < g(p) + /” g(t)dt.
p

k=p P

6. On considere un réel € de 0; 1[.

6.a. Montrer qu'il existe un entier naturel p > ¢ tel que pour tout k > p :
(1= €)g(k) < Wiy — wie < (1 + €)g(k)

Par hypothese, la suite (g(n)) ne s'annule pas a partir d'un certain rang, et on a :

neN

. Wpp1 — Wy
lim ———=1
n—-+o00 g(n)

Par définition de la convergence d'une suite réelle (u,),en vers 1:
Ve>0,AINeN,VneN, (n=>2N=|u,—1/<¢)

On en déduit, puisque € > 0, qu'il existe un entier N € N tel que :

Why1 — W,
Yn=N, | — " —1|<e
g(n)
Ce qui se réécrit :
Wpi1 — Wy
Vn >N, —e{ ———1<¢
g(n)

Puis finalement, comme g est positive sur [1; +oq| :

Vn = /\/, (1 - 8)9(”) < Wh1 — Wy < (1 + E)g(n)

p = c.. D'oli cette étape !

X Attention !
On pose enfin p = max(c, N) : il convient. ﬁfallalt justifier lexistence d'un

Conclusion : ¥n = p, (1 —€)g(n) < wyp — w, < (14 €)g(n).

6.b. En déduire que pour tout entier n > p :
n p n
(1— 5)] g(t)dt — (1 — 5)] g(t)dt +w, < w, < (1+ 6)/ g(t)dt + (1 4+ €)g(p) + w,
1 1 1
Soit n > p. Alors n — 1 > p. En sommant l'encadrement précédent pour tout k € [p, n — 1], on obtient :

n—1 n—1 n—1

(1—e)) gk) <) wia—w <(1+€) glk
k=p k=p k=p
Par télescopage, on en déduit :

n—1 n—1

(1—8)Y gk)<w,—w, <(1+2)) gk

k=p k=p

Ensuite, dapres la question 5.b :
n—1

° / g(t)dt < Zg(k) et comme 1—e>0,0na:

P k=p
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° Zg(k) < g(p) +j g(t)dt et comme 1+ >0,0na:

k=p p

n—1

1+€Zg 1+€g(p)+(1+5)/ g(t)dt
P P
D'oli par transitivité :

(=) [ gt < w—wy < (1+) [ gt + 1+ elgip
P P

Enfin :

e sur l'inégalité de gauche :

n P n n n
Par la relation de Chasles, on a / g(t)dt = / g(t)dt +/ g(t)dt, donc / g(t)dt = / g(t)dt —
1 1 p p 1

p

g(t)dt

1
e sur l'inégalité de droite :
n n
Puisque g est positive sur [1; +oc et que p > 1, 0n a : / g(t)dt < / g(t)dt.. d'oti l'inégalité voulue,
p 1
puisque 1+ € > 0 et par transitivité...

Conclusion :

Vn>p, (1—¢) /1”g(t)dtf (1—¢) /1p gty dt +w, <w, < (1+¢) /j g(t)dt + (1 + €)g(p) + w,

7. Montrer finalement : .,
W n—:;—oo/1 g(t)dt

o oo n Petite remarque
L'intégrale / g(t)dt étant une intégrale divergente d'une fonction positive, on a lim [ g(t)dt = +o0. ﬁ on difficile. au't
1

s uestion difficile, qu'il ne faut pas
hésiter a passer.

On en déduit qu'a partir d'un certain rang, l'intégrale f g(t)dt est strictement positive.
1

n
En divisant par / g(t)dt dans lUencadrement précédent, on obtient :
1

17 g(t)d wp W, ; L Q(P) Wp
[T gl0d ﬁ gﬁ'7g(t)dt<( + &)+ ( +8)f ﬁ

Par opérations sur les limites, le membre de droite tend vers 1+ € lorsque n tend vers +oc0. Il existe donc un
rang N tel que :

(1—e)—(1—¢)

q(p) Wp
)ﬁ qg(t)dt - [ glt)dt

De méme, par opérations sur les limites, le membre de gauche tend vers 1— ¢, il existe donc un rang N’ tel que :

Vn>=N, (1+¢)+(1+¢ <1+ 2¢

l'
Wn >N, 1 —2e<(1—¢)— (1—ng W"

JTotodt " T of

On en déduit, que pour tout entier naturel n > max(N, N') :
Wﬂ
1—-2e< +—F<1+42¢
On vient de montrer :

Ve €01, 3K €N, Vn = K, 1 — 26 < <1 4 2¢
[, g(t)dt

Wiy

L g(f)df) ne[2;+o0[

Autrement dit, la suite ( converge vers 1...

Conclusion : w,, ~ jg(t)dt.
! 1

1—+00

n
1
8. En utilisant ce qui vient d'étre démontré, établir : Z — ~ In(n).
P k n—+o0
1

Posons g : t — T

CONCOURS BLANC 1 - EPREUVE 2 - Page 7/20



v La fonction g est positive, continue et décroissante sur [1, 4+oq].

+00
v Lintégrale / g(t)dt est une intégrale de Riemann impropre en +oo divergente.
1

n /I
Posons ensuite, pour tout n € N*, w, = Z =
k=1
Alors on a :
v
1 1
Why1 — Wy = = g(l?)

n+1n-+00n

D'apres ce qu'on a démontré dans le cas général, on en déduit :

Or, pour tout entier naturel non nul,

Conclusion : On en déduit :

~ =

n—-+o00

PARTIE || - ETUDE D'UN ALGORITHME

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

On considere la fonction Python suivante

def maximum (L, ):
maxi=L[0]
for k in range(1,i):
if L[k]>maxi:
maxi=L[k]
return maxi

ol L désigne une liste de n entiers deux a deux distincts.

9. On suppose n = 10. Quel sera le résultat renvoyé par l'exécution de la commande maximum(L,10) ?
Lors de lexécution de la commande maximum(L,10), la boucle for permettra de parcourir les éléments situés
en positions 1 a 9 de la liste; et la variable maxi, initialisée au premier élément de la liste, prendra alors comme
valeur le plus grand entier parmi les éléments situés en positions 0 a 9.

Conclusion : l'exécution de la commande maximum(L,10) renvoie le maximum des entiers situés sur les
10 premieres ‘cases’ de la liste L.

10. Quel sera le résultat renvoyé par l'exécution de la commande maximum(L,len(L)) ?
Dans ce cas, la boucle for permet de parcourir tous les éléments de la liste L, excepté le premier.

Conclusion : l'exécution de la commande maximum(L,len(L)) renvoie le maximum des entiers de la
liste L.

11. On considére n entiers deux a deux distincts et on suppose que ces nombres sont affectés aux n "cases’ de L,
variable représentant une liste en Python.

11.a. Quel est le nombre de rangements possibles de ces n entiers dans les n “cases mémoires'L[0],L[1],...,L[n-1]7

Un rangement des n nombres dans les n cases s'assimile a une permutation de {1;..;n}. Or il y a n!
permutations possibles sur un ensemble a n éléments.

Conclusion : il y a n! rangements possibles de ces n entiers dans les n ‘cases’ de L.
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Pour tout i € [1;n], on note V(i,n) le nombre de rangements des n entiers dans les n ‘cases mémoires'
L[0],L[1],...,L[n-1] tels que l'appel de maximum(L,n) provoque i affectations de la variable maxi au cours
de son exécution.

On admettra que ce nombre Vi, n) est indépendant des n entiers initiaux pourvu toutefois qu'ils soient deux a
deux distincts.

Par convention, on pose V(0,n) =0 et V(k,n) = 0 lorsque k > n.

11.b. Vérifier qu'effectivement, le nombre d'affectations possibles de la variable maxi au cours de l'exécution de
maximum(L,n) appartient a [1; n].
Au cours de l'exécution de maximum(L,n), la variable maxi subit :
e toujours une premiere affectation (en ligne 2 du programme);

e zéro ou une affectation par valeur différente de k dans la boucle. Puisque k parcourt range(1,n), la
variable k prend exactement n — 1 valeurs différentes.

Conclusion : le nombre d'affectations possibles de la variable maxi au cours de lexécution de
maximum(L,n) appartient a [1; n].

11.c. On consideére ict que L contient les entiers de {1;2;...;n} dans lordre décroissant; autrement dit : L[0]=n,
L[1]=n-1, ., L[n-1]=1.

11.c.i.  Ecrire un script Python permettant de créer une telle liste.
Donnons deux exemples :

def Lliste (n):

2 L=[]

3 for k in range(1,n+1):
4 L=[k]+L

5 return L

7|def Lliste_bis(n):
8 L=[n—k for k in range(0,n)]
9 return L

11.c.ii. Quel est, dans ce cas, le nombre d'affectations de la variable maxi au cours de lexécution de
maximum(L,n) ?
Dans ce cas, au cours de l'exécution de maximum(L,n), la variable maxi subit :
e toujours une premiere affectation (en ligne 2 du programme);
e zéro affectation dans la boucle for puisqu'aucune des valeurs suivantes dans la liste n'est
strictement supérieure a L[0].

Conclusion : dans ce cas, le nombre d'affectations possibles de la variable maxi au cours
de l'exécution de maximum(L,n) est égal a 1.

11.d. On revient au cas général. Montrer que V(1,n) = (n — 1)! et déterminer V(n, n).

e On sait que V/(1, n) est le nombre de rangements tels que la variable maxi subit une seule affectation
lors de l'appel de maximum(L,n).
Or, la variable maxi subit toujours au moins la premiere affectation (celle de la ligne 2); par conséquent,
elle ne subit qu'une seule affectation si, et seulement si, elle n'en subit aucune dans la boucle for; si,
et seulement si, L[O] est strictement supérieur a tous les autres éléments de L.
Par conséquent, un tel rangement est un rangement pour lequel le maximum de L est placé dans L[0].
Définir un tel rangement, c'est donc :

% placer le plus grand des n entiers dans LL0] : 1 seule possibilité;
x ranger les n — 1 autres entiers dans les n — 1 autres cases de L : (n — 1)! possibilités.

Conclusion : V(1,n) = (n — 1)l

e On sait que V(n, n) est le nombre de rangements tels que la variable maxi subit n affectations lors de
l'appel de maximum(L,n).
Or, la variable maxi subit toujours au plus n affectations (question 11.b); par conséquent, elle en
subit n si, et seulement si, elle en subit une a chaque incrémentation de k dans la boucle for; si, et
seulement si, pour tout k € [1;n — 2], on a L[k]<L[k+1].
Il n"y a qu'un seul rangement qui convient : c'est le rangement des n entiers dans lordre croissant.

Conclusion : V(n, n) = 1.

11.e. 11.e.i. Supposons que n > 2. Montrer que pour tout i € [2;n], V(i,n+1) = V(i—1,n)+ nV(i,n).
On pourra distinguer les rangements de n+1 entiers entiers deux a deux distincts dans L[0], . .. ,L[n]
selon que L [n] contient ou non le plus grand de ces n + 1 entiers.
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Soit i € [2;n]. Notons Z; lensemble des rangements de n + 1 entiers provocant { affectations de
maxi, ainst que % (respectivement Z) le sous-ensemble de %, contenant les rangements pour
lesquels L[n] est (respectivement n'est pas) le maximum des n + 1 entiers.
De la sorte :

Ry =RIVR ;, BNR =2
Par conséquent :

V(i,n + 1) = Card(%2)
= Card(Z! U %)

o
— Card(#)) + Card(!) J Fnl=o

Ensuite :

e Lors de lexécution de l'algorithme sur un rangement de %/, la variable maxi subit nécessai-
rement une affectation a la derniére incrémentation de k dans la boucle for. Par conséquent,
définir un rangement de % clest :

* placer le plus grand des n + 1 entiers dans L[n] : 1 seule possibilité;
% ranger les n autres entiers de sorte que lors de l'exécution de l'algorithme, la variable maxi
subisse i — 1 affectations : V(i — 1, n) possibilités.

Par conséquent :
Card(Z)) = V(i —1,n)
e Lors de lexécution de lalgorithme sur un rangement de %, la variable maxi ne subira pas
d'affectation a la derniere incrémentation de k dans la boucle for (car le maxim est dans les
n premiéres cases). Par conséquent, définir un rangement de %! clest :

% placer un des n entiers différents du maximum dans L[n] : n possibilités;
% ranger les n autres entiers de sorte que lors de l'exécution de l'algorithme, la variable maxi
subisse i affectations : V/(i, n) possibilités.

Par conséquent :
Card(Z!") = nV(i, n)

Conclusion : pour tout i € [2;n], V(i,n+1)=V(i—1,n)+nV(in).

11.e.ii. Montrer que la relation de la question précédente s'étend aux cas i ="1eti=n+1.
D'apres les conventions mentionnées avant la question 11.b :

e Pouri=1:

V(i—1,n)+ nV(i,n) = V(0,n) + nV(1,n)

=nV(1,n

= n(n(f 1;[ ) question 11.d
=n!

=V(1,n+1) J question 11.d
=V(i.n+1)

e Pouri=n+1:

V(i—=1,n)4+nV(i,n)=V(n,n)+nV(n+1,n)

=V(nn
( ) J question 11.d
=1
ton 11.d
_ \/(n +1. 0+ 1) J question
= V(i,n+1)

Conclusion : la relation de la question précédente sétend aux cas i =1 et i=n+1.

11.e.iil. Montrer qu'elle est encore vraie sin =1et 1< i< 2
Supposons n = 1.

e Pouri=1:

V(i—=1,n) + nV(i,n) = V(0,1) + 1V(1,1)
= V(1,1
— ( ) J question 11.d
2-1)
=Vv(1,2)
=V(i,n+1)
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e Pouri=2:

V(i—1,n)+nV(i,n) = V(1,1) + 1V(2,1)

= V(1,1

1 ( ) J question 11.d
_ \/(2, 2) J question 11.d
= V(i,n+1)

Conclusion : la relation encore vrate sin =1et 1 < i< 2
On a ainsti :

Vne N, Yie[tn+1], V(ibn+1)=V(i—1n)+nV(,n)

11.f. On considére la fonction polynomiale P, : x — Z V(i, n)x'.
i=0
11.£i. Etablir : Vx € R, Poy1(x) = (n + x)P,(x).
Soit xeR. Ona:

n+1
Popi(x) = > V(i,n+1)x'
V(0 1)=0
0 O0,n+1)=
n+1
= > V{i,n+1)x
1 relation de la question 11.e, licite pour tout i € [1;n + 1]
n+1

= Z (\/([ —1,n)+nV(i, n))x‘

i—1 linéarité de la somme

n+1 n+1
= Z V(i—=1,n)x"+n Z V(i, n)x'
i=1 =1

n+1

= Z V(j, n)x* 0 Z V(i, n)x'
j=0 i=1

=X Z V(j,nx +n Z V(i, n)x'
j=0 i=0

= (x + n)P,(x)

j = i—1 dans la premiére somme

Vin+1,n) =0et V(0,n) =0

AN N N N N

Conclusion : Vx € R, P,1(x) = (n + x)P,(x).

11.fii.  En déduire, pour tout réel x, l'expression de P,(x) en fonction de x.
Démontrons par récurrence :

Vne N, ¥x eR, Py(x)=[ |ii+x

i=0
& Méthode !
e . Face a ce genre de question,
e Initialisation. Pour n =1 avec la question précédente, on
Soit x € R. On a d'une part : commence par calculer Py(x), puis
Pj(x), puis P>(x).. on conjecture
P4 (X) = V(O, T)XO 4 \/(»] ) 1))( puis récurrence !
J question 11.d
=X

et d'autre part :

On a ainsi établi :

L'initialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € N*.
n—1 n
Supposons 'Vx € R, P,(x) = |_|(i + x)" et montrons 'Vx € R, P,1(x) = |_|(i + x)"
i=0 i=0
D'apres la question précédente, on a, pour tout x € R :

Poii(x) = (n + x)P,(x)
J hypothése de récurrence

CONCOURS BLANC 1 - EPREUVE 2 - Page 11/20



n—1

= (n+x)|_|([+x)

i=0
=[ |i+x
=0

L'hérédité est ainsi établie.

n—1
Conclusion : Vn € N*, ¥x € R, P,(x) = [ ](i+x).

i=0
1
11.g. On pose G, : x —> —'P,,(x).
n!
1 1gl Calculer G,—,“ ) —  Petite remarque
1 Il est possible de procéder sans
Gy(1) = - P,(1) utiliser la’questlor} précédente )
nt J question précédente (dont le résultat n'est, il est vrai,
1 pas donné...). On obtient G, (1) =

1 n
— 3 Vii,n).
Mo J k=i+1 nl;

Or, pour chaque rangement, il

1 - € existe un unique i € [0;n],
- m k tel que ce rangement provoque
C k=1 V/(i, n) affectations de maxi lors
1 de l'exécution de l'algorithme.
e | n
nl m Donc Z V/(i, n) totalise l'en-
_ »] i=0

semble des rangements possibles...
etilyenanl

Conclusion : G,(1) = 1.

11.g.ii. Exprimer, pour tout réel x, G,41(x) a laide de G,(x) puis en déduire :

1 n+x
! =—G, G,
i) = =5 Gl + G
e Soit xR Ona:
1
G/rv X) = 7Pﬂ X
W( ) (H +1)! M( ) J question 11.fi
B n—‘,—xG ( )
TN+ n\X

e Puisque P, est polynomiale, G, lest également. Elle est donc dérivable sur R.
Par conséquent, G, est le produit de deux fonctions dérivables sur R; elle est donc dérivable
sur R et pour tout x € R :

, 1 n+x .,
1 (X) = mGn(X) + Nt Gy (x)
. , n+x .
Conclusion : Vx € R, Gy 4(x) = mG,,(x) + p— G (x).

11.g.iil. En déduire :

D'apres la question précédente :

1 n+1
;.1:76/7/]+ //71
(1) n+1 M n+1 0 J question 11.g.t
1
=G
ol )+n+1

Procédons maintenant par récurrence pour démontrer :
. |
WneN, Gl)=) -

e Initialisation. Pour n =1 :
Pour tout x € R, on a P;(x) = x, donc Gy(x) = x.
D'oti G;(1) = 1. L'initialisation est ainsi vérifiée.
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n +1
1 1
Hérédité. Soit n € N*. S a1 = —. Mont G (1) = —=
e Hérédité. Soit n upposons G (1) Z 7- Montrons G, Z ;
On a, d'aprés ce qui vient d'étre fait

! !
S ==C 1)+ —
" " n+1 J hypothese de récurrence

L'hérédité est donc établie.

Conclusion : G/ (1 Z -

AUTRE METHODE SI LE RESULTAT N'EST PAS DONNE !

On a établi :

1
Vk e N, Giy(1) = G() = P

Distinguons a présent deux cas :

e Sin>2:
En sommant la relation précédente de 1 a n — 1, on obtient :

n—1 , , n—1 1
2 (G =GN =)

Autrement dit, par télescopage de la somme de gauche et changement d'indice i = k + 1 dans
la somme de droite :
G, (1) — Z =

Or, pour tout x € R, Gy(x) = x, doti G1(1) =
Par conséquent :

L
Gl =1+3
i

n
1
:Zf

i=1

e Sin=1:
La relation est encore valable, puisque G;(1) =

n
Conclusion : G (1) = Z 17
=

12. Considérant n entiers deux a deux distincts, on les range aléatoirement dans les n ‘cases’ L[0],...,L[n-1]

d'une liste L.

Tous les rangements possibles constituent les évenements élémentaires d’'un espace probabilisé (Q), A, P); ces
rangements étant de probabilités égales.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre d'affectations de la variable maxi au cours de lexécution de
maximum(L,n).

12.a. Donner X,(Q).

Conclusion : X,(Q) = [1; n].

DEMONTRONS CETTE EGALITE

Par double inclusion...
Découle de la question 11.b.

Montrons que pour tout k € [1; n], [X, = k] + @.

Soit k € [1; n]. Exhibons une issue réalisant l'évenement [X, = k]. Autrement dit, donnons un rangement
appartenant a [X, = K].

Notons rq,...,r, les n entiers considérés et supposons que r < r1 < ... < r,. Assimilons un tel
rangement a un n-uplet. Considérons le n-uplet suivant :

(k10 Tn—k+20 -+ Ty Tn—ks Tn—k—1 -+ 1)

Autrement, c'est le n-uplet constitué (de gauche a droite) k plus grands entiers rq, ..., r, dans lordre
croissant puis des n — k restants dans lordre décroissant.
Ce rangement provoque k affectations de la variable maxi lors de l'exécution de l'algorithme.

Petite remarque
{T’inclusion Xp(Q) € [1;n] est en

fait justifiée en question 11.b.

Autrement dit :
On cherche un rangement tel que
l'exécution de l'algorithme sur ce
rangement provoque k affectations
de la variable maxi.
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12.b. Exprimer, pour tout i € [1;n], la probabilité P([X, = i]) en fonction de V(i, n) et n.
Soit i € [1; n]. On sait que :
e tous les rangements de Q) sont équiprobables;
e il y a V/(i, n) rangements réalisant l'évenement [X, = i;
e il y a n! rangements possibles dans Q.

Conclusion : Vi € [1;n], P([X, = i)

12.c. Déterminer l'espérance de Xi,.
Puisque X,(Q) = [1; n] (ensemble fini), la variable aléatoire X, admet une espérance et :

n

EX) =) iP(X, =)

i=1 J question précédente

B Z iV(i,n)
N nl
i=1

,] n ) )
= Zl\/(l,n)
,I n ) )
= Zl\/(l,n) ,
2/ (1/]—)0 J Vx € R, Gy(x) = % ; V(i,n)x', donc Vx € R, G (x) = /1T| ;i\/(i, n)x'

! J question 11.g.iii

n 1
227
i=1

Conclusion : E(X,) = G (1) = )

i=1

~ =

n—1

1 1
12.d. Montrer que si n est supérieur ou égal a 2, alors IP([X,, = 2]) = Z T
i=1

Donner un équivalent simple de P([X, = 2]) lorsque n tend vers +oc.

e Supposons que n = 2. D'apres la question 11.e :
Vk e N*, V(2,k+1)= V(1 k) +kV(2 k)
Autrement dit, d'apres la question 11.d :

Vk e N, V2, k+1)—kV(2, k) = (k—1)!

o V2, k+1)  kV(2, k) (k=)
. K+ k) (k=T)
eENL T T T T
Par conséquent :
Yk € N V2, k+1) V(2 k) :1

k! k=11 &

En sommant de 1 a n — 1, licite car n > 2, on a :

“VRk+1) V2K iy
Z( Kl _(k71)!):ZE

k=1 k=1

Par télescopage, il reste :

Vi,n) V1) S
n—11 1 *;

=~

Or V(2,1)=0..
Par conséquent :

n—1
V(2,n) = (n—1)lZ%
k=1

1T — 1
Conclusion : d'aprés la question 12.b, il vient P([X, = 2]) = - Z -
=1
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e D'apres la question 8, on a :

n—1
1

E - ~ In(n—=1)
| n—+oo

i=1

Par conséquent, d'apres le point précédent :
In(n —1)
P(X,=2)) ~ ——

n—+o00 n

Ensuite, on sait que, pour n suffisamment proche de 400, on a :

In(n—1) =1In (n (17%))
= In(n) + In (17%)

On obtient alors :

Conclusion : P([X, =2]) ~ ——.

n—-+4o00 n

13. 13.a. Montrer que pour tout i € [1;n], (n+ 1)P([Xop1 = iJ) — nP([X, = ) = P([X, = i —1]).
Soit i € [1;n]. On a:

Vi(i,n+1) V(i,n)

(n+ VP ([Xpa1 = 1) — nP([X, = 1)) = (n+1) TSI
V(ii,n+1)—nV(i,n)
a nl J question 11.e, licite car i € [1;n]
~ V{i—=1.n)
n!
=P(X,=i—1])

Conclusion : pour tout i € [1;n], (n+ )P ([X,i1 = iJ) — nP([X, = i) = P([X, =i —1]).

13.b. En utilisant les résultats de la partie |.B, montrer alors par récurrence que :

WEN P, =) ot (lnlo))

nioo (i

e Initialisation. Pour i =1 :
D'apres les questions 12.b et 11.d, on a d'une part, pour tout n € N* :

Et d'autre part, pour tout n € N* :

L'initialisation est ainsi vérifiée.

e Hérédité. Soit i € N*. Supposons P([X, = i) ~

i+1) ~ %(ln(n))‘.

n—-+oo (1IN

Pour tout n suffisamment proche de +00, on a i +1 & [1; n]| et donc, d'aprés la question précédente :

(n+ NP ([Xo1 = i +1]) = nP([X, = i+ 1]) = P([X, = ])

1 i
Or, par hypothése de récurrence : P([X, = i) ~ ———(In(n)) "

n—-+o0o ([ — /I)'r]
Autrement dit :

N+ NP (X1 = i+ 1)) = nP(X, =i+ 1)) ~ L(Ln(n))“1

n—+00 (1 — 1)|n
Posons donc (w,),en+ la suite définie par :

Vne N, w, = nIP([X” =i+ 1})

ainst que la fonction g : t —— (ln(t))H, Dans ce cas :

1
(i— Nt

4 Wnt — Wy~ g(n)
n—-+o0

(ln(n))H et montrons P([X, =

Important !
On ne s'arréte pas a ln(n—1)... car
on sait que In(n —1) ~ In(n),
n—+00

il faut simplement le redémontrer.
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v g est positive sur [1; +oq], continue sur ce méme intervalle comme quotient de telles fonctions dont
le dénominateur ne s'annule pas sur cet intervalle.
v La fonction g est dérivable sur |1; +oq[ et pour tout t €]1; +oq],

g (i— 1)1 In(t)~?t —n(t)"
9l ==y =

Or, pour tout t €]1; +oq] :
> ln(z‘)"Z >0;
o et:

i—1—=1W(t) 20 & In(t) <i—1

1 J stricte croissance de ln sur R

— t<e”

Puisque i =1 >0, on a e™" > 1 et donc la fonction g est décroissante sur [eH; +o9].

v Ensuite, pour tout B € [1; +oq] :

B B 1 B»] 1
/w gln)dt = (i—1)! / ?(ln(t)) o J [ A

Or i > 0, donc Bllm (ln(B))( = +00.

N +00
Par conséquent, l'intégrale / g(t)dt est divergente.
1

Les hypotheses de la partie I.B sont ainsi vérifiées. On en déduit :

" /rajoo/{ g(f)df

Le calcul du point précédent fournit alors :

Autrement dit :

PP(X, = i+1) ~ l”if)(
Par conséquent :
P(X,=i+1) ~ ,l(tn(n))‘

n—-+o00 [![7

T

Conclusion : Vi € N¥, IP([XH = 1]) ~ L(l”(”))l{

n—-+00 (l — 1)!/7

PARTIE |ll = CALCUL DE L'INVERSE D'UNE CERTAINE MATRICE

On désigne toujours par n un entier naturel non nul, et V/(i, n) a toujours la méme signification qu'on lui a attribuée
dans la partie Il. On convient que V(0,0) = 0 et V/(i,0) = 0 pour tout i € [1; n].
Soit A = (a;))1<ij<ns1 € Mui1(R) telle que pour tout (i, j) € [1;n +1]%, ai; = (=1 V(i—1,j—1).
k=1 k
14. Montrer que pour tout k € [1; n] et tout réel x, on a |_|(x —i)= Z(—Uk’[\/(i, k)x".
i=0 =0
Soient k € [1;n] et x € R. Par définition de Py, on a, pour tout y € R :

k
V(i, k)y' = Pe(t
; ( )J k(J) J question 11.fii
k=1
=[]i+y)
=0
Avec y = —x, on obtient :
k k—1
Y V(L K)(=x) =] Ji—x
=0 i=0
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Et ainsi, en multipliant par (—1)* :

k k=1
Y =NV R =[] =)

i=0 i=0
k=1 k

Conclusion : pour tout k € [1; n] et tout réel x, on a I_I(x —i) = 2(71)“‘ V(i, k)x".

i=0 i=0

15. On définit la famille de fonctions polynomiales (Ni)eo.ny par :

Vx € R, Np(x) =1

et pour tout k € [1;n],

k=1

VxR, Nelx) =[x —1)

i=0

15.a. Montrer que (Ni)kefon] est une base de Ry[x].
La famille (Ni)keqong est une famille de R, [x] qui est :

15.b. Quelle est la matrice de passage de la base canonique de R,[x], notée (P,

16. 16.a.

v libre car constituée de fonctions polynomiales échelonnées en degré (en effet, pour tout k € [0; n], deg(Ny) =

k);

v de cardinal n + 1 égal & dim (R,[x]).

Conclusion : (Nj)iefonp est une base de R,[x].

..., Py), vers la base (Np, ..

A N)?

Pour déterminer cette matrice de passage, exprimons, pour tout k € [[0; n], la fonction polynomiale N en

fonction de Py, ..

o P
D’apreés la question 14, on a, pour tout k € [0; n] :
k
Ne =) (1) V(L k)P,
i=0

k
g UHH,AMP[
=0

01’;\,"1/)() + ...+ On,k'A1P/<

On en déduit que, pour tout (i, j) € [1; n], le coefficient situé en ligne i et colonne j de la matrice recherchée

est égal a a; ;.

matrice A.

Conclusion :

la matrice de passage de la base canonique de R,[x] a la base (Np, ..

. N,) est la

Justifier que la matrice A est inversible.

Conclusion : A est inversible car, d'aprées la question précédente, c'est une matrice de passage (de
la base canonique de R,[x] a la base (Np, ..., N,)).

Pour tout (i, j) € [1;n + 1]% on note w(i — 1, — 1) lélément situé sur la i-éme ligne et j-iéme colonne de la

matri

ce A7

n

16.b. Montrer : Vx € R, x" = Z w(k, n)Ni(x).

Puisque A est la matrice de passage de la base canonique de R,[x] vers la base (N,

k=0

est la matrice de passage de la base (N, ..., N,) vers la base canonique de R,|[x].
Par conséquent, en interprétant seulement la derniére colonne de A~ :

P, = w0, n)Ny + ... + w(n, n)N,

i

w(k, n)Ny

... N,), la matrice Al

Conclusion : Vx € R, x"

o

— Petite remarque

Le seul argument "A est inversible
car clest une matrice de passage’,
sans avolr traité la question pré-
cédente ne peut pas rapporter

de points | En effet, toutes les
matrices inversibles sont des ma-
trices de passage... Cest donc

un argument qui fonctionne, en
théorte, toujours ! Il faut donc étre
plus précis.
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P
17. 17.a. Pour tout p € [0; n], comparer p" et Z (i) klw(k, n).
k=0
Soit p € [[0; n]. D'apreés la question précédente :

n

pl =7 wik,n)Ni(p)

k=0
Or :
* No(p) =1,
e pour tout k € [1;n] :
k-1
Nelp) = ]tp =)
i=0

Distinguons deux cas :

% St k—12=p, autrement dit, stk = p+1:
k1

Dans ce cas, le produit |—|(p — () contient le facteur (p — p)..

i=0

Et donc, dans ce cas :

Ni(p) =0

* St k—1 < p, autrement dit, st k < p :

Dans ce cas :

k-1

Nelp) = Jtp = 1)
i=0
=plp=")(p—k+1)
p!
b &)

Les cas k = 0 et k € [1;p] se regroupent..

A ,
Vk € [0;n], Ni(p) = (k)k' stk & [0:7]
0 stk >p
Dot le résultat.
p
Conclusion : Vp € [0;n], p" = Z (Z) klw(k, n).
k=0

17.b. En utilisant les résultats de la partie I.A, donner une expression de w(k, n).
Posons :

e pour tout p € [0;n], b, =p";
e pour tout k € [0;n], ar = klw(k, n).

De la sorte, on a, d'aprés la question précédente :

p
Vp € [0;n], b, = Z (i)ak

k=0

D'apres la question 4.b, on obtient :

Autrement dit :
k

Vk € [0;n], Klw(k,n) =) (f) (1)<

i=0

1
k!

™~

Conclusion : Yk € [0;n], w(k,n) =

(f) (=1,

o
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PARTIE IV - INTERPRETATION DES NOMBRES w(k, n)

Dans cette partie, n désignera encore un entier naturel non nul.

Pour tout entier naturel non nul k, on appelle k-partition de [[1; n], tout ensemble {A;, ..., Ac} dont les éléments A; sont
des parties non vides de [1; n], deux a deux disjointes et dont la réunion est éqgale a [1; n].

On note s(k, n) le nombre de k-partitions de [1; n] et on convient que s(0, n) = 0.

18. En justifiant rapidement, donner s(1,1), s(n, n), s(1, n) et s(k, n) lorsque k est un entier strictement supérieur a
n.

e Il y a une seule T-partition de {1} : {{1}}.
Donc s(1,1) = 1.

e Iy a une seule n-partition de [1;n] : {{1} {2},.... {n}}.
Donc s(n, n) = 1.

e Il y a une seule 1-partition de [1;n] : {{1,2,....n}}.
Donc s(1,n) = 1.

e Puisque [1;n] ne contient que n éléments distincts, il n'existe pas, pour k € [[n + 1; +o0of, de k-partition
de [1;n].
Donc pour tout k € [n + 1; +oof, s(k,n)=0.

Conclusion : s(1,1) =1, s(n,n) =1, s(1,n) = 1 et pour tout k € [n + 1, +o0[, s(k,n) =0.

19. Soit p un entier naturel non nul.
19.a. Rappeler le nombre de n-uplets dont les éléments appartiennent a [1; p].
Choisir un n-uplet dont les éléments appartiennent a [[1; p] cest :
e choisir un premier élément : p choix possibles,
e puis choisir un second élément : p choix possibles,..
o .

e choisir un n-ieme élément : p choix possibles.

Conclusion : il y a p" n-uplets dont les éléments appartiennent a [1; p].

19.b. Soit k € [1; p]. Déterminer le nombre de n-uplets composés de k éléments différents de [1; p].
Distinguons deux cas :
o Sik>n:
Il est impossible de composer un n-uplet avec plus de n éléments différents. Ce nombre est donc nul.
e St ke [1;n].
Choisir un n-uplet composé de k éléments différents de [1; p], clest :

* choisir k éléments différents de [1;p] : (i) choix possibles;

x découper le n-uplet en k "groupements de cases’ (chaque groupement contiendra ensuite un des k
entiers sélectionnés précédemment) ; autrement dit, choisir une k-partition de [1; n]) : s(k, n) choix
possibles;

x associer a chaque ‘groupement de cases’ précédemment choisi un des k entiers choisis : k! choix
possibles.

il y a donc (i) kls(k, n) tels n-uplets.

Remarquons alors que, puisque s(k, n) = 0 st k > n, les deux cas se regroupent...

Conclusion : le nombre de n-uplets dont les éléments appartiennent a [1; p] est ('Z) kls(k, n).

p
el n P
19.c. En déduire : = kls(k, n).
P =3 (7wt
Notons & l'ensemble des n-uplets composés d'éléments de [1; p] et, pour tout k € [1; p]|, & lensemble des
n-uplets composés de k éléments distincts de [1; p].

De la sorte :
/7
s=Jé& : Wipeltpl (i+j= &0 =2)

k=1

Par conséquent :

p" = Card(&)

1%
s
k=1

= Card

J union d'ensembles deux a deux disjoints
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k=1 J question précédente
— (P
= kls(k, n
;(k) (k) Js((),n):O
p
=5 (i) Kls(k, n)
k=0

P

Conclusion : p" = Z (//Z) kls(k, n).

k=0

20. Comparer, pour tout k € [0; n], les nombres s(k, n) et w(k, n).
A partir de la question précédente et en procédant comme en question 17.b, on obtient :

1 & [k .
Vk € [0;n], s(k,n) = !Z(-)(*” Ln

Conclusion : Vk € [0;n], s(k,n) = w(k, n).

ok A kok ok FIN dedkedeok ke kok
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