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(CHARTREUX

CONSIGNES A LIRE !

La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, lorthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont des
criteres importants d'évaluation.

Quelques précisions :

e | la copie doit étre prise de sorte que la marge se situe a droite de chaque page, |

e la premiére page de la copie doit rester vierge et sera réservée aux appréciations,

e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
e les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

e un aide-mémoire Python est donné en fin de sujet.
Pour toutes les questions Python du sujet, on supposera avoir importé les différents modules nécessaires de la sorte :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import numpy.linalg as al
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé.

Si, au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

‘Un athléte ne peut arriver en compétition trés motivé s'il n'a jamais été mis a lépreuve.”

Séneéque
X Attention !
Les arguments | éléments qu'il ne fallait pas oublier... Les éléments surlignés ne sont
Les arguments / éléments non notés mais qui font tellement plaisir... pas les seuls éléments de ba-

reme ! Ils sont simplement ceux
qui ont trop souvent été oubliés...
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EXERCICE 1 (FAIT MAISON)

| Question de cours. Définition de valeur propre et vecteur propre d'une matrice carrée.

T 1 1
1. On considere la matrice A= (2 2 2
3 3 3
1.a. Déterminer le rang de A. En déduire une valeur propre de A ainsi qu'une base de l'espace propre associé.
[ ]
T 1 1
rg(A) =rg 2 2 2
3 3 3 JQme(]f(}
1 >
=rg 2
1
3 J <Z> est non nul
-1 3

e On en déduit que O est valeur propre de A et, par théoréeme du rang :
dim (/\/l“(R)) = rg(A) + dim ( ker(A))
Dol :
dim ( kel’(A)) =2

L'espace propre associé a la valeur propre 0, noté Ey(A), est de dimension 2.

e Ensuite :
1 1
-1 € ker(A) ; 0 | € ker(A)
0 —1
1 1
Par conséquent, la famille -1]1,1 0 est une famille de Eg(A) qui est :

0 —1
v libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires,
v/ de cardinal 2, égal a dim (FO(A)).
Cest donc une base de Ey(A).

1 1
Conclusion : 0 est valeur propre de A, dim (EU(A)) = 2 et la famille —11,10 est une
0 —1
base de Ey(A).
1.b. Justifier que 6 est valeur propre de A et donner une base de l'espace propre associé.
°
-5 1 1
rg(A—06hk)=rg 2 =4 2
3 3 3 J Cy +2C +3C; = 0540 donc G = —2C — 3G
2 3
=rg —41,1 3
2 -3

I
N

e On en déduit que 6 est valeur propre de A et, par théoréme du rang :
dim (J\/IH(R)) =rg(A —6h) + dim ( ker(A — 6/5))
Dol :
dim ( ker(A — 6/;)) =1

L'espace propre associé a la valeur propre 6, noté Eg(A), est de dimension 1.

e Ensuite :
1
2| € ker(A)
3
1
Par conséquent, la famille 2 est une famille de Eg(A) qui est :
3

J 2 3
—4 | et 3 ne sont pas colinéaires
2 -3

— © Astuce du chef ! O —
Remarquer les éqgalités Gy — G5 =
03,1 et — G = 03’1 nous
permet de mettre en évidence
deux vecteurs du noyau de la
matrice A..

En effet, st G, G, G5 sont les
colonnes d'une matrice B, on a :

X
Bly| =xCG + yCz + z(5,
z
X

donc: |y
V4

4 xGy +yCz+ZC3 =0..

= Rappel... ———
ﬂe rang d'une famille libre est son

cardinal.

€ ker(B) <

Pourquoi ?
Ce sont les combinaisons li-
néaires sur les colonnes mises en
évidence dans le calcul du rang
qui permettent d'avoir cela direc-
tement. Voir l'astuce du chef..

& Méthode !

On écrit la matrice A — 6/5 au
brouillon. On cherche une combi-
naison linéaire entre les colonnes
pendant quelques secondes... St
on ne trouve pas, alors on se
lance sans perdre de temps dans
une résolution de AX = 6X.

Q© Astuce du chef ! O
4ﬂ/oir la précédente. W

= Rappel... ———
ﬂe rang d'une famille libre est son

cardinal.

Pourquoi ?
Voir l'astuce du chef..
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v libre car constituée d'un unique vecteur non nul,
v de cardinal 1, égal a dim (Fb(A)).
C'est donc une base de E4(A).

Conclusion : 6 est valeur propre de A, dim (EU(A)) =1 et la famille

w N =

Eo(A).

est une base

de

1.c. La matrice A posséde-t-elle d'autres valeurs propres?
On sait que
v les espaces propres sont de dimension au moins 1,

v la somme des dimensions des espaces propres est inférieur ou égal a 3 (car A € M5(R)),
v dim (Eo(/\)) + dim (Eﬁ(/\)) =3

= Rappel...
Dans le cours, on a :
VA € Sp(A), dim (EA(A)) >1
et

> dim (Ex(A) < n

AeSp(A)

Conclusion : par saturation des dimensions, A ne possede aucune autre valeur propre.

1.d. Démontrer que la matrice A est diagonalisable puis donner une matrice P inversible et une matrice D

diagonale telles que A= PDP™".

1 1 1
Notons Z la famille 11,10 1,12 . La famille & est :
0 -1 3

v libre car c'est la concaténation de familles libres de sous-espaces propres de A associées a des valeurs

propres distinctes,
v de cardinal 3, égal a dim (M;(R)).

Par conséquent, # est une base de M;+(R).

diagonalisable et, en posant

1 1T 1 0 0 0
P={(-1 0 2 D=1{0 0 0
o -1 3 0 0 6

on a:

base £,
v D est diagonale,
v A=PDP".

Conclusion : il existe donc une base de Mj5+(R) constituée de vecteurs propres de A, donc A est

v P est inversible car cest la matrice de passage de la base canonique de Mj5(R) vers la

Pourquoi ?

Cette éqgalité est une conséquence
de la formule de changement
de base sur les applications li-
néatres.

2. On considere maintenant trois variables aléatoires X, Y, Z définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, IP),

indépendantes et suivant toutes la loi de Poisson de parametre 1.
On considere également la matrice aléatoire M définie par :

)
Vwe Q, Mw)= [ Y(w) Y(w

On définit également la variable aléatoire R définie par :

Yw € Q, R(w) = rg(M(w))

2.a. Ecrire un programme Python permettant de simuler au hasard 100 matrices M(w) puis d'en afficher le rang.

Voici :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import numpy.linalg as al

for k in range (100):
(X,Y,Z)=rd.poisson (1,3)
Me=np . array ([[ X, X, X],[Y.Y,Y],[Z.Z2,Z2]])
print(al.matrix_rank (M))

© N o o s W N =

X Attention | ——
ﬁfaut faire de sorte que les trois
c

olonnes sotent identiques...

2.b. Démontrer que R suit la loi de Bernoulli de paramétre 1 —e™3,
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2.d.

e Soit we ). Ona:

(w)
(w)
(w) JCg:Cw et (3 =G

Par conséquent :
R(Q) c {0;1}
e Ensuite, d'apres ce qui précede :
VweQ, Rw)=0 < X(w) =Y(w =Z(w) =0
Dot :
[R=0]=[X=0/N[Y=0]n[Z=0]
Et ainsi :

indépendance de X, Y, Z
J X, Y,Z suivent la lot de Poisson de parametre 1

e Et comme R(Q) C {0;1}, on a:
P([R=0]) +P(R=1]) =1
D'ou :
P(R=1])=1—¢"

Conclusion : R suit la loi de Bernoulli de paramétre 1 —e™>.

Petite remarque
Puisque P([R = 0]) # 0 et
P(R =1]) #+ 0, 0onalR =
0] # Det[R =1] + &, et
donc {0; 1} C R(Q). D'ot L'égalité
R(Q) = {0;1}. Mais ce n'est pas
un attendu et non nécessaire pour
conclure.

X(w)
Calculer, pour tout w € Q, le produit M(w) | Y(w) |.

Z(w)
Soit we Q. On a:

Démontrer alors que pour tout w € Q) :
X(w) = Y(w) = Z(w) =0 <> Sp(M(w)) = {0}

Soit w € Q. Raisonnons par double implication.

Supposons que X(w) = Y(w) = Z(w) = 0.

Dans ce cas :
Ainst : Sp(M(w)) = {0}.

Démontrons la contraposée de l'implication désirée...
Supposons que X(w), Y(w) et Z(w) ne sont pas tous les trois nuls.

Dans ce cas
X(w)
(Y(‘U)> # 031
Z(w)

Par conséquent, d'apres la question précédente, X(w) + Y(w) + Z(w) est valeur propre de M(w) et le

Z(w)
Mais X, Y, Z sont a valeurs dans N et au moins un des trois entiers X(w), Y (w), Z(w) est non nul, donc

X(w) + Y(w) + Z(w) + 0
La valeur propre X(w) + Y(w) + Z(w) est dnc non nulle.. Par conséquent :

Sp(M(w)) + {0}

X(w)
vecteur | Y(w) | en est un vecteur propre associé.

Par contraposée, on a ainst démontré :

Sp(M(w)) =0 — X(w) = Y(w) = Z(w) = 0
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Conclusion : pour tout w € Q, X(w) = Y(w) = Z(w) =0 < Sp(M

(w)) = {0}

2.e. En déduire la probabilité de l'évenement [Sp(M) = {0}].
D'apres la question précédente :
P([Sp(M) = {0}]) = P([X =V =27 =0])
=P(R=0])

3

=1—e"

J question 2.b

= Pour info...
On pourrait démontrer que pour
tout w € Q, la matrice M(w) est
diagonalisable...
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Exercice 2 (EDHEC 1999 E)

| Question de cours. Lemme des coalitions. |

Soient X, Y,Z trois variables aléatoires mutuellement indépendantes et définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P). On suppose que X, Y, Z suivent la lot uniforme sur [1;n], ot n > 2.
k—1

5.

1. Démontrer : Vk € [2,n+ 1], P([X+ Y =k]) =

Cette relation est-elle encore valable quand k =17

m Réflexe !

e Soit k € [2;n + 1].D'apres la formule des probabilités totales avec ([Y = [fo:[[w]]’ ona: La loi de la somme de 2 VA dis
cretes : FPT 1
P(X+Y=k)=> P(X+Y=kn[Y=i)
i=1
=Y P(X=k—in[Y=1)
1 J X et Y sont indépendantes
=Y P(X=k—i)P(y =)
i=1
Or, pour tout i € [1;n] :
k—ie X(Q) . 1<k—i<n & Rappel...
e Y(Q) 1<i<n Vx,y7ER -
_h<i< k-
— { /1<<'[.7<\[§\k ! {§§§ — x < minfy, 2)
=X X ‘
— max(k —n, 1) <i<mink —1,n) et
e T<i<k1 Jk,L[[z,/7<1]},(|0|w(k n <1 et KETIET {iig o x> may.2)
On en déduit que, pour tout i € [1;n], si i & [1;k — 1], alors P([X = k — i])P([Y = {]) = 0. D'ots :
k=1 Conseil
P(X+Y=k)=) P(X=k—i)P(Y=i [ wonsel
([ ]) ; ([ ]) ([ ]) X et Y suivent la loi (‘//([[1, /r]]) « Au moment de remplacer ]P([X =
1 et pour tout i € [1:k—1], i € Y(Q) et k —i € X(Q) k=) et P(y = i])j on vérifie
1 1 que k—i € X(Q)etie Y(Q)..
“l
-
k=1
o2

e Ensuite, puisque X(Q) = Y(Q) =[1;n], on a:
(X + Q) C [22n]

Donc ]P([X +VY = 2]) = 0. La relation trouvée est donc encore valable st k = 1..

k—1

n=

Conclusion : Vk € [1;n + 1], P([X + Y =k]) =

2. Démontrer alors :
n—1

P(X+Y=2) = 5

D'apres la formule des probabilités totales, avec ([Z = /])w[m o] comme systeme complet d'évenements, on a :

IP([X+Y:Z]):iIP([Z:k]ﬂ[X+Y:Z})

:iIP([Z:k]m[X+Y:k])

J X, Y,Z sont indépendantes, donc par lemme des coalitions, X + Y et Z le sont aussi
n
=) P(Z=K)P(X+Y =k
— J Z < % ([1;n]) et question précédente (licite car k € [1;n])
=1k —1

2

n - n
k=1

,I n
:F;ki1 Jlfkfw
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1

n
1 Z )
— i
n3

=0
T (n—=")n
T2
n—1
Ty
) n—1
Conclusion : IP([X +Y= Z]) T

3. Expliquer ce que permet d'obtenir U'exécution de la fonction mystere, écrite en langage Python ci-dessous.

import numpy.random as rd
import numpy as np

[N}

def mystere(n):
c=0

[CINS

6 for k in range(10000):

7 (X,Y,Z)=rd.randint (1,n+1,3)
8 if X4Y=/:

9 c=c+1

10 return ¢/10000

Ce programme simule 10000 fois la méme expérience consistant a :
e simuler une réalisation de X, Y,/
e incrémenter un compteur de 1 lorsque X + Y =2

Autrement dit, la variable ¢ contiendra le nombre de fois ou, sur les 10000 répétitions, l'évenement [X + YV = 7]
aura été réalisé.
L'exécution de mystere(n) renverra alors la fréquence de réalisation de cet évenement sur les 10000 répétitions.

Petite remarque

La loi faible des grands nombres
permet d'affirmer qu'une moyenne
empirique est proche de l'espé-
rance; et qu'une fréquence empi-
rique est proche d'une probabilité.

Conclusion : par conséquence de la lot faible des grands nombres, la valeur obtenue par lexécution de

la fonctions sera proche de la probabilité de 'événement [X + Y = Z].

4. Onpose T =n+1—-2.
4.a. Déterminer la loi de la variable aléatoire T.
e Puisque Z(Q) = [1;n], on a : [T(Q) = [1; n]|
e Soit k € [1;n]. Ona:

P(T =k|) =P(n+1-Z =k
Important !
:IP([Z:”JFII*H) Z‘—>%(1' ) _n 1nT d T1—kez Il faut se poser la question de
1 J O R N T =2 'appartenance de n + 1 — k a

Z(Q); et il faut montrer que Lon
se pose cette question...

Conclusion : T — 7 ([1; n]).

4.b. Justifier que T est indépendante de X et Y.
On sait que Z est indépendante de X et Y'; donc, par lemme des coalitions, toute fonction de Z est encore
indépendante de X et Y.

Conclusion : T est indépendante de X et Y.

4.c. Déduire des questions précédentes la valeur de P([X + Y +Z = n + 1]).

Ona:
P(X+Y+Z=n+1])=P(X+Y=n+1-2])
—P(X+Y=T
o (£ . ]) J on se retrouve dans le cas de 2
T2
n—1

Conclusion : P([X + YV +Z =n+1]) =

2n?
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Exercice 3 (EML 2008 E)

| Question de cours. Loi binomiale de parametres n et p : définition, modele, propriétés.

Les parties | et Il sont indépendantes.

PARTIE |. ETUDE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE

1. On considére la fonction h définie sur l'intervalle [0; 1] par

Vx €[0;1), h(x) = 2j

1.a. Montrer que h est une bijection de [0; 1] dans [0; 1] et, pour tout y € [0; 1], déterminer h~"(y).

e Bijectivité. La fonction h est dérivable sur [0;1] comme quotient de fonctions dérivables sur [0;1]

dont le denominateur ne s'an-
nule pas sur |0; T} ..o

2—x—x(—1)
(2 —x)?

S

(2—=x)?

h'(x)

On en déduit :

0o

Par conséquent :

v h est continue sur [0; 1] (car dérivable),
v h est strictement croissante sur [0; 1]

Par théoréme de bijection, on en déduit que h est bijective de [0; 1] dans h([0; 1]).
Et h([0;1]) =[0; 1]

Conclusion : h est bijective de [0; 1] dans [0; 1]

e Expression de h™".
Soient y € [0; 1]. Résolvons l'équation y = h(x), d'inconnue x € [0; 1].
Soit x € [0;1. On a :

y=hx) & y=

2—x JKE[O,‘”,UUHLZ*X%O
— (2—x)y =x
— 2y =x+xy
= (T+yx=2y
2 JUCO,W,(IOH(1+y#O
— x=-Y
T+y
Conclusion : Vy € [0;1], h™'(y) = 2y
$VY Y Y 14y
, . , b
1.b. Déterminer deux réels a et b tels que : Vx € [0;1], h(x) =a + =%
Sotent a,b € R. On a :
b X a2—x)+b
] F = — O =
Vx €[0;1], h(x) ats— = Vx €[0;1], % 5,
X 2a + b —ax
v 0;1 =
A XE[']'27X 2—x

J Vx € [0;1], 2—x£0
= Vxe[0;1], x=2a+b—ax

unicité des coefficients d'une fonction

polynomiale (ou "par identification’)

& Méthode !

En fait, il n'est pas nécessaire

de commencer par utiliser le
théoreme de bijection. En effet,
trouver une unique solution, pour
tous x,y € [0;1], & l'équation y =
h(x), prouve que h est bijective de
[0; 1] dans [0; 1]...

Important !
It faut prendre l'habitude de don-
ner les tableaux de variations,
méme quand ils ne sont pas de-
mandés.

o

— Petite remarque

St la bijectivité de h n'avait pas
été démontrée au préalable, on
dirait ict "donc h est bijective

de [0; 1] dans [0; 1] et, pour tout
_ 2y
01, h'y) = —.
y 01 M) = 5

o~

— Petite remarque
Se contenter de "remarquer” la dé-
composition demandée suffit pour
obtenir tous les points. Détaillons
cependant la rédaction de cette
question...

— Important !

La quantification 'Vx & [0;1]

est INDISPENSABLE a

chaque étape. En effet, la ligne
Vx € [0;1], x = 2a + b — ax’
traduit une éqalité des deux fonc-
tions polynomiales x —— x et
X+ 20 + b — ax : cette éqgalité
de fonction est nécessaire pour

l'argument "d'identification”.
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—a —
a=—1
—
b= 2
# Rédaction
. 2 Clest une des rares fois ot la for-
Conclusion : Vx € [0; 1], h(x) = =1+ - mulation de la conclusion differe
X de la formulation de la question...

p
1.c. Calculer h(x)dx.

0
Cette intégrale n'est pas impropre, car h est continue sur le segment [0;1]. On a, d'aprés la question

1 1 2
hxdx:/—1+
R e

=[—x—2Wn(2 =),
= —1-(-2WQ)
=2In(2) -1

précédente :

dx

2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0; 1]. On pose Y = 5 et on admet que Y est une
variable aléatoire. On note Fy la fonction de répartition de Y.

2.a. Rappeler la fonction de répartition de X, notée Fy.

0 six<O0
Conclusion : Vx € R, Fx(x) =1 x sixe[0;1] .
1 st x > 1
0 six <0
; . 2
2.b. Démontrer que pour tout réel x, on a Fy(x) = % stxe0;1] .
X
1 st x > 1
e Remarquons qu'on a :
Y = h(X)
Ainsi :
Y(Q) = /7(X(Q)) Important !
— 1(10:1 J X — 2 ([0;1]) On commence par regqrder s'il
- 7([ ' ]) _ est possible de déterminer Y(Q)...
o [0, ” J question 1.a Il faut faire les liens avec ce qui
- précede |
e Soit x €R.
* Six<0:
Fri) = (I <) J 0 et Y(Q) = [0; 1], donc [Y < «]
x <0etY(Q) =[0;1], donc [V < x| =2
=P(2) ‘
0
* Stx>1:
Frix =PV <) J T et Y(Q) =[0;1] donc [Y < x] = Q
x> 1 et =[0;1] donc [V < x| =
=P(Q) o
=1
* Sixe0;1]:
Fy(x) = P([Y < x])
= P([h(X) < ] .
( \4 ) J h est bijective et strictement croissante sur [0; 1] v Rigueur !
= IP([X <h (X)]) Il est nécessaire de se poser la
. question de l'appartenance de
= Fx (h (X)) h~"(x) a[0;1] avant de remplacer
_ () J puisque h est bijective de [0;1] dans [0;1], on a h™"(x) €(0;1] l'expresston'... On rappelle que Fx
o J question 1.a, licite car x € [0;1] est définie en 3 morceaux !
e
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0 stx <0 .
2y Petite remarque
Conclusion : Vx € R, Fy(x) = ] stx € [0; 1] . Le résultat est donné, il est donc
+x . d'autant plus important que les
1 1 p p q
stx > justifications soient précises et
exhaustives pour avoir les points.

2.c. En déduire que la variable aléatoire Y est a densité et en déterminer une densité.

e Continuité.

* sur | —o0; 0] : la fonction Fy est continue sur | — oo; 0] car constante sur cet intervalle
% sur |1; +oq| : la fonction Fy est continue sur ]1; 00| car constante sur cet intervalle

% sur |0; 1] : Fy est continue comme quotient de deux fonctions continues sur |0; 1] dont le dénomi-
nateur ne s'annule pas sur |0; 1]
*x en0:
lim Fy(x) = 0= Fy(0) =
x<0

Donc Fy est continue en 0.

* enl:
l'uq Fy(x)=Fy(1)=1= l'uq Fy(x)
x<1 x>1

Donc Fy est continue en 1.

La fonction Fy est donc continue sur R.
e Caractére €.

Par des arguments similaires & la continuité (sur les intervalles ouverts), Fy est "' sur R sauf éven-
tuellement en 0 et en 1.

Par conséquent, la variable aléatoire Y est a densité et admet pour densité la fonction fy définie sur R par :
e pour tout x €)0; 1]

fr(x) = Fy(x)

201+ x) — 2x
(T+x)? = Rappel...
2 On dérive sur les intervalles
- > ouverts (car Fy n'est peut-étre
(1 + X> pas dérivable en O et en 1) et on
choisit des valeurs positives qui
e pour tout x E] — 09, O[Uh ; -‘rOO[ : nous conviennent en O et en 1. La
f\/(X) =0 rédaction doit étre claire sur ce

point !

o fy(0) =2 et fy(1) = %

Conclusion : Y est a densité et admet pour densité la fonction

2
fy i xr— (14 x)?
0 sinon

st x €[0;1]

2.d. Justifier que Y posséde une espérance puis déterminer la valeur de E(Y) en utilisant le résultat de la
question 1.c.

e Puisque Y(Q) = [0; 1], qui est un ensemble borné, la variable aléatoire admet une espérance.
e Puis, comme Y = h(X), par théoréeme de transfert, licite car h est continue sur X(Q) (X(Q) =[0; 1)), on

a:
E(Y) = /X(Q) h(x)fx(x)dx

1
:/ h(x)dx
0 J question 1.c

= 2In(2) =1

Conclusion : Y admet une espérance et E(Y) = 2In(2) — 1.
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PARTIE II. ETUDE D'UN TEMPS D'ATTENTE

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Une réunion est prévue entre n invités que l'on note h, ..., /.

Chaque invité arrivera entre l'instant O et l'instant 1.

Pour tout kK € [[1; n]], on modélise l'instant d'arrivée de U'individu /; par une variable aléatoire Ty suivant la loi uniforme
sur [0; 1] On suppose que les variables aléatoires Ty, ..., T, sont mutuellement indépendantes.

3. Soit t un réel de [0; 1]. Pour tout k € [1; n], on note By la variable aléatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 si
l'évenement [T, < t] est réalisé et la valeur O sinon.
n

On note S; = Z Bk.
k=1

3.a. Que modélise la variable aléatoire S;?
Pour tout kK &€ [[1;/1]], By prend la valeur 1 si Uindividu /¢ est arrivé au plus tard a l'instant t; et prend la
valeur O sinon.
EtS =B+ ..+ B,

Conclusion : S; compte le nombre d'individus arrivés au plus tard a l'instant ¢.

3.b. Déterminer la loi de la variable aléatoire S,. wRéflexe !
v Pour tout k € [1;n], B suit la lot de Bernoulli de paramétre ]P([H < r]) S¢ est une somme de VA suivant
) . . . . ) . ) une lot de Bernoulli Il Sont-
Or, pour tout k € [[1; n], puisque Ty suit la lot uniforme sur [0; 1] et que t € [0;1], on a : elles indépendantes ? Ont-elles

- méme parametre ? St oui, il suffira
P([Tk < t]) =t d'utiliser la stabilité de la loi
binomiale (son cas particulier

v Puisque les variables aléatoires Ty, ..., T, sont mutuellement indépendantes, les variables aléatoires | gec de Bernoull).

By, ..., B, le sont également.

Par conséquent, Sy est la somme de n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Bernoulli
de parametre t.

Conclusion : S; suit la loi binomiale de parameétres n et t.

4. Soit Ry la variable aléatoire égale a l'instant de la premiére arrivée.
4.a. Soit t € [0;1]. Comparer les événements [Ry > t] et [S; = 0].
[Ry > t] est réalisé  si, et seulement si, le premier individu arrive apres linstant ¢

si, et seulement si, a linstant t, personne n'est encore arrivé
si, et seulement si,  [S; = 0] est réalisé

Conclusion : [Ry > t]=[S; =0}

4.b. Montrer que la variable aléatoire Ry est a densité et en déterminer une densité.
e On considere déja :

Ri(Q) =1[0:1]
e Notons £ la fonction de répartition de Ry. Soit t € R. On a :

*x sit<0:

Fal) = PR <) 0 et Ry(Q) =[0; 1], donc [R

< =10; 1}, I 1< =9
_0 JI et R(Q) = [0; 1], donc [Ry < ]

* st >

F(t)=P(R <t

1():1([ 1<) Jr>1mR1(Q):o,w,dnn(\Rmr\:Q
* st te[0;1]:

=1-P([R > t])
st récédent
_ - ]P([S[ _ O]) J qSLI&“; L(i;pl&‘(e(eﬂ e
¢ — ABn, t
S B J o
Par conséquent :
0 sit<0
VieR, F(t)=4 1—(1—1)" sitel01]
1 sttt >1

e * Continuité.
. . s . L # Ré i
La fonction F4 est continue sur R (en vérifiant la continuité en O et en 1..). Rédaction
. o1 En fin d'exercice, sur une question
» Caractére 6. , dont la méthode a déja été mise
La fonction F; est €' sur R sauf éventuellement en O et en 1. en place précédemment (et suffi-
samment bien détaillée), on peut

La variable aléatoire Ry est donc a densité et admet pour densité la fonction f; définie sur R par : se permettre d'aller plus vite !

Ve, A1) =n(1—0)"" ; Vte]—o0; 00Ul 400, f(t)=0 ; HO)=n ; fH(1)=0
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Conclusion : R; est a densité et admet pour densité la fonction

e n(1 ="' sitel01]
1' 0 sinon

5. Soit R, la variable aléatoire éqgale a l'instant de la seconde arrivée.
Montrer que la variable aléatoire R, est a densité et en déterminer une densité.

e On considere déja :

Ry(Q) = [0; 1]
e Notons F; la fonction de répartition de R,. Soit t € R. On a :
* sit<0:
Fa(0) = P(IR < 1] J 0 et Ry(Q) =[0; 1] donc [R, < t] = @
t<0et Ry =|0; 1], donc |, < t| =
=0
* stt>1:
Fo(t) = P([R, < t])
:1 J t>1 et Ry(Q) =1[0;1] donc [Ry < t] = Q
*x st te[0;1]:

raisonnement analogue a la question 4.a : [R, > t] =[S, = 1]
J St est a valeurs dans [0; n]
J S B(n, 1)

=1—(1=8"=nt(1 ="'
Par conséquent :

0 sit<0
VteR, BH(t)=1 1—(1—8"—=nt(1—0"" site]01]
1 st t>1

e« Continuité.
La fonction F, est continue sur R (en vérifiant la continuité en O et en 1..).
* Caractére €.
La fonction F> est €' sur R sauf éventuellement en 0 et en 1.
La variable aléatoire R, est donc a densité et admet pour densité la fonction f, définie sur R par :

Vt €] — o0; O[U]1; +o0], fr(t) =0
pour tout t €]0; 1] :

Lty =n(1 =" —n(1 =" +n(n—Nt1—1)"*
= n(n— N1 —t)"?

et :
H0)=0; HL(1)=0

Conclusion : R, est a densité et admet pour densité la fonction

o [ o=t -t site[01]
o 0 sinon
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Exercice 4 (EML 2009 E)

| Question de cours. Inégalité des accroissements finis. |

X
On note f l'application définie sur R par : Vx € R, f(x) = eX —1 six# .
1 six=0
PARTIE |. ETUDE D'UNE FONCTION

1. 1.a. Montrer que f est continue sur R.

e f est continue sur |—oo; 0] et sur |0; +oo] comme quotient de deux fonctions continues sur ces intervalles

dont le dénominateur ne s'an-
nule pas sur ces intervalles. [t

des paillettes ?

e EnO:
Puisque e* — 1 - X,0na:
X:O
Par conséquent :
lim f(x) =1 = £(0)

x—0

Donc f est continue en 0.

Conclusion : la fonction f est continue sur R.

1.b. Montrer que f est dérivable en O et déterminer f'(0).
Pour x # 0, suffisamment proche de 0, on a :

fx) —f(0) _ =1

x—0 X
x—e¥+1
e
X
x—eX+41
(e —1)

Or, au voisinage de O :
[ ]

2

X
X—e'+1=x—[T4+x+=+ o (x)

2 x—0
2 )
=7 .8
-1,
x—0 7
e ¢ —1 - x, donc
X 32
x(e* —=1) X
Ainst :
f(x) — 1(0) =1
x—20 x—=0 2
Par conséquent :
 fx)—=1f0) -1
L -
0 x—0 2
. . , —1
Conclusion : f est dérivable en O et '(0) = -

1.c. Justifier que f est €' sur | — oo; 0] et sur |0; +o0| puis calculer f/(x) pour tout x €] — oo; 0[U]0; +od|.

La fonction f est de classe €' sur R* comme quotient de deux fonctions de classe &' sur R* d O nt
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1.d.

. 2.a.

2.b.

le denominateur ne s‘annule pas

S
S u r R et, pour tout x € R™ :

En déduire que f est €' sur R.
On sait déja que
v fest @ sur]— o000 et sur]0; +oq[;
v 1 est dérivable en 0.
Il ne reste qu'a démontrer que 1’ est continue en 0. On avait :

e¥ — 1 — xe'

Vx e R, f'(x) =
X (X) (ex . ’])Z
Or, au voisinage de O :
[ ]
x? 2 x? 2
et —1—xe :1+x+§+xgo(x )—1—x 1+x+§+xgo(x)
N P ’
- 2 XEO(X ) : :
- ; X2 +X30(x2)
-1,
xr\:O 7)(
e ¥ —1 ~ x, donc:
X _ 2,2
(e ) XHOX
Dot : ]
, .
)~ 5
Par conséquent :
—1
lim f'(x) = —
x—0 2 J question précédente
=1'(0)

La fonction f’ est donc continue en 0.

Conclusion : la fonction f est €' sur R.

Etudier les variations de l'application v : x — (1 — x)e* — 1, définie sur R.
La fonction u est dérivable sur R comme produit et somme de telles fonctions.
Soit x € R. On a:

u'(x) = —e" 4+ (1 — x)e*
= —xe*

Dol

X |—o0 0 +00

u'(x) + 0 —
0

U / \

Montrer :

Vx €R, f(x) <0

—1
e /(0) = 5 <0
e Pour tout x # 0,

G
u'(x)

(ex 7 1)2 J question précédente, avec x # 0

Pfff... ———
%omment peut-il y avoir des

erreurs sur cette question?!

v Rigueur !

Un peu de rigueur : on fait atten-
tion aux cas sur x.. L'expression
de la question 1.c n'est valable
que st x #+ 0.
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Conclusion : Vx € R, f'(x) < 0.

2.c. Déterminer les limites de f en —oo et +00 puis dresser le tableau de variations de f.

e Fn —o0:
Ona lim x=—ocoet lim e*—1=—1. Do, par quotient :
X——0Q X——0Q
lim f(x) = 400
X——00
e En +oo:
Pour x suffisamment proche de +o0 :
X
flx) =
eX —1
X 1
el —e™
Or, par croissance comparée :
X
lim — =20
X400 @X
et par opérations :
lim =
x—+oo T — e
Par produit :
lim f(x)=0
x—+00
D'apres la question précédente, on en déduit :
X |[—0o0 +00

f'(x) -

+00
f \0

2.d. Déterminer lim f(x) + x. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

X——00

e Pour x suffisamment proche de —co :

X
f(x)+x = + x
e’ —1
X+ xe* —x
eX —1
Xe,\'
e¥ —1
Or, par croissance comparée : lim xe* = 0. D'ot, par opérations :
X——00
lim f(x)+x=0
X—>—0Q
e Interprétation :
La courbe de la fonction f est la droite d'équation y = —x sont proches au voisinage de —oo.
Conclusion : la droite d'équation y = —x est asymptote a la courbe de la fonction f au voisinage

de —oo0.

2.e. Tracer l'allure de la courbe représentative de f dans un repere judicieusement choisi.

4—

Cr

— & Meéthode !

Pour déterminer des limites, on
procéde dans cet ordre :

e on regarde si on peut conclure
par opérations / composition, en
détaillant bien chaque partie...
Sinon, cest une Fl et dans ce
cas : @ est-ce une CC? On modi-
fie si nécessaire l'expression pour
le faire apparaltre clairement

e on peut utiliser des équivalents
e si les équivalents ne permettent
pas de conclure (des sommes ?)
et que la limite est en 0, on teste
des DL.

o

X Attention !
Aucune valeur interdite dans ce
tableau : f et " sont toutes deux
bien définies en 0...

Important !

On doit faire figurer :

e la tangente a 6 au point
d'abscisse 0

e ['asymptote en —oo

e l'asymptote en +oo
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PARTIE II. ETUDE D'UNE SUITE RECURRENTE

On considere la suite (u,),en définie par ug = 1 et pour tout n € N, vy = f(uy).

3.

Recopier et compléter les lignes manquantes du programme Python ci-dessous de sorte que son exécution permet
l'affichage de la courbe représentative de f sur [0; 1] ainsi que des 5 premiers termes de la suite (u,),en représentés

sur la courbe de f.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def f(x):

for x in X:
Y.append(f(x))
#graphique de f

u=1

for k in range(5):
v=...
plt.plot (... ,..., "r’)
plt.plot ([u,v],[v.v], "r’)
u=...

plt.show ()

Voici, avec le graphique obtenu au-dessous.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def f(x):
if x==0:
return 1
else:
return x/(np.exp(x)—1)

X=np.linspace (0,1,100)

Y=(]

for x in X:
Y.append(f(x))

plt.plot(X,Y)

u=1

for k in range(5):
v=f (u)
plt.plot ([u,u] Ju,v], r’)
plt.plot ([u,v],[v,v], r’)
u=v

plt.show ()
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1.0 4

0.9 4

0.8 1

0.7 4

0.6 4

0.0 0.2

0.4 0.6 0.8

4. Montrer que f possede un unique point fixe, noté a, que l'on calculera.

1.0

Soit x € R.
e Six=0 :on sait que f(0) =1, donc 0 n'est pas un point fixe de f.
e Six+0:
flx) =x < Yo
ex —1 JX%O,don(o‘f'l%O
— x=x(e"—1)
— 2x—xe* =0
= x(2—e9=0
x=0
— ou
x=1n(2) )t
— x =1In(2)
Conclusion : f possede un unique point fixe sur R : In(2).

5. 5.a. Etablir : Vx € [0; +o0], e —2xe* —1>0.
Posons g : x — e — 2xe* — 1, définie sur RY.
La fonction g est dérivable sur R™ et, pour tout x € R™ :

5.b.

Or la fonction exponentielle est convexe, donc sa courbe représentative est partout au-dessus de toutes ses
tangentes et en particulier de sa tangente au point d'abscisse 0, dont l'équation réduite est y = x + 1.

g'(x) = 2e® — 2e* — 2xe"

=2e"(e" —x—1)

Par conséquent : e* > x + 1. On en déduit :

La fonction g est donc croissante sur R*. Et comme ¢(0) = 0, on obtient

g(x) =0

Vx eRY, g(x) =0

Conclusion : Vx € [0; +oq], e —2xe" —1>0.

1 e — 2xe* — 1

Montrer : ¥x €]0; 400, '(x) + = =

2

Soit x €]0; +oqf. On a :

'(x) +

2(e¥ —1)2

17 e¥ — 1 — xe* +1

2 (er —1)? 2
B 2 — 2 — 2xe* + (e¥ —1)?
B 2(e¥ —1)?

= Rappel...

Les valeurs des termes de la
suite (up)nen sont lues sur les
abscisses des points d'intersection
entre la ligne brisée rouge et la
courbe de f bleue.

v/ Rigueur ! ———
Deux expressions différentes pour
f(x), donc deux cas a distinguer !

Important | —————
ﬂfaut avoir des idées et donc
s

avoir traiter cette question !
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26X — 2 — 2xe¥ 4 e — 2e¥ + 1
a 2(er —1)2

e — 2xe* — 1
T 2 —1)?

e — 2xe* — 1

1
. . . )(, I
Conclusion : Vx €]0; +o0|, f'(x) + > e — 1)

5.c. Montrer : ¥x € [0; +oq], _71 < f(x) <0,
Soit x € [0; +od.
—1
e Si x =0: le résultat est vrai, car '(0) = -
e Six>0:

* d'aprés la question 2.b, on sait déja que f'(x) <0
1 e — 2xe¥ —1

* ensuite, d'aprés la question précédente : f'(x) + 5= e =12

! 1
et d'aprés la question 5.a : e — 2xe* —1 > 0. Or 2(e* — 1)? > 0. D'oli : f'(x) + 5 >0
Autrement dit : :
f'(x) > >
On a donc : ;
_7 <f(x) <0
. -1 ,
Conclusion : Vx € [0; +o0], > < f(x) <0.
5.d. En déduire : ]
VneN, |up —al < §|un —al
puis :
1
vneN, |u,—al < ?(1—0()
# Rédaction
La rédaction de la premiére par-
e On sait que : tie, avec U'IAF et son application
o a u, et a doit étre parfaite | On
v f est dérivable sur [0; +o0], sentratne autant de fois que né-
—1 cessaire...

v d'apreés la question précédente, Vx € [0; 409, < f'(x) < 0; donc :

-1
Vx € [0; +oq, 5 < fx) <

N —

Autrement dit :

1
Vx € [0; 400, |f'(X)] < 3

D'apres l'inégalité des accroissements finis, on a donc :
1
Y(a,b) € R*, [f(b) — f(a)| < i‘b —al

e Ensuite :
* o >0, car a = n(2)
* Démontrons par récurrence que pour tout n € N, u, > 0.

o Initialisation. Pour n =0 :
ug = 1, donc l'initialisation est vérifiée.
o Hérédité. Soit n € N. Supposons v, > 0 et montrons que u,1 = 0.
On sait que pour tout x € R, f(x) > 0. Or, par hypothése de récurrence, u, € R™.

/////

On a donc :
VYneN, u, >0

e Soit n € N. D'aprés le premier point, appliqué avec a = o et b = u,, licite car o, u, >0, on a:
1
[f(us) — fla)| < §|Un — a
Or a est point fixe de f, donc f(a) = a; et f(u,) = Uy

1
Conclusion : Vn € N, |u,11 — @] < §|u,7 —a
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_ 1
e Démontrons enfin par récurrence que pour tout n € N, on a |u, — a| < 5(1 — Q).

* Initialisation. Pour n =0 :

up —al = 11— 1In(2)|
=1—-1In(2)
1
=% (1 - ln(Z))
L'initialisation est ainsi vérifiée.
* Hérédité. Soit n € N.

1
Supposons que |u, — a] < 5(1 — a) et montrons que |u,41 — af < s (1—a).
Par hypotheése de récurrence :
1
oy — ol < 51—
D'ou ;
i\u” —al < S (1—20)
Or, d'aprés le point précédent
1
[y —al < 5lu, — af
2
Ainsi, par transitivité
luny1 —al < Sarr (1= a)
L'hérédité est ainsi établie.
. 1
Conclusion : Vn € N, |u, — a] < ?(1 —a).
6. Conclure que la suite (u,),en converge vers a.
1
v VneN, Og\u,,—a\gjﬁ—a)
1
vV o lim —=(1—-a)=0 = Rappel...
n—+too 20 On ne pourrait rien conclure st
Par théoreme d'encadrement, on obtient : lim |u, —a| = 0. on avait ,7LLTOO|”" —al =1 pas
n—+o0 méme la convergence de la suite
(Un)neN-
Conclusion : la suite (u,),en converge vers a.
7. Ecrire un programme Python qui calcule et affiche le plus petit entier naturel n tel que |u, — a < 107°.
1|import numpy as np
2|def rang ():
3 u=1
4 n=0 Petite remarque
5 while abs(u—np.log(2))>10%x*(—9): On peut également écrire u=f (u)
- 1 en ligne 7, ol £ est la fonction
6 = /( WD - GX[p ( u) o ) créée dans la question 3.
7 n=n+1
8 return n

PARTIE Ill. ETUDE D'UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

2x
On considere la fonction G : x —> [ f(t)dt.

8. Justifier que G est définie sur R.
Soit x € R. On sait que la fonction f est continue sur R, donc elle est continue sur le segment [x; 2x] (ou [2x; x]).

2x
Par conséquent, 'intégrale j f(t)dt est bien définie.
X

Conclusion : pour tout x € R, G(x) existe; autrement dit, la fonction G est définie sur R.
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9. Démontrer que G est de classe € sur R et que, pour tout x € R :

X(3 —e%) .
c’<x>={ o
1 six=0

La fonction f est continue sur R, elle admet donc des primitives, qui sont ¢" sur R. Notons F lune delles.

On a ainsi, pour tout x € R :

Or :
vV x> x et x—> 2x sont €' sur R (a valeurs dans R);
v Festé' surR
Donc G est €' sur R et, pour tout x € R :
G'(x) = 2F'(2x) — F'(x)
= 2f(2x) — f(x)

4
{ . . stx+0

— eX —1 e —1

J F est une primitive de f

2—1 stx=20
4x — x(e¥ + 1
B % x40
2—1 six=0
3x — xe¥ )
B R T six#+0
2-1 six=0
x(3 —eY) )
Conclusion : pour tout x € R, G'(x) = X — 1 SLX%O.
1 six=0

10. 10.a. Démontrer : Vx € [0;400[, 0 < G(x) < xf(x). En déduire la limite de G en +oo.
e Soit x € [0; +oq.
Puisque x > 0, on a x < 2x.
D'ou, par décroissance de f sur R, donc sur [x; 2x] :

Yt € [x;2x], f(x) = f(1)
Et comme f est positive sur R, on a méme :
Vte[x2x], f(x)=f(t)=0

Ainsi, par croissance de l'intégrale, licite car x < 2x :

2x 2x
/ r’(x)dt}j f(t)dt =0

(2x = x)f(x) = G(x) =0
Conclusion : Vx & [0; +o0], 0 < G(x) < xf(x).
e On a ainsi :
v Vx €[0; +o[, 0< G(x) < xf(x)
v et, pour tout x > 0 :

Autrement dit :

2
X
xf(x) =

eX —1

x? 1

eX ] —e X
Donc, par croissances comparées et opérations :

lim xf(x) =0

X—+00

Conclusion : par théoreme d'encadrement, lim G(x) = 0.

X—+00

10.b. Démontrer : ¥x €] — 00;0], G(x) < xf(x). En déduire la limite de G en —oo.

& Méthode ! —————
Il faut bien travailler cette mé-
thode et cette rédaction : on pro-
cede toujours atnst.

X Attention !
Attention a la dérivée de la com-
posée |
Si u est € sur [ et a valeurs
dans J et que f est €' sur J,
alors fou est €' sur [ et (fou) =
u x flou.

Important ! ——
E'est ici que sert la positivité de
X..
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11.

e Soit x €] — 00; 0].
Puisque x < 0, on a x > 2x.

D'oli, par décroissance de f sur R, donc sur [2x; x| :

YVt e [2x;x], f(x) < f(1)

Ainsi, par croissance de l'intégrale, licite car 2x < x :

Et ainsi :

Autrement dit :

J.
/XZX F(x)dt > /KZX F(t)dt

(2x = x)f(x) = G(x) =0

Conclusion : Vx €] — 00;0], G(x) < xf(x).

e On a ainsi :
vV Vx €]—00;0], G(x) < xf(x)
v et, pour tout x <0 :

Fx)dt < / F(t)dt
2

X

2

X
xf(x) =
W=
Donc, opérations :
lim xf(x)=0
X——00
Conclusion : par théoreme de comparaison, lim G(x) = —oo.
X——00

Dresser le tableau de variations de G. On n'essaiera pas de calculer G(In(3)).

Soit x € R. Ona:

3—e*>0 & " <3
J stricte croissance de [n sur R}
— x < In(3)
et:
e —1>0 &= ™ > 1 .
( de | R
—s Oy S 0 J stricte croissance de In sur R
— x>0
Dot :
X |—o0 0 n(3) +00
X - 0 +
3—e" + 0 —
e —1 -0 +
G'() + I
G(In(3)
f o / ( ) \ 0

ok ok kok FIN shede ok ke kok

e

Important !
‘est ict que sert la négativité de
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