ECG 2™ ANNEE - MATHEMATIQUES APPLIQUEES
|| - www.jeremylegendre.fr

(CHARTREUX DEVOIR SURVEILLE 6

SAMEDI 1% FEVRIER 2025 - 4H00

CONSIGNES A LIRE !

La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, lorthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont des
criteres importants d'évaluation.

Quelques précisions :

la copie doit étre prise de sorte que la marge se situe a droite de chaque page, |

la premiére page de la copie doit rester vierge et sera réservée aux appréciations,
toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

un aide-mémoire Python est donné en fin de sujet.
Pour toutes les questions Python du sujet, on supposera avoir importé les différents modules nécessaires de la sorte :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import numpy.linalg as al
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé.

Si, au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

X Attention !
Les arguments | éléments qu'il ne fallait pas oublier... Les éléments surlignés ne sont
Les arguments / éléments non notés mais qui font tellement plaisir... pas les seuls éléments de ba-

"En dépit de tout ce quon peut vous raconter, les mots et les idées peuvent changer le monde.
John Keating, LE CERCLE DES POETES DISPARUS

reme ! Ils sont simplement ceux
qui ont trop souvent été oubliés...
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EXERCICE 1 (FAIT MAISON)

| Question de cours. Matrices semblables : définition et propriétés.

t—1 t —t
Pour tout réel ¢, on considere la matrice M(t) = | —t—1 =1 t+1
—1 t 0

PARTIE |. REDUCTION DES MATRICES M(t)

1. Lensemble {M(t), t € R} est-il un sous-espace vectoriel de M3(R)?

Cet ensemble n'est pas un sous-espace vectoriel de M5(R) car il ne contient pas la matrice nulle.

2. On pose A = M(0).

2.a. Déterminer une base de ker(A).

Ona:
-1 0 0
A=1|-1 —1 1
-1 0 0

X
Soit X = |y | €M34(R).Ona:

& Méthode !

Bien évidemment, on peut tra-
vailler sur le rang de A, puis
obtenir la dimension de ker(A) et
remarquer un vecteur non nul de
ker(A)... Mais est-ce plus court
ici?

z
X € ker(A) &= AX =0,
—x —
= +—~x—y+z=0
—x _
x=0
— Jy=7z
7=z
0
— X=2z|1
1
Donc :
0
ker(A) = Vect 1
1
0
La famille 1 est ainst :
v génératrice de ker(A),
v libre car constituée d'un unique vecteur non nul.
Conclusion : la famille 1 est une base de ker(A).

2.b. Montrer que —1 est valeur propre de A et déterminer une base de l'espace propre associé, noté £_1(A).

X
Soit X = |y | €M34(R).Ona:

z

AX =X & (A+ L)X =03,

—x+z=0
—
—x+z=0

X =17
= 1Yy=Yy
zZ =7
1 0
= X=z|0]+y |1
1 0
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2.c.

Donc —1 est valeur propre de A (car l'équation AX = —X possede au moins une solution non nulle) et :

1 0
E_4(A) = Vect 0,1
1 0
1 0
La famille 0fl, (1 est alnst :
1 0

v/ génératrice de £_4(A),
v libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires.

0 1
Conclusion : la famille 171,10 est une base de E_q(A).
0 1

AUTRE METHODE...

On peut procéder ainst :

0O 0 0
rg(A+l3)=rg<<1 0 1))
-1 0 1
0
=rg 1
1

—1

e Ona:

J C=—GetG =03

/()

Par conséquent, —1 est valeur propre de A et, d'aprés le théoréme du rang :
dim (M31(R)) = dim (ker(A + /5)) + rg(A + 1)

Autrement dit :
dim (E,1 (A)) =2

0 1

o Puis, remarquons que | 1], (0| € E_1(A).
0 1

0 1
Par conséquent, la famille <<1> , <0>> est une famille de £_1(A) qui est :
0 1

v libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires,
v de cardinal 2, égal & dim (E_1(A)).

0 1
Conclusion : la famille ((1) , <0>> est une base de E_4(A).
0 1

En déduire que la matrice A est diagonalisable.

0
e D'apres la question 2.a, 0 est valeur propre de A et 1 est une base de l'espace propre associé.
1
0 0 1
e Ainsi, la famille 71,111,110 est :
1 0 1

v libre car clest la concaténation de familles libres associées a des valeurs propres distinctes,
v de cardinal 3, égal a dim (MM(R)),

Par conséquent, cette famille est une base de M5 (R). [l existe donc une base de M5 ;(R) constituée

de vecteurs propres de A.

Conclusion : la matrice A est diagonalisable.

. Justifier que, pour tout t € R, ¢t est valeur propre de M(t).
Soit t e R. Ona:

—1 t —t
rg(M(t) —th) =rg [ | —t—1 —1—t t+41
—1 t —t j G=-6
—1 t
=rq —t—1 —1—t
—1 t
+3

— O Astuce du chef ! O —
Remarquer légalité C + 0C, +

(3 = 031 nous permet de mettre
en évidence un vecteur du noyau
de la matrice A+ k...

En effet, st Gy, G5, G5 sont les
colonnes d'une matrice B, on a :

X
Bly| =xG+yG + 26,
z

X
donc: [y
z
xG + yG +2G=0..

€ ker(B)

= Rappel... —
+,Le rang d'une famille libre est son

cardinal.

= Rappel...
+—E,1 (A) = ker(A + k)...

DEVOIR SURVEILLE 6 - Page 3/24



Conclusion : pour tout t € R, t est valeur propre de M(t).

0 0
1 1] eton admet que cette matrice est inversible.

1
Pour la suite, on considére la matrice Q = | 0
1 1

0
1 0 0
4. Justifier que la famille O, (1].,11 est une base de M3(R), que l'on notera A.
1 0 1

Puisque la matrice Q est inversible, ses colonnes forment une base de M5+(R)...

1 0 0
Conclusion : la famille O, {1],]1 est une base de M5;(R).
1 0

5. Soit t € R. On note f; l'endomorphisme de Mj3+(R) canoniquement associé a la matrice M(t). Vérifier que la

-1 t 0
matrice de f; dans la base % est la matrice | O —1 0], que l'on notera 7T (t).
0 0 t

En déduire une éqalité entre M(t), T(t), Q et Q7"

e Puisque M(t) est la matrice de f; dans la base canonique, on a :

1 t—1 t —t 1
fe 0 =|—-t—1 =1 t+1 0
1 —1 t 0 1
—1
=10
—1
1
=—10
1
ainst que :
0 t—1 t —t 0
fe 1 =|—-t—1 =1 t+1 1
0 —1 t 0 0
t
= | —1
t
1 0
=t|{0] — |1
1 0
puis :
0 t—1 t —t 0
fe 1 =|—-t—1 =1 t+1 1
1 —1 t 0 1
0
= |t
¢
0
=t(1
1
-1 t 0
Conclusion : Matg(f;)=| 0 -1 0
0 0 ¢t

e Remarquons que Q est la matrice de passage de la base canonique de M;5;(R) vers la base Z..

Conclusion : par formule de changement de base, on a ainst Mat,(f;) = QMat%(ﬂ)Q”, autrement
dit
M(t) = QT (t)Q™"

6. Soit t € R. Quelles sont les valeurs propres de la matrice M(t)?
On sait que st deux matrices sont semblables, alors elles ont les mémes valeurs propres. Or :

Petite remarque

Sans nécessairement travailler sur
le rang, dire que pour tout t € R,
la matrice M(t) — tl3 n'est pas
inversible car G3 = —(;, suffit (ou
L3 = Ly).

Petite remarque
ﬁs’aglt de la base de la question

2.c..
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v dapres la question précédente, M(t) et T(t) sont semblables;
v T(t) est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux : —1 et t.

Conclusion : les valeurs propres de la matrice M(t) sont —1 et t.

PARTIE II. RESOLUTION D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL

On considére a présent le systeme différentiel suivant, noté (S) :

X)) = (t—="1)x(t) +  ty(t) —  tz(t)
vVt € R, gty = —@t+)x(t) — yt) + (t+1)z(t)
Z(t) = —x(1) +  ty()

d'inconnues x, y, z des fonctions de classe €' sur R.

X
7. Soient x, y, z des fonctions de classe €' sur R. On pose X = [ y | et Z = Q7'X. Vérifier que
z

(X est solution de (S)) <= VtER, Z'(t) = T(t)Z(t)
Les composantes de X sont des fonctions de classe €' et la matrice Q™" est constante, donc [es composantes de

Z sont également des fonctions de classe @ et, pour tout t € R :

Z'(t) = 07" X'(t)

Puis :
(X est solution de (S)) «— VteR, X(t) = M(t)X(t)
/ 1 J question 5
— VteR, X'(t)=QT()O ' X(¢t) . / ,
= VteR, Q)= QT (1Z(t) J Z:Q XéIX =07
= VteR, Z'(t)=T(t)Z(t) J O est inversible

Conclusion : (X est solution de (S)) <= Vt R, Z/(t) = T(t)Z(1).

t

8. Soit B € R. Résoudre l'équation différentielle w’ + w = Bte™", oli w est une fonction de classe €' sur R. On
t

cherchera une solution particuliére sous la forme t — (at’ 4 bt + c)e™".
L'équation w' + w = ce " est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 & coefficients constants.

e Résolution de w' +w = 0.

L'ensemble des solutions de w' + w = 0 est {t — Ae™", A € R}.
e Solution particuliére de w’ + w = Bte™.

Soient a,b,c €R et [ : t— (at’ + bt + cJe ",

La fonction f est de classe €' sur R et :

(7 est solution de W'+ w = Bte™") <= VteR, f'(t)+1(t) = Bte™"

« Yt ER, (2at + ble™" — (at’ + bt + c)e™" + (at’ + bt + c)e”" = Bte”!
Vt €R, (2at + b)e™" = Bre”"

—
VieR, e 40
— VteR, 2at+b =Pt J
B identification des coefficients
a = 5 d'une fonction polynomiale
b = 0

Prenons donc a = § b =0 et, par exemple, c = 0.

Bzfr t

La fonction f : t — 5[ e ' est solution particuliere de w' + w = Bte ",

X Attention !
. B est fixé et lié au second
Conclusion : l'ensemble des solutions de w' + w = Bte " est {[ — E[Ze” = R]». membre : aucune raison qu'il
2 apparaisse en variable dans l'en-
semble des solutions.

9. Soit w une fonction de classe €' sur R. Démontrer :

(W —tw=0) « (IASR/VtER, w(t)=leT)

: ) o Petite remarque
Raisonnons par double implication. ﬂs’agu dun cas particulier de
QCl42...
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2

Supposons qu'il existe un réel A, que l'on considere ensuite, tel que : Vt € R, w(t) = leT.
La fonction w est ainsi de classe € sur R et, pour tout t € R :

2 2
w(t) — tw(t) = \2teZ — theZ
=0

D'our le résultat.
Supposons que w' — tw = 0.

2
Posons g : t — W(t)e’% et montrons que g est constante.
La fonction g est €' sur R, comme produit de telles fonctions et, pour tout t € R :
/ e i
g'(t) =w'(t)je” 7 —tw(t)e ?

2

= (w/(t) — tw(t))e 7
0

J w —tw=0

La fonction g est donc dérivable et de dérivée nulle sur R, qui est un intervalle. Par conséquent, g est
constante sur R. Autrement dit :

JAERIVEER, g(f) = A

Et ainsi :

o

I eR/VtER, wit)=Je

Conclusion : (W' — tw=0) < (IAER/VtER, w(t)= )\e%),

10. Déduire des questions précédentes l'ensemble des solutions du systéme différentiel (S).
Avec les notations de la question 7, on a :

(X est solution de (S)) = VteR, Z'(t)=T(t)Z(t)

7
Z;(l’) —1 t 0 Z1(l') ) en notant Z = <ZZ>
«— YVteR, |AH| =0 =1 0 75(t) =
Z4(t) 0 0 ) \&n
Z(t) = —z(t)+ tz(t)
— VteR, ) = —2zlt)
z(t) =tz
Z(t) +z(t) = tz(l)
= VteR, )+ 2zt = 0
2ty —tnt) = 0 J question précédente
Z(t)+z1(t) = cote!
e J(o, ) R IVEER, { 2ft) = Cze;l ‘
Zg(f) _ 63617 J question 8
c
zi(t) = ce '+ jztze’[
— o, 0,6 ERIVIER, 1 2() = e
2
z(t) = Cge%
ce ! + %tze_t
— Jo, 0 6)ERIVEER, X(t)=0 ce !
2
Cge%
e '+ %tze’{
2
«— J(o, 0 6)eRIVEER, X(t) = el 4 cseT
—t (&) 2 —t 2
ce +?t e+ e’
ce '+ %tze’t
2
Conclusion : l'ensemble des solutions de (S) est 4 t —— et 636% ,(a,0,6) e R’
) > 2
e '+ %tze" + 307
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Exercice 2 (EDHEC 2022 E)

Question de cours. Soient f une fonction définie sur un intervalle / de R et a € I. Que signifie graphiquement le fait
que a soit un point d'inflexion pour la courbe représentative de f? Comment, dans le cas ol f est de classe €2, le
déterminer?

PARTIE |

1
Pour tout couple (p, g) d'entiers naturels, on pose /(p, q) = / XP(1—x)7 dx.
0

1. 1.a. Expliquer rapidement pourquot cette intégrale est bien définie.
Pour tout (p, ) € N?, la fonction x — x”(1 — x)7 est définie et continue sur le segment [0; 1].

Conclusion : pour tout (p, ) € N?, l'intégrale /(p, q) est bien définie.

1.b. Montrer, grace a une intégration par parties, que l'on a :

. q
VY(p,g) e Nx N*, l(p,g)= ——Ip+1,qg—1
(p. q) (p.q) pH(p q—1)
Soit (p, q) € N x N*.
xP
Posons : v p+1 . Les fonctions u et v sont €' sur le segment [0; 1] et pour tout x € [0;1] :

vixe (1T —x)7
u'(x) = x?
Vix) = —q(1 —x)""
Dot :

1
o q) = [ w11~

intégration par parties

X/)»W 1 1 p+1
{ (uﬂll} f/ —q(1 =) 2k
p+1 o Jo p+1 /p+1>0etq>0,donc0ﬂ“=0et04=0

1

-4 jx”+1(1fx)""‘dx
p+1J

9 ip+1,9-1)
p+1

Conclusion : ¥(p, q) € N x N*, I(p, q) = %/(p +1,qg—1).

1.c. En déduire :

plq!
Vip.g) eNxN, lp,q) = ————
(p. q) (p. q) T
gl
Procédons par récurrence pour établir : Vp € N, Vg € N, I(p, q) = S LA
(p+q+1)

e Initialisation. Pour p =0 :
Soit g eN.Ona:

1
10, q):/U (1= x)7dx

~ {,H —x)*! ]*
g+1 |

1
B qg+1
Et:
Olg! q!
O+qg+1)  (g+1)
1
g+
Dol :
Vg €N, /(0,q) =

qg+1

'initialisation est ainsi vérifiée.

DEVOIR SURVEILLE 6 - Page 7/24



e Hérédité. Soit p € N.

plq! (p+1)lq!
Supposons : Vg € N, I(p, ) = ————— Montrons : Vg €N, I(p+1,q) = ————.
(p+q+1) (p+q+2)
Soit ¢ € N. D'apreés la question précédente, licite carp € Net g+ 1€ N* on a:
q+1
Ip.g+1)=——=Ip+1,
(p.g+1) e (p+1.9)
Dot :
p+1
llp+1.9) = —=Ip.qg+1) \ ,
q-+ 1 J hypothese de récurrence, licite car g +1 & N
B p+1 pllg+1)!
g+1(p+q+2)
(p+ Nlg!
(p+qg+2)
L'hérédité est ainsi établie.
Conclusion : ¥(p, ) € N x N, /(p, q) plq!
onclusion : , xN, I(p,qg) = —————.
ust P.q P.q TEXESI

1
2. En déduire, pour tout p € N, la valeur de / xP(1—x)Pdx.
0
Soit p € N. En prenant g = p dans la question précédente...

Conclusi v N 1 P Pd 7(131)2
:VpeN, (1 —x)Pdx = :
onclusion : Vp /0 XP(1 — x)Pdx 2p+ 1]

ParTiE Il
. - . (2n +1)! .‘ .
Dans cette partie, on désigne par n un entier naturel quelconque et on pose a, = T On considere la fonction
b, définie par :
[ ax"1—=x)"  sixe[0,1]
VxeR, b”(X)_{ 0 six ¢10,1]

3. Montrer que b, est une densité.
o Positivité.
% pour tout x €[0;1], @, =0, x >0et1T—x >0, donc b,(x) = 0.
% pour tout x ¢ [0;1], b,(x)=0=>=0.
Conclusion : Vx € R, b,(x) = 0.
e Continuité.
% b, est continue sur | — 00; 0] et sur [1; 400 car constante sur ces intervalles;
* b, est continue sur [0; 1] car c'est une fonction polynomiale sur [0; 1] (produit de fonctions polynomiales).

Conclusion : b, est continue sur R sauf éventuellement en O et en 1.

. ]_:Q ba(x)?

% les intégrales/

—00

0 +00
b, (x)dx et / b,(x)dx sont convergentes et valent O;
1

1
% puisque b, est continue sur [0; 1], l'intégrale / b,(x)dx n'est pas impropre et :
0

1 1
/ b,(x)dx = / ax"(1—x"dx
0 0

1
= a”/ x"(1T—x)"dx
0

J question 2

+00
Conclusion : l'intégrale / b,(x)dx est convergente et, par relation de Chasles, vaut 1.

00

Important !
L'HDR doit contenir 'Vg € N', car
nous aurons besoin du résultat
pour un autre g que celut qui se-
rait fixé en dehors si nous faisions
autrement.

Petite remarque
On utilise la question précédente
avec ¢ + 1 au lieu de g (licite, car
g € N, donc g+ 1 & N*).

Petite remarque

Pour n > 0, b, est continue en 0
eten 1.

Conclusion : b, est une densité de probabilité.
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On considere désormais une suite de variables aléatoires (X;),en, oU X, admet b, comme densité.

4. Reconnatltre la loi de Xj.
Ona oy =1 et donc :
1 st x €[0;1]

Vx € R, bo(x):{ 0 : )
stnon Petite remarque

Nul besoin de calculer la fonction

Conclusion : Xj suit la lot uniforme sur [0; 1]. de répartition.. Reconnaitre une

densité, c'est reconnaitre une loi.

5. 5.a. Utiliser la partie | pour montrer que X, posseéde une espérance et que l'on a :

1
E(X)) =5
2 mRéflexe !
Toujours s'interroger sur l'en-
Puisque X,(Q) =[0;1], X, admet une espérance (car X,(Q) est borné) et : semble image d'une VA au mo-
ment d'étudier son espérance
1 éventuelle.
E(X,) = / xb,(x)dx
0
1
= a, j X" — x)"dx
0 J question 1.cavec p =n +1et g =n, licite carn,n+1& N
2o+ + 1)in!
(nh? (2n+2)!
n+1
2n + 2
1
2
. , 1
Conclusion : X, admet une espérance et E(X,) = 5
5.b. Toujours en utilisant la partie |, montrer que X, posséde une variance et exprimer V(X,) en fonction de n.
Puisque X,(Q) =1[0; 1], X, admet un moment a tout ordre (car X,(Q) est borné), et donc une variance, et :
e par théoréme de transfert, licite car x — x* est continue sur X, (Q) :
1
E(X?) = / X2by(x)dx
0
1
= 0{,7/ X1 = x)"dx
0 J question T.c avec p =n+ 2 et g = n, licite car n,n+2 & N
_ (2n+ N n +2)!n!
(nh)2  (2n + 3)!
~ (n+Nn+2)
C (2n+3)2n +2)
. n+2
C2(2n+3)
e puis, d'apres la formule de Koenig-Huygens :
2
V(X,) = E(X7) — (E(X))
o on+2 1
C22n+3) 4
~2n+2)—(2n+3)
4(2n + 3)
B 1
420 4+ 3)
Conclusi X, admet [ t V(X)) !
onclusion : X, admet une variance e n) = .
4(2n + 3)
5.c. En déduire que :
1
Ve >0, lim P ([X,,—f‘ 26]) =0
n—-+00 2
Soit € > 0. m Réflexe !

e Soit n € N. On sait que X, admet une variance donc, d'aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychey | Ce résultat ressemble a la conclu-
( > 0) ston de la LIGN; mais il y a un
avec € :

V(X)) probleme : la LIGN porte sur la
n moyenne empirique de VA iid ce
IP(HX” o E(X”)‘ > 8]) < &2 qui n'est pas le cas ici | On re-
vient donc a la démonstration de
la LIGN, qui utilise l'inégalité de
1 BT.

Autrement dit, d'apres les deux questions précédentes :

1
“’(HXW

> < ———
- SD S 4e2(2n +3)
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e On a ainsi établi :

or lim —— =
i 48220 1 3)

Donc par théoreme d'encadrement :

n—+o00

Conclusion : Ve > 0, lim P (HX” — 1‘ > 5} ) =0.

ParTie Il
Dans cette partie, on désigne par n un entier naturel et on se propose d'étudier la suite de fonctions (f,),en définie

par :

x 20+ 1)!
VXER,MU=am/ﬂ“—ﬂ%toﬂ%=4£;—f
0

On note (G,) la courbe représentative de f, dans un repere orthonormé du plan.

6. Déterminer fy(x) pour tout réel x.
Pour tout x e R :

Conclusion : ¥x € R, fy(x) = x.

7. 7.a. Donner la valeur de f,(1).
Ona:

1
Wit = [ 00— ord
0
—1

J question 3

Conclusion : Yn € N, f,(1) = 1.

7.b. Montrer, grace au changement de variable u =1 — t dans l'intégrale définissant f,(x), que :

Vx ER, f(x) + (1T —x) =1

X 1—x
ﬁMHﬂU—m:%(/ﬂ f”m+/ (1 f”m)
0 0

Soit x € R. On a :

Effectuons le changement de variable v = 1 — t dans l'intégrale / t"(
0
u = 11—t ) du = —dt t=10 X
t = 1—u dt = —du u= | 1] 1T—x

Ce changement de variable est bien licite, car affine.
On a ainst :

1—x
folx) + Fo(1 — 7%( u)"u" (—du) + / wmfwm)
0

T—x
”wu+/ ﬂmfan
1—x 0 J relation de Chasles

- / l,ﬂ
0 J question 3

% Subtil... %

Parfois, on précise "car affine non
constant” : c'est lorsque l'on ef-
fectue un changement de variable
affine dans une intégrale impropre
dont on cherche la nature...

Conclusion : Vx € R, f,(x) +1,(1 —x) = 1.

DEVOIR SURVEILLE 6 - Page 10/24




7.c.

. 8.a.

8.b.

En déduire la valeur de f, (%)

En évaluant la relation précédente en 5. 0N obtient :

1 1
fol=]+f (=) =1
/7(2)+I7(2)

Conclusion : f, (

E

Montrer que f, est dérivable sur R et déterminer, pour tout réel x, lexpression de f/(x) en fonction de x et
n.

La fonction h, : t — t"(1 — )" est définie et continue sur R, elle admet donc des primitives qui sont ¢’
sur R. Notons H, l'une d'elles.

Par conséquent, pour tout x € R,

N —

fn(X) - aN(HH(X) - Hn(o))
Puisque H, est %" sur R, la fonction f, est également &' sur R et, pour tout x € R :
fr(x) = anH, (x)
= a,h,(x)

_ (7,7)(”(/] o X)”

Conclusion : Vx € R, /(x) = a,x"(1 — x)".

ON PEUT FAIRE PLUS COURT, MAIS...

1# On peut aller plus vite sur cette question en procédant ainsi :

X
‘Puisque h, est continue sur R, d'apres le théoreme fondamental de l'analyse, la fonction x — / hp(t)dt est
0

& sur R, de dérivée égale a h,."
v(x) v(x)
27 La méthode proposée ici a l'avantage de s'adapter dans d'autres cas, du type / hp, ou / hp, avec
0 u(x)
u et v des fonctions de classe ..
En effet, dans ce dernier cas, on procéederait ainsi : "Puisque h, est continue sur J, elle admet des primitives

qui sont %" sur J. Notons H, Lune delles.
Par conséquent, pour tout x € / :

v(x)
fa(X) =/ hn(t)dt
u(x)
= Hn(v(x)) — Hn(v(x))
Or :
v uest % surlavaleurs dans J,
v H, esté! sur J.

Donc, par composition, H, o u est &' sur /; de méme, H, ov est &' sur |,
Alinsi, f, est & sur | et, pour tout x € [ :

falx) = V' (x)Hy (v(x)) — o' (x)Hy (u(x))
=V (x)h (v(x)) — o' (x)hn (u(x))

Etudier, suivant la parité de n, le signe de f/(x) pour tout réel x.
On sait déja que a, > 0. Puis :

® sin est pair:
Dans ce cas :

X —00 0 1 400
x" + 0 + +
(1—x)" + + 0 +
1(x) + 0 + 0 +
e sin est impair :
Dans ce cas :
X —00 0 1 400
x" - 0 + +
(1 —x)" + + 0 -
f(x) - 0 + 0 -

% Classique ! % ——

Les fonctions définies par une
intégrale (tout comme les suites
d'intégrales) sont des cas d'études
trés classiques des écrits et des
oraux. Il faut parfaitement savoir
traiter cette question et celles qui
lut ressemblent...

X Attention ! ——
On rédige et on dérive ensuite
parfaitement tout ce travail avec
les composées |

mRéflexe !
On fait des tableaux de signes
plutdt que des phrases avec des
disjonctions de cas illisibles...
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9.

9.a. En utilisant la formule du bindme de Newton, exprimer f,(x) en fonction de x, pour tout réel x puis en

déduire les valeurs de ll+m fa(x) et de lim f,(x) selon que n est pair ou impair.

e Soit xR Ona:

fo(x) = O(”j t"(1—t)"dt
0
' n . n _4\k
a,,/o (r (k)< ) )dt
k=0

“In A B
:a”z(k)(*”k/o ek gy

k=0

- - n (71)k n+k+1
70{”2 (k) Nt k1

k=0

e Remarquons alors que f, est une combinaison linéaire de fonctions polynomiales

fonction polynomiale.
Ainsti :

Distinguons deux cas :
* Sin est pair:
Dans ce cas :

J formule du bindme de Newton

J linéarité de l'intégrale

J ntk+140

—1)
( ) X2n+1

. f, est donc une

n
a _1) 2n+1 _ Qn 2n+1
"2n 41 2n+1
Or:
fof
o =—1—>0
2n +1
o puisque 2n + 1 est impair, on a :
lim X' = 00 : lim ¥ = 40
n——oQ n—-+o00
Conclusion : si n est pair
lim f,(x) =—0c0 ; lim f,(x) =400
n—-—00 n—+o00
% St n est impatr :
Dans ce cas : 1)
n
— —a
a, X2n+1 . n X2/7+1
2n+1 2n+1
Or:
fof
o> o < O
2n+1
© puisque 2n + 1 est impatr, on a :
um X2u+1 =—0 ; llm XZ/HH = 400
n——00 n—-+o0
Conclusion : si n est impair
lim f,(x) = +o0 lim f,(x) = —o0
n——00 n—-+o00

9.b. Dresser le tableau de variations de f, (toujours en distinguant les cas n pair et n impair).
On résume les informations obtenues dans les deux questions précédentes...

e sin est pair:

X |—00 0

® sin est impair :
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10. Dans cette question, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1.
10.a. Pour tout réel x, déterminer f;/(x) en fonction de x et n.
La fonction f, est polynomiale, donc de classe %2 sur R et, on avait :
Vx €R, f(x) = ax"1(1 —x)"
D'ou, pour tout x € R :

(x) =

K Qy (/7)(”’1 (1

o X)ﬂ—ﬂ)
—X)" (1= x) —x)

= a,n(1—2x)x"71(1 — x)""

—x)" = nx"(1

= a,nx""" (1

Conclusion : Vx € R, /(x) = a,n(1 — 2x)x" "' (1 — x)"".

10.b. En déduire que (C,) posséde un point d'inflexion si n est impair et trois si n est pair.

Donnons les tableaux de signes de .

e Sin estpair:
Dans ce cas, n — 1 est impair et :

= Rappel...

Dans le cas d'une fonction de
classe €, f admet un point
d'inflexion en a ssi f” s'annule et
change de signe en a.

1
X —00 0 5 1 +00
1—2x + + 0 - —
X - 0 + + +
(1T—x)"" + + + 0 —
(x) - 0 + 0 — 0 +
e Sin est impair :
Dans ce cas, n — 1 est pair et :
1
X —00 0 5 1 +00
1—2x + + 0 - —
X" + 0 + - +
(1—x)"" + + + 0 +
7(x) + 0 + 0 — 0 -
Conclusion : L
St n est pair, alors (C,) posséde trois points d'inflexion en (0, 0), (i 5

(1,1) (car f,(1) =1);

N —

st n est impair, alors (C,) possede un unique point d'inflexion en (

1
5

) (car f, (%) =

N —

) et

10.c. Tracer, selon la parité de n, lallure de (G,).

n pair : n tmpair :
35 35
2 2
(Ch) (Ch)
iaun +r
-3 -2 —1 1 2 3 -3 -2 —1 2
+r =
2 =2
L5 | 3L
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Exercice 3 (EML 2017 E)

| Question de cours. Convergence en loi d'une suite de variables aléatoires.

On considére une urne contenant initialement une boule bleue et deux boules rouges.

On effectue, dans cette urne, des tirages successifs de la facon suivante : on pioche une boule au hasard et on note sa
couleur, puis on la replace dans l'urne en ajoutant une boule de la méme couleur que celle qui vient d'étre obtenue.
Pour tout k de N*, on note :

o By l'événement : "on obtient une boule bleue au k-iéme tirage’,

e R l'événement : on obtient une boule rouge au k-ieéme tirage”

PARTIE |. RANGS D'APPARITION DE LA PREMIERE BOULE BLEUE ET DE LA PREMIERE BOULE ROUGE

On définit la variable aléatoire Y égale au rang d'apparition de la premiére boule bleue et la variable aléatoire Z égale
au rang d'apparition de la premiére boule rouge.

1. Recopier et compléter les lignes manquantes de la fonction suivante afin qu'elle simule l'expérience étudiée et
renvoie une réalisation de Y.

1|def simule_Y ():
2 b=...
3 r=...
4 Y=1
5 while
6 o
7 Y+=1
8 return Y
Voici :
1|def simule_Y ():
5 b=1 — X Attention !
S ) La composition de l'urne change !
o St on note r et b les nombres
4 Y=1 de boules rouges et bleues res-
5 while rd.random () <r| ( b+r ) : pectivement, alors la probabilité
d'obtenir une boule rouge est
6 r_;’_:’l r . .
—— .. et r est incrémenté de
7 Y+=1 btr . .
y 1 a chaque tirage d'une boule
8 return rouge.
2. On suppose créée et complétée la fonction précédente et on exécute le script suivant :
1c=0
2|for k in range(10000):
3 if simule_Y()==1:
4 c+=1
s|print (c/10000)

On obtient : 0.3343. Interpréter ce résultat.
e Le programme simule 10000 réalisations indépendantes de la variable aléatoire Y;
e la variable ¢ compte le nombre de fois ou, sur ces 10000 réalisations, Y a pris la valeur 1;

e le programme affiche - la fréquence d'apparition de l'évenement [V = 1] sur ces 10000 réalisations.

o
10000 -

Formellement, considérons (W )ren+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de

N
Bernoulli de succes [V = 1] et posons, pour tout n € N*, W, = — Z Wi.
i n
k=1

Ainsi, la suite (Wj)ren+ est une suite de variables aléatoires :
v indépendantes,
v ayant la méme espérance m et la méme variance.

Par conséquent, d'apreés la loi faible des grands nombres : Ve >0, lim P([[W, — m| > ¢]) = 0.

Mais m = P([Y = 1]) et W, s'interpréte comme la fréquence d'apparition de l‘évenement [Y = 1]

Ainsi, pour n suffisamment grand, toute réalisation de W, fournit une valeur approchée de ]P([Y = 1)

Conclusion : la valeur affichée par le programme est une valeur approchée de P([Y = 1]).

Autrement dit, IP(fY = H) ~ 0, 3343.

Important !

Une moyenne empirique de VA
suivant la méme loi de Bernoulli
représente la fréquence d'appa-
rition du succes associé a l'expé-
rience de Bernoulli.

Petite remarque

Un tel niveau de détail n'est sans
doute pas attendu. On peut pro-
bablement se contenter d'expli-
quer rapidement le programme
puis de donner le résultat en
mentionnant rapidement que c'est
la conséquence de la LIGN.
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*

3. 3.a. Montrer que : Vn € N*, IP([Y . Justifier ensuite que Y(Q) = N*.

(n+1)(n+2)
e Soit n € N*.

* Stn=1:
Immédiatement :
[Y=1=58

Et donc :

J équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne

* Stn>2:

on obtient la premiere boule boule au tirage n
on obtient des boules rouges aux tirages 1 a n—1 puis
une bleue au tirage n

si, et seulement si,
si, et seulement si,

[V = n] est réalisé

Dot :
[Y = l7] = R1 n..N R,7,1 N B”

Et donc :

P([Y =n]) =P(RiN..NR,1NB,)
P(R) « Pr (R2) x ... x Prin nr, ,(Riz1) x Prin_ar, 4 (Bn)

Or:

o Soit k € [2;n —1]. Calculons Pprn g, (R).
Supposons l'évenement Ry N ... N Re_; réalisé. Autrement dit, les tirages 1 a kK — 1 ont donné
une boule rouge. Par conséquent, k — 1 boules rouges ont été ajoutées a l'urne.
Dans ce cas, au moment du k-ieme tirage, l'urne est composée d'une unique boule bleue et de
24k —1= k+1 boules rouges. L'évenement Ry est ainsi réalisé si, et seulement si, on pioche
l'une des k 4+ 1 boules rouges sur les k + 2 boules au total. D'ol, par équiprobabilité du choix
de la boule dans l'urne :

k+1
IPRm NRk W(Rk) - m
o De la méme facon :
1
IPR’M NR, W(Bn) - ﬂ+2
On en déduit :
2 3 1
IP([YZH]):*x*x X ! X
3 4 n+1 n+2 J télescopage
- 2
TN +2)
Les deux cas se regroupent...
2

Conclusion : Vn € N*, P([Y = n]) = EFSICEw)

e Par double inclusion...

Puisque Y prend comme valeur le rang de la premiere boule bleue, on a déja :

Y(Q) € N*
Soit n € N*. Montrons que [Y = n| + @.
D'apres ce qui précede :
P([Y = n) #0

Donc

[Y=nl+2
Et ainst n € Y(Q). Donc :

N* C Y(Q)

Conclusion : Y(Q) = N™.

3.b. La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ? une variance?
e Espérance.

% On sait que :

Petite remarque

Il n'est pas nécessaire de dis-
tinguer le cas n = 1 st on écrit
n—1

N

k=1
a la convention ﬂRk =Q.
o

v

n)= N B, car on

J formule des probabilités composées, licite car IP(Ry N ... N Ry—1) # (

Petite remarque

On ne justifie pas vraiment que
cette probabilité est non nulle...
Mais cest bien le cas, car elle
est le produit de probabilités non
nulles (voir calcul ci-dessous).

Important !

Il est important de savoir détailler
ce calcul et de le faire.

% Subtil... %
Il n'est pas nécessaire de dis-
tinguer les deux cas si on écrit
n—1
(A

[V =n]= (
k=1

convention ﬂ R, =Q.
o

) N B,, avec la

= Rappel...
*TP(A) +0 — A+ 9, mais la

réciproque est fausse !
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Y admet une espérance  si, et seulement si,

si, et seulement si,

si, et seulement si,

* Or:
2n E
(n+1)(n+2) n>tco n
v Ve N o >0, 230
n , ——— >0, — >
(n+1)(n+2) n

la série Z nP([Y = n]) est absolument
neY(Q)

convergente

la série Z nP([Y = n]) est convergente, car
n>1

il s'agit d'une série a terme général positif

o 2n
la série >
n=1

N0 +2) est convergente

1 2
v/ la série Z — est divergente, donc la série Z — également.
n n

n=1

nz=1

Ainsi, par critere de comparaison (par équivalence) sur les séries a termes généraux positifs, la

série B est divergente.
e (n+1)(n+2)
Conclusion : la variable aléatoire Y n‘admet pas d'espérance.
e Variance.
Conclusion : la variable aléatoire Y n‘admet donc pas de variance.

4. Déterminer la loi de Z. La variable aléatoire Z admet-elle une espérance ? une variance?

e Loide Z.
Comme pour Y, on a Z(Q) = N™.
Soit n € N™.
* Sin="1:
On a
[Z=1]
Dot :
]P([Z = 1]) =P(R)
2
-3
* Stn>2:
De méme que précédemment :
[Z = I’)] = 81 n.
D'ou
([Z=n])=PBiN..NB,_1NR,)
=P(By) x P, (B,) x
1,2 -t 2
T34 a1 g2

Ls deux cas se regroupent...

- x Pgin ng, »(Br-1) x Pgn_ns, (Rn)

=R,

J équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne

~NB,1NR,

J formule des probabilités composées

J raisonnement analogue a celut de la question 3.a

Petite remarque
J télescopage (décalage de 2) | pyisque le résultat n'est pas
donné et que le raisonnement est
analogue a celut mis en place en
question 3.a, on peut se contenter
de ce qui est écrit sans détailler
davantage pour avoir 'ensemble
des points.

Conclusion : Z(Q)) = N* et pour tout n € N, IP([Z =

4
nin+Mn+2)

n)) =

e Espérance.

% On sait que :

Z admet une espérance  si, et seulement si,

si, et seulement si,

si, et seulement si,

la série Z nP([Z
neZ(Q)

convergente

la série ZnIP([Z
n=1

il s'agit d'une série a terme général positif

4
la série Z m est convergente

n>1

n]) est absolument

n]) est convergente, car
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*x Or :

4 4
(/7+1)(I7+2) n—-+o00 [72
. 4 4
v Y\neN, —— >0, — >0

(n + Wn+2)~ " n27~

v/ la série > ) est une série de Riemann convergente (car d'exposant 2 et 2 > 1), donc la série
nz1

4
E — est également convergente.
n ) )
n>1
Ainsi, par critere de comparaison (par équivalence) sur les séries a termes généraux positifs, la série
est convergente.

4
Z (n+1)(n+2)

n>1

Conclusion : la variable aléatoire Z admet une espérance.

e Variance.

* Par théoréme de transfert :

/ admet un moment d'ordre 2  si, et seulement si, la série > n IP = n}) est absolument convergente

neZ(Q)

si, et seulement si, la série > n IP n}) est convergente, car il s'agit d'une
n>1

série a terme général positif
) ) 4n
si, et seulement si, la série > est convergente
(n+ 1 (n+2) '

* Or, d'apres la question 3.a, cette série est divergente.

Conclusion : la variable aléatoire Z n'admet pas de moment d'ordre 2, et donc pas variance.

PARTIE Il. NOMBRE DE BOULES ROUGES OBTENUES AU COURS DE N TIRAGES

On définit, pour tout k de N*, la variable aléatoire X, égale a 1 si l'on obtient une boule rouge au k-ieme tirage et

. N !
éqgale a 0 sinon. Important |
. . S ; Il faut impérati t fournt
On définit, pour tout n de N*, la variable aléatoire S, égale au nombre de boules rouges obtenues au cours des n aut tmperativement fourntr
. ! le bon résultat a cette ques-
premiers tirages. tion; et éviter toutes les horreurs
. . . . de confusions d'objets | Si on
* 2 *
5. [?onner, pour tout n de N*, une relat\ton entre S, et certaines variables aléatoires X, pour k € N*. demande une relation entre
Soit n € N*. La variable aléatoire S, compte le nombre de boules rouges obtenues sur les n premiers tirages; ] des VA, il ne faut en aucun cas
et c'est également ce que fait la variable aléatoire Xj + ... + Xj,... écrire d'événements !

X Attention !

Conclusion : Vn & N*, S” — E Xk- S, est une somme de VA suivant
des lois de Bernoulli, mais qui ne
sont pas indépendantes...

6. Ecrire une fonction Python de sorte que l'exécution de simule_S(n) simule Uexpérience étudiée et renvoie une
réalisation de S,,.

1|def simule_S(n):

2 b=1

3 r=2

4 S=0

5 for k in range(n):
6 if rd.random()<r/(b+r):
7 S+=1

8 r+=1

9 else:

10 b+=1

1 return S

7. Déterminer la loi de Xj, son espérance et sa variance.
Par définition, X; suit la lot de Bernoulli de paramétre IP(Ry).

2

2 2
Conclusion : X — # (73) et donc E(X;) = 3 et V(X)) = 9
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8.

8.a.

8.b. En déduire la loi de X;.

8.c.

Déterminer la loi du couple (X, X5).
e Xi(Q) = X(Q) ={0;1}.

e Puis, remarquons que pour tout k € N*, [Xy = 0] = By et [Xy = 1] = Ry. Ainsi :

*

X
NN

J P(B;) # 0

J raisonnement analogue a la question 3.a

J P(R)) + 0

J raisonnement analogue a la question 3.a

J P(By) £ 0

J raisonnement analogue a la question 3.a

J P(R)) #0

J raisonnement analogue a la question 3.a

Conclusion :

o

Petite remarque

Détailler un calculer et donner
les résultats des autres suffit

o —O | —

N —Oo ) = —

trés certainement pour obtenir
l'intégralité des points.

Par définition, X, suit la loi de Bernoulli de parametre ]P([Xz = H) Or, d'apres la formule des probabilités
totales, avec ([X; = 0],[X; = 1]) comme systeme complet d‘événements, on a :

IP([XZ = ”) = IP([X1 = O}H[Xz = ”) +IP([X1 = /I]O[XZ = 1])

J question précédente

2
Conclusion : X5 — % (§ )

Les variables aléatoires X; et X, sont-elles indépendantes?
Remarquons que :

Ainsi :

P([X; = 0]n[X, = 0])

1

6

P([X; =0]) « P([X, =0]) =

Petite remarque
&1 et X5 ont donc la méme loi...

P (X = 0]n[X, = 0]) # P([X; = 0]) « P([X, = 0])

Conclusion : les variables aléatoires X; et X, ne sont pas indépendantes.
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9. Soient n € N* et k € [0, n].

Petit
9.a. Caleuler P(RiN..NRNBran...NBy). etite remarque

L'écriture est un peu probléma-

Remarquons que : tique stn = Tousi k = 0ou
k = n, mais on comprend bien
RN .NRNBiN..NB,=[Y=k+1NB2N..NB, lidée..
Dot :

P(RIN..NRNBeaN...NB,)=P(Y=k+1NB2N...NB,)

J d'aprés la question 3.a et en procédant comme précédemment

2 2 n—k
T k+2k+3) “k+4 " " hx2
(n — k)l(k + 1)!
(n+2)!

En effet :
en supposant 'évenement [V = k + 1] N By N ... N B,_q réalisé, lurne est composée de 3+ n — 1
balles dont 2+ k sont rouges et donc n — k sont bleues; d'oli, par équiprobabilité du choix de la boule
dans l'urne :

n—k

n-+2

P Y=k+1NBr.oN..NB,_4 (Bn) -

Petite remarque

On se permet d'aller plus vite
puisque le résultat n'est pas

— K)l(k + 1)1
Conclusion : P(Ri N ...NRe N By N...NB,) = w

(n+ 2)! ’ donné et que le raisonnement
est analogue a ceux des questions
3aet4d

o n
9.b. Justifier : ]P([Sn = k]) = k) PRN..NRNBeaN...NBy).
2(k+1
En déduire : P([S, = k]) = #
(n+M)(n+2) Réflexe 1
. . . mReflexe !
° Llelvenement [S, = k] est réalisé si, et seulement si, on obtient k boules rouges parmi les n boules q | onchainement de la question
tirées au total. précédente et de celle-ci nous
Cet évenement est ainsi constitué d'issues : pousse sur la méthode...

n
v/ qui sont au nombre de (k) : le nombre de ‘placements’ des k boules rouges tirées;

v/ toutes de méme probabilité | En effet :

— Petites remarques
en reprenant la méthode du calcul de la question précédente, calculer la probabilité d'obtenir | e Question difficile, quon tente
une issue constituée de k boules rouges et n — k boules bleues reviendrait a : de justifier au mieux sans trop s'y
attarder pour autant...

v/ multiplier les mémes dénominateurs, dans le méme ordre (puisqu'une boule est ajoutée | e Raisonnement similaire & ce

aprés chaque tirage) quti est fait dans QCL18 (dé-
' monstration 2). L'énoncé aurait
v multiplier les mémes numérateurs mais dans des ordres différents... également pu faire le choix de

quider sur une méthode proche de

n ) . .
Par conséquent, l'événement [S, = k| est constitué de issues qui sont toutes de probabilité | la démonstration 1 de cette méme
k 4 0QCl18.. A chercher !

égale d P(Ri N ... N R N Biy1 N ... N By).

Conclusion : IP([S,, = k]) = (2) PR N..ORNBiiN...NBy).

e Ainsi, d'apres la question précédente :

— k)I(k +1)!

n! 2(nf/<)!(/<+1)!
kl(n — k)! (n+2)!
2(k+1)
(n+1)(n+2)

2(k +1)

Conclusion : IP([SH = k]) = m

— Petites remarques
2n 9

10. Montrer que, pour tout n de N*, S, admet une espérance et : E(S,) = 5 e Onaméme S,(Q) = [0;n]

B ) . , . uisque, d'apres la question pré-
Soit n € N*. Puisque les variables aléatoires X, ..., X, suivent des lois de Bernoulli, on a S,(Q) C [0; n] (donc ﬁédeqme, poupr tout kqe Io; ,,%,
S,(Q) est fini). Par conséquent, S, admet une espérance et : P([S, = K]) # O..
e On peut aussi dire que S, est
la somme de VA admettant une

) = Z kIP([S” = k]) espérance, donc elle admet une

espérance.

o

n

Z 2k(k +1)
N (n4+1)(n+2)
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o 2

T hENn+2) M(k k)

B 2 nn+M2n+1)  nn+1)
T r N2 6 T3

T 3n+2)  n+2
n(2n+1)+3n

3(n+2)
n(2n +4)
T 3n+2)
_Zn
-3
. , 2n
Conclusion : pour tout n de N¥, S, admet une espérance et E(S,) = ER

11. Soit n € N*.

11.a. Montrer : Yk € [0, n], Pis,—([Xo1 = 1]) = iii
Soit k € [0; n].Supposons l'évenement [S, = k] réalisé. Autrement dit, sur les n premiers tirages, on a
obtenu k boules rouges. Par conséquent, k boules rouges ont été ajoutées et donc, au moment du (n + 1)-
ieme tirage, L'urne est constituée de n + 3 boules dont k + 2 sont rouges.
Dans ce cas, l'évenement [X,,M = 1] est réalisé si, et seulement si, on obtient une des k + 2 boules rouges
parmi les n + 3 boules présentes. Par Equiprobabilité du choix des boules dans l'urne :

k+2
Prs,— ([Xoi1 = 1]) = T3
k+2
Conclusion : Yk € [0, n], Pys,—([Xo1 = 1]) = ; i 5
. E(S,) +2
11.b. En dé P Xy =1]) = ————.
n déduire : P([X,4q = 1]) T3

D'apres la formule des probabilités totales avec ([S” = k]) comme systeme complet d'évenements :

ke[0;n]

P(X,1 =1) =) P(S, =klN[Xyss =1
((Xoir = 1)) Z ( 10 Xosr = 1)) e fonl, (5, 4) 50

J question 11.a

= 3PSy = k)P (Xosr = 1)

n

—y K 2p(is, — )

—n+ 3
/I n n
= kIP([S, = k|) + 2 P([S, =k
n+3 g ( ) g ( I J Sp(Q) € [0 n]
i3 (E(Su) + 2)
, E(S,) + 2
Conclusion : P([X, 1 = 1]) = —5

11.c. Déterminer alors la loi de la variable aléatoire X, 1. Que remarque-t-on?

e On sait déja que X, suit une loi de Bernoulli. Puis, d'apres la question précédente :

E(S,) +2

n+3 J question 10
242
n+3
2n+6

(n+3)

P([X,1 = 1])

3
B
3

2
Conclusion : X, .1 — # (ﬁ) .

* Classique ! % ————

La question 171.a et l'enchaine-
ment avec 171.b sont tres clas-
siques : a traiter et a savoir trai-
ter correctement.

— & Meéthode !
4

Dans ce type de questions, il
n'est pas rare de procéder ainsi
(sur des VA discretes, avec une
expérience en fond) : on pense a
décrire ce que signifie l'hypothése
1S, = k] réalisé" en précisant la
composition de l'urne au moment
de réaliser l'évenement [X,41 =
1]..
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(2
e On a donc établi : Vn € N*, X,,1 — £ (; )

(O

Autrement dit : Vn > 2, X, — & (%)

2
Mats on sait déja que X; — £ (3 )

Petite remarque

5 On retrouve alors immédiatement
. * y la valeur de E(S))..

. c O —
Conclusion : Vn € N*, X, — % ( 3 ) ’ Attention : S, ne suit pas une lot
binomiale pour autant (les Xi ne
sont pas indépendantes) !

PARTIE IIl. ETUDE D'UNE CONVERGENCE EN LOI

On s'intéresse dans cette partie a la proportion de boules rouges obtenues lors des n premiers tirages.
On pose, pour tout n de N*, 7, = ==
n
12. Ecrire une fonction Python prenant en argument un entier naturel non nul n et renvoyant un histogramme de
fréquences, en n + 1 classes, sur 100000 réalisations de la variable aléatoire T,.

def histogramme_T (n):
L=[stmule_S(n)/n for k in range(100000)]
plt.hist(L,n+1,density=True,edgecolor="k")
plt.show ()

N

13. Justifier, pour tout n de N* : ¥x < 0, P([T, <x]) =0, et : ¥x > 1, P([7, <x]) = 1.
Soit n € N*. Puisque S,(Q) = [0;n], on a :

N
N

T,(Q) = «[O; -

Par conséquent :

e pour tout x < 0, [T, < x] = & et donc :

e pour tout x > 1, [T, < x] = Q et donc :

Conclusion : pour tout n de N* : ¥x < 0, P([7, <«x]) =0, et: Vx> 1, P([T, <x]) =1.

14. Soit x € [0, 1]. Montrer, pour tout n de N* :

(Inx] + N(|nx] + 2)
n+ ) +2)

P([T, <x]) =

Soit n € N*. On a :

S
BT <) =P |2 < J >0
n>
= IP([S,7 < nx])
J S, est a valeurs entieres positives
Lnx]
=P | | JIS: =] N
(=0 J incompatibilité des évenements de la famille (VS,, = k])k,ul(m]]
[nx]|
=)_P(5 =) .
—o J question 9.b, licite car x € [0; 1], donc nx € [0; n], donc [nx| € [0;n]
& k4
= (n+N(n+2) J[fkv1

5 [nx]+1
n+)n+2) ; :

B 2 (Lnx] + N)(|nx] + 2)
(n+M)(n+2) 2

(Inx] + N([nx] + 2)
(n4+1)(n+2)

Conclusion : Vn € N*, P([T, <x]) =
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15. En déduire que la suite de variables aléatoires (7,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire a densité,

dont on précisera la fonction de répartition et une densité.
e Soit x € R.
* Six<0:
Dans ce cas, pour tout n € N*, IP([T,, < x]) =0, et donc:

lim IP([T,7 < X]) =0

n—+o00

* Six>1:
Dans ce cas, pour tout n € N, IF’([T,7 < x]) =1, et donc:

lim IP([T,7 < X]) =1

n—-+00
* Stx e€[0;1]:
Dans ce cas, pour tout n € N, IP([T,7 < X]) =
Or :

o par définition de la partie entiere :

(Lnx] + N(Lnx] +2)
(n+MNn+2

[nx] < nx < |nx] +1

Dol :
nx —1< [nx] < nx
Et ainsi : : :
nx <[nxJ—&— <nx—i—
n+1 n+1 n+1
) nx ) nx + 1
o lim = x et lim =X
/7>}r>ol7+1 n—+4o00 n+1

Donc, par théoreme d'encadrement :
nx| +1
lim g =X
no+oo N4+ 1
De méme, on obtient :
[nx]+2

n—+oo N + 2

Par conséquent :
lim P([T, <x)) = x°

n—+o0Q

0 six <0

n—-+o00
1

six > 1

Conclusion : Vx € R, lim P([T, <x]) = F(x), ot F:x— 1 x> six€[0;1]

e Montrons que F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité.
vV lim F(x)=0et lim F(x)=1;
X——00 X—+00
v F est continue sur R (immédiat en O et en 1);
v F est de classe €' sur R sauf éventuellement en 0;

v F est croissante sur R car croissante sur | — oo; 0], sur [0; 1] et sur [1; +o0] et continue en 0 et en 1.

est (apres dérivation sur les intervalles ouverts et choix de valeurs en O et en 1)

{ 2x  six €[0;1]
fixr— )
0 sinon

Conclusion : F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité dont une densité

admettant comme fonction de répartition la fonction F et comme densité la fonction f.

Conclusion : la suite de variables aléatoires (7,),en+ converge en lot vers une variable aléatoire a densité

ok kok ok FIN sk ke kok

o

— < Indication...
L'énoncé nous aide : il mentionne
la convergence en loi vers une
VA a densité; et on sait que l'on
doit prouver lim Fr,(x) = F(x)
n—+00

pour tout x en lequel F (fonction
de répartition de la lot limite) est
continue. Ce qui est le cas partout
puisqu'il s'agit de la fonction de

répartition d'une VA a densité.

* Subtil... %

St f est croissante sur [a; b[ et sur
[b; c], alors f n'est pas nécessai-
rement croissante sur [a; c|.. En
revanche, si elle est continue en
b, alors oui.
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LisTES

1

AIDE-MEMOIRE Python

: Créer une liste vide

L[i:j] : Désigne la liste composée des éléments de L dont les indices vont de i a j-1

L[i:j:pas] : Désigne la liste composée des éléments de L d'indices i, i+pas, i+2*pas,... compris entre
ietj-1

[al*n ou n*x[a] : Créer une liste avec n fois l'élément a

L.append(a) : Ajoute 'élément a a la fin de la liste L

L1

+ L2 : Concaténe les deux listes L1 et L2

len(L) : Renvoie le nombre d'éléments de la liste L
del(L[k]) : Supprime ‘élément d'indice k de la liste L

L.count (a) : Renvoie le nombre d'occurrences de a dans la liste L

L.remove(a) : Enléve la premiére occurrence de la valeur a de la liste L

max (L) : Renvoie le plus grand élément de la liste L

min (L) : Renvoie le plus petit élément de la liste L

sum(L) : Renvoie la somme de tous les éléments de la liste L

a in L : Vaut True si a se trouve au moins une fois dans L et False sinon

MODULES MATHEMATIQUES

NUMPY

import numpy as np

np.
.linspace(a,b,n) : Crée un vecteur de n valeurs uniformément réparties entre a et b (inclus)

np
np
np

np.
np.
np.
np.
.transpose (M) : Renvoie la transposée de M
.dot (M,P) : Renvoie le produit matriciel MP

np
np

np.
np.
np.
np.
np.
.mean (M) : Renvoie la moyenne des éléments de M

np
np

np.
np.
np.
np.
.abs(x) : Renvoie |x|

np
np
np

np.
np.
np.
np.

array (L) : Transforme la liste L en vecteur ou matrice numpy

.zeros ([n,m]) : Crée la matrice nulle de taille n x m

.zeros (n) : Crée le vecteur nul de taille n

ones([n,m]) : Crée la matrice de taille n x m dont tous les coefficients valent 1

ones(n) : Crée le vecteur de taille n dont tous les coefficients valent 1

eye(n) : Crée la matrice identité de taille n

diag(L) : Crée la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les éléments de la liste L

sum(M) : Renvoie la somme de tous les éléments de M
prod(M) : Renvoie le produit de tous les éléments de M

max (M) : Renvoie le plus grand élément de M

min (M) : Renvoie le plus petit élément de M

shape (M) : Renvoie dans un couple le format de la matrice M

.var (M) : Renvoie la variance des éléments de M

std (M) : Renvoie 'écart-type des éléments de M

median(M) : Renvoie la médiane des éléments de M

cumsum(M) : Renvoie la matrice des sommes cumulées (gauche a droite, haut a bas) des éléments de M
arange (a,b,eps) : Renvoie la liste des flottants de a a b de pas constant eps

.floor(x) : Renvoie |x|
.sqrt (x) : Renvoie /x si x >0

log(x) : Renvoie ln(x) st x > 0
exp(x) : Renvoie e*
e : Renvoie e

pi : Renvoie 7

SOUS MODULE D'ALGEBRE LINFAIRE LINALG DE NUMPY

import numpy.linalg as al

al.
al.

inv (M) : Renvoie l'inverse de la matrice carrée M si elle est inversible
eig(M) : Si la matrice M est diagonalisable, renvoie un couple (D, P) ol D est le vecteur des coefficients

diagonaux d'une matrice diagonale semblable a M et P une matrice de passage associée

al.
al.
al.

matrix_power (M,n) : Renvoie la puissance n-ieme de la matrice carrée M
matrix_rank(M) : Renvoie le rang de la matrice M

solve(M,Y) : Renvoie une solution de l'‘équation matricielle MX = Y lorsque M est inversible
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SOUS MODULE RANDOM DE NUMPY POUR LA SIMULATION PROBABILISTE

import numpy.random as rd

rd.random([r,s]) : Simule une réalisation d'une matrice (r, s) dont les coefficients sont des variables aléatoires
indépendantes qui suivent la loi uniforme % ([0; 1]).

rd.randint (a,b, [r,s]) : Simule une réalisation d'une matrice (r, s) dont les coefficients sont des variables
aléatoires indépendantes qui suivent la loi uniforme discrete % ([a; b —1]).

rd.binomial (n,p, [r,s]) : Simule une réalisation d'une matrice (r, s) dont les coefficients sont des variables
aléatoires indépendantes qui suivent la loi binomiale Z(n; p)

rd.geometric(p, [r,s]) : Simule une réalisation d'une matrice (r, s) dont les coefficients sont des variables
aléatoires indépendantes qui suivent la loit géométrique ¥(p)

rd.poisson(a, [r,s]) : Simule une réalisation d'une matrice (r, s) dont les coefficients sont des variables
aléatoires indépendantes qui suivent la lot de Poisson Z(a)

rd.exponential (a, [r,s]) : Simule une réalisation d'une matrice (r, s) dont les coefficients sont des variables

1
aléatoires indépendantes qui suivent la lot exponentielle & (f)
a

rd.normal(m,d, [r,s]) : Simule une réalisation d'une matrice (r, s) dont les coefficients sont des variables
aléatoires indépendantes qui suivent la loi normale .4 (m, d?).

Si le paramétre [r,s] est remplacé par r, ces fonctions renvoient la réalisation d’un vecteur de longueur r cor-
respondant a la loi en question, et si ce paramétre est omis, elles renvoient un seul coefficient suivant les mémes
contraintes.

S0US MODULE GRAPHIQUE PYPLOT DE MATPLOTLIB

import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(X,Y,options) : Crée la courbe des points définis par les listes X, abscisses, et Y, ordonnées suivant
les options graphiques définies par la chalne de caractéres options

plt.bar(X,Y) : Crée le diagramme en batons défini par les listes ou vecteurs X, abscisses et Y, ordonnées

plt.hist(X,Y,density=True) : Crée 'histogramme de fréquences des valeurs définies par la liste X, Y étant
soit le nombre de classes, soit les bornes des classes

plt.boxplot (X) : Génere le diagramme en bolte basé sur le vecteur de données X
plt.axis(’equal’) : Rend le repére orthonormé

plt.xlim(xmin,xmax) : Fixe les bornes de l'axe des abscisses
plt.ylim(ymin,ymax) : Fixe les bornes de l'axe des ordonnées

plt.show() : Affiche le graphique
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