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La qualité de la rédaction, le soin porté & la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la
des critéres importants dévaluation.

Quelques précisions :
e la copie devra présenter une en-téte d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
o les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

clarté des raisonnements sont

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé. Le sujet est a rendre avec la copie.
Si, au cours de lépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur dénoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition

en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

"Vieillir ensemble, ce n'est pas ajouter des années a la vie, mais de la vie aux années.’

Les arguments / éléments qu'il ne fallait pas oublier...
Les arguments / éléments non notés mais qui font tellement plaisir...

Jacques Salomé

X Attention !
Les éléments surlignés ne sont
pas les seuls éléments de ba-
reme ! Ils sont simplement ceux
qui ont souvent été oubliés...
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On appelle durée de vie d'un composant électronique la durée de fonctionnement de ce composant jusqu'a sa
premiére panne éventuelle. On considére un composant électronique dont la durée de vie est modélisée par une
variable aléatoire T définie sur un espace probabilisé (Q, A, P), a valeurs dans R". Sous réserve d'existence, on
notera E(T) son espérance.
On notera Fr la fonction de répartition de cette variable aléatoire et on appelle fonction de survie du composant la
fonction Ry définie sur R par :

Vt e RY, Rr(t)=1— Fr(t)
Le probléme se compose de trois parties pouvant étre traitées indépendamment.

PARTIE |. CAS DISCRET

On suppose dans cette partie que T est une variable aléatoire a valeurs dans N* qui vérifie, pour tout entier naturel
n, Rr(n) #+ 0.
1. Taux de panne.
Le composant est mis en service a l'instant 0. Pour tout entier naturel n non nul, on appelle taux de panne a
l'instant n du composant, la probabilité qu'il tombe en panne a l'instant n, sachant qu'il fonctionne encore a
l'instant n — 1, c'est-a-dire le nombre m, défini par 'égalité :

Ty = ]P[T>n—1]([T = n])

1l.a. l.a.i.  Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, la probabilité IP([T = n]) a l'aide de la fonction
Rr. En déduire l'éqgalité :
Rr(n —1) — Ry(n)

= TR — )
e Soit n € N*. Puisque n >0, on a :
Rr(n) = 1—=Fr(n)
= 1-P(T<n
P([T > n])

Or:
[T >n]=[T =n]U[T > n]
D'ol, par incompatibilité de [T = n| et [T > n| ona:
P([T > n]) =P([T =n]) +P([T > nl)
Or [T est a valeurs entiéres et n € N, donc [T > n]=[T > n — 1] Ainsi :

P([T:n]) = P([T>/77H)71P([T>n:)
= Rr(n—1)=Ry(n)

Conclusion : Vn € N*, P([T = n]) = Ry(n — 1) — Rr(n).

e Soit n € N*. Par hypothese, on sait que Rp(n — 1) # 0, d'ou :

7y = Pra,([T =n))
P([7T =n]N[T >n—1])
B P([/>/771]) JT:n c[T>n—=1]
]P(,/ = nJ)
B Rr(n—1) J point précédent
Rr(n —1) — Rr(n)
- Ril—=1)

Rr(n —1) = Rr(n)

Conclusion : Vn € N*, 7, = Rrin —1)

1.a.ii.  En déduire :
Vne N, 0< o, <1

ainst que :
n

Vn e N, Re(n) =[]0 = m)
k=1
e Soit n € N™.
x Puisque 7, est une probabilité conditionnelle, on a déja : 0 < i, < 1.
x Ensuite, d'apres la question précédente :
=1 — | Rr(n)
! Rr(n—1)

Or Rr(n) # 0, donc m, + 1.

mRéflexe !
On manipule un peu lexpres-
ston pour essayer de mieux
cerner l'objet étudié.

Petite remarque
On pouvait également partir de
[T <nl=[T =n]U[T < n
puis travailler sur Fr pour
reconstruire Ry.

Important ! ————
Eargument porte sur T et sur
n.

Petite remarque

Puisque F7 est croissante, la
fonction Ry est décroissante.
Ainsti :

VYn e N*, Rr(n—1)> Ry(n)

Cohérent avec le résultat an-
noncé.
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1.a.iii.

Conclusion : Vn € N*, 0 < 1, < 1.

e SoitneN".Ona: Ri(k)
p . — - 77
Vk e [1;n], m =1 Rtk — 1)
D'ou :

n

! Ry (k)
I_I(1 —(m) = I_I (m) J télescopage

k=1 k=1
B r(n)
Ry (0) J T(Q) € N*, donc F7(0) = 0, donc Ry (0) = 1
— Rr(n)
n Petite remarque
Conclusion : Vn € N*, Ry(n) = |_|(1 — k). On peut également procéder par
k=1 récurrence, mais c'est tout de
méme plus direct ainst !

Justifier que pour tout entier naturel non nul n, on a 7, = IP[Q”]([T = n]) Cette expression
permet de définir le taux de panne & l'instant 0. Calculer .

e Soit n € N*. Puisque T est a valeurs entieres, ona [T > n—1]=[T > n]. D'ot le résultat.

e Ainsi :
) - ]P/\O( TZOJ)
_ P(T=0n[T >0
h ([T >0)) JIT=0c[T>0
_ P(T=0]
- P([T > 0]) J T(Q) € N*, donc P([T > 0]) =1
= P(T=0
_ 0 ( ) J T(Q)c N

1.b. Soit p €]0,1[. On suppose que T suit la lot géométrique de paramétre p.

1.b.i.

1.biii.

1.b.iii.

Quelle est l'espérance de la variable aléatoire T 7

Conclusion : T admet une espérance et E(T) = —.
p

Calculer, pour tout entier naturel n, Ry(n) en fonction de n.
Soit n € N. On sait que Rr(n) = IP([T > /7]),
Or [T(Q) = N, donc :

Foo
[T>n)= | JI[T =4
k=n+1
Ainsi, par incompatibilité des évenements de la famille ([T = k], _,.. la série Z P(T = k]
k>n+1
est convergente et :
P(T>n) = > P(T=k)
k=n+1
_ ok
a k;I“ P) P J changement d'indice i = k —(n + 1)
+00
= py (1=p)*
i=0 ]
= p(1—=p)'————
Pl [”) TT—
= (1-p
Conclusion : Yn € N, Rr(n)=(1—p)".
En déduire, pour tout entier naturel n non nul, 'égalité : m, = p.
Soit n € N*. D'apres la question 1.a.i:
~_ Re(n—=1)—Rr(n)
o = RT(” — 1) J question précédente, licite car n,n —1 € N (car n € N¥)
(=) (1 —p)
(1—p)!
- 1=(1-p)
— p
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Conclusion : Vn € N*, 7, = p.

1.c. Réciproquement, on suppose dans cette question qu'il existe un réel strictement positif o tel que l'on
ait :Vn e N*, 7, = a.

1.ci.  Etablir, pour tout entier naturel non nul n, l'égalité - Ry(n) = (1 — a)".
Soit n € N*. D'apres la question 1.a.ii, on a :

n

Rr(n) =[]0 = m)

k=1

Or, pour tout k € N*, 7, = a. D'ol le résultat.

Conclusion : ¥n € N*, Ryr(n) = (1 —a)".

1.cii.  En déduire que T suit une loi géométrique et préciser son parametre.
On connalt la fonction de survie et on souhaite retrouver la lot de T.. Utilisons le résultat de
la question 1.a.i. Pour cela, nous aurons besoin de la relation précédente quand n = 0...
e On sait que T(Q)) € N*, donc IP(:T > O]) =1, autrement dit, Rr(0) = 1.
Par conséquent, l'expression trouvée en question précédente est valable pour n = 0.
e Soit n € N*. D'apres la question 1.a.i:

]PUT - ”U = Rl 7”1:7 Rr(n) B J question précédente, licite car n,n —1 &€ N (car n € N¥)
= (I-a" —(1-q
= (1-a)'a

Petite remarque

o Cette derniere étape cest du
Vn &€ N, P([T = /7]) 7& 0 bonus; elle n'est pas nécessaire
(et pas attendue) pour conclure.
) Mais ¢a fait plaisir tout de
T(Q) =N~ méme... Il ne faut cependant pas
s'y attarder.

e En particulier :

D'ou :

Conclusion : T(Q) = N* et pour tout n € N*, P([T = n]) = (1 — a)" '
La variable aléatoire T suit donc la loi géométrique de parametre a.

1.d. Que conclure des questions 1.b et 1.c?
En question 1.b, on a démontré que si T suit la loi géométrique de parametre p, alors son taux de panne
associé est constant.
En question 1.c, on a établi la réciproque; a savoir que si le taux de panne est constant égale a «, alors
T suit la lot géométrique de parametre a.

Petite remarque
En particulier : les lois géomé-
triques sont les seules lois sur
I, = Q. N* dont le taux de panne est
constant.

Conclusion : T suit la loi géométrique de parametre a si, et seulement si, pour tout n € N,

2. Nombre de pannes successives dans le cas d’'une loi géométrique.

Un premier composant est mis en service a l'instant O et, quand il tombe en panne, est remplacé instantanément
par un composant identique qui sera remplacé a son tour a l'instant de sa premiére panne dans les mémes
conditions, et ainsi de suite.

On considére a nouveau dans cette partie, que p est un réel de l'intervalle ]0, 1] et on suppose que T suit
la loi géométrique de paramétre p et que, pour tout entier strictement positif i, la durée de vie du i-éme
composant est une variable aléatoire T; définie sur (Q, A, P), de méme lot que T.

Les variables aléatoires T; sont supposées mutuellement indépendantes et, pour tout entier naturel k non nul,

k
on pose : Sy = Z T,

i=1
La variable aléatoire Sy désigne donc l'instant ol se produit la k-iéme panne et le k-ieme remplacement.

2.a. Soit m un entier naturel. Démontrer par récurrence sur n, pour tout entier naturel n vérifiant n > m,

n . ,I
Légalité - Y (;7) - (;L)

j=m X Attention !| ——
e Initialisation. Pour n = m : On initialise a n = m, clest
) l'énoncé qui le dit !
Ona:
m .
Z J m
m m

=m

B m+1
N m+1

CONCOURS BLANC 2 - EPREUVE 2 - Page 4/20



L'initialisation est vérifiée.

e Hérédité. Soit n € [m; +oo[. Supposons Z ( ) - (

)i n+1
m m+1)

j=m

n+1 j N+ 2
Montrons : Z = 1)
I il

Ona:

j=m

n+1 j n / n+ 1
Z (m) - Z (m) - ( m ) J hypotheése de récurrence

/:”7 /:”7

n+1 n-+1

m+1 - m J relation de Pascal
n-+1

m+1

rrrrr

Conclusion : Vn € [m; o0, Z (ﬁ;) - (
I

n+1
m+1)

j=m

2.b. 2.b.i.

2.biii.

Déterminer la loi de la variable aléatoire S, égale a T1 + To.
e Puisque T1(Q) = T,(Q) = N*, on a : S,(Q) C [2; +oa[.
e Soit n € [2;+0o[. D'apres la formule des probabilités totales, avec ([T1 = kJ),_y,. comme

systeme complet d'évenements, la série ZIP([E = k]N[S, = n]) est convergente et :
k>1

P(S;=n)) = Y P(Ti=kn[S,=n)
N ;P([ﬂ a k] : [TZ - k]) J indépendance de Ty et T,
- ZP([7—1 = k])]P([Tz =n— /<])
k=1

- :ilP(m_k})]P([Tz_n_kJ) ) menera

)
n—ke Q) e n—k>1 = k<n-1

n—1

= ) _P(Th=HK)P(T=n—k)
k=1
n—1

= ) _p(=p)p(1—p
k=1

n—1
= ) p=p?
k=1

= (=11 —p)?

Conclusion : S,(Q) = [2; 400 et pour tout n € [2; +o0o[ :

P([S; = n]) = (n — 1p*(1 — p)'~

Démontrer que pour tout k € N*, la loi de Sy est donnée par :

n € [k +ool, P((S: = nl) = (z - 1 ) DF(1 = ppk

Commencons déja par remarquer que pour tout k € N*, Z,(Q) C [k; +o0[.
Procédons ensuite par récurrence...

e Initialisation. Pour k =1 :
On sait que Sy = Xj et que Xj — ¥(p). Ainsi, pour tout n € N* :

P(Si=n]) = p(1—p"
U

['initialisation est ainsi vérifiée.

X Attention !
On sait qu'il faut étre attentif
sur cette partie la du calcul...
On pense a bien détailler et a
vérifier, au moment de rempla-
cer, que les entiers k et n — k
sont bien dans T1(Q) et T>(Q)
respectivement...

Petite remarque
{Tﬁohérent avec le résultat de la

question suivante...

CONCOURS BLANC 2 - EPREUVE 2 - Page 5/20



2.c

2.ci.

2.cil.

~

o Hérédité. Soit k & N*.
—1
Supposons : 'Vn € [k; +oo[, P([Sk = n]) = (: B 1)11)*(1 —p)k,
n—1

Montrons : 'Vn € [k + 1; +oo], ]P([SA;\ = ”U = ( K

Soit n € [k +1;+00[. On a Sy1 = Sk + X1
D'aprés la formule des probabilités totales, avec ([Xis1 = i),

d'événements, la série ZP([SAM =n|N[Xeyr =
i>1

iIP([SH =nlN
. imm
- ZfIP([Sk
- f]?(lsk

- Sels
-y (”;i?

i=1

)AfW 1—p /szfﬁ.
F F

N Comme systeme complet

i]) est convergente et :

IP([SkH = /)}) = Xii1 = 1])

+ Xip1 = n]N X = 1])
=n— N [Xes :[])
Sk et Xis

=n— lJ)]P([XAJH =

i)
i)

i € [k;
=n— l])]P([XAJH =

1 —i— i—
)p*(1*p)” “p(1—p)
n—k .
,7A1 n—i—1
iy
n—2

= Pt Z(k—1)

<)

= p

()/711 i—1

o p/\+1(»] o )/7 k— 1(

Conclusion : pour tout k € N*, la lot de Sy est donnée par :

Vn € [k; +oo[, P([Sk = n]) = (Ik):l)pk(] —p)t

Ecrire une fonction Python d'en-téte def simulS(k,p), qui prend en arguments d'entrée un
entier k € N* et un réel p €]0; 1], puis renvoie une réalisation de Sy.
Plusieurs possibilités :

Petite remarque

On peut également prendre
(IS¢ = ])(E[[k foo[ COMME SCE.
Cela rend peut-étre la fin plus
facile a voir..

Xi, ..., Xk+1 indépendantes, donc par lemme des
J coalitions 1 indépendantes

Vie N*, n too &= i< n—k
J Sk(Q) C [k; +oo[, donc st i > n — k, alors P([Sy =n—1i]) =0

J par hypothése de récurrence (licite car : Vi € [1;n — k], n—i>k

J question 2.a licite car k =T &€ Netn—2>k—1(carn >k +1)

import numpy.random as rd
def simulS(k,p):
S=0
for © in range (1, ,k+1):
T=rd.geometric(p)
S=5+T
return S
def simulS_bis (k,p):
L=[rd.geometric(p) for
return sum(L)

i in range (k)]

def simulS_ter(k,p):
L=rd.geometric(p, k)

return sum(L)

De quelle valeur l'exécution du programme suivant fournit-elle une valeur approchée? Justifier
en mentionnant soigneusement le théoreme utilisé.

L=[simulS(10,0.2) for k in range(1000)]
print (sum(L)/len(L))

e (e programme permet l'affichage de la moyenne empirique obtenue sur 1000 réalisations
indépendantes de Syp dans le cas ol p =0, 2.
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2.d.

Soit n un entier strictement positif. On note U, la variable aléatoire désignant le nombre de pannes (et

e Puisque Sy est la somme de variables aléatoires admettant une variance, Sy admet une

variance.

Ainsi, d'apres la lot faible des grands nombres, la moyenne empirique obtenue fournit une

valeur approchée de E(Syp).
e Or Syp admet une espérance (car elle admet une variance) et :

10
E(50) = E Z T J linéarité de l'espérance
i=

10

J Vie [1,10], T, — %(0,2)

Conclusion : la valeur affichée sera proche de 50.

Rappelons 'énoncé de la lot faible des grands nombres.

Soit (Xk)ken+ une suite de variables aléatoires sur (Q, A, IP). Pour tout n € N*, on note
n

k=1
St (Xk)ken+ est une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant toutes la
méme espérance m et la méme variance a? (cest le cas si elles ont toutes la méme

lot) alors :

Ve >0, lim P(|X,—m|>¢])=0
n—+00

ci, on l'applique avec une suite de variables aléatoires indépendantes ayant toutes la méme lot
que Sqp : les 1000 réalisations de Syg indépendantes.

On pourrait introduire 1000 variables aléatoires indépendantes suivantes toutes la méme lot que
Si0, mais un tel niveau de détail n'est trés certainement pas attendu.

En revanche, il est fréquent que l'énoncé demande de citer précisément la loi faible des

grands nombres : il faut en étre capable!

PRrEcisioNs sur LA LFGN

donc de remplacements) survenues jusqu'a l'instant n inclus.

2.d.i

2.d.ii.

w

Que permet de simuler la fonction Python suivante ? Justifier soigneusement la réponse.

import numpy.random as rd
def mystere(n,p):
S=rd.geometric(p)
nb=0
while S<=n:
nb=nb+1
S=S+rd.geometric(p)
return nb
e la variable S prendra comme valeurs des sommes de réalisations de variables aléatoires
indépendantes suivant la loi géométrique de parametre p, elle représente donc une réali-
sation de la variable aléatoire Sy, ou k est ainsi le nombre de pannes ayant eu lieu.
e Ici, ce nombre de pannes est représenté par la variable nb qui compte le nombre de fois
ol S a été incrémentée (pas nécessairement de 1 en 1..).
e ['incrémentation a lieu tant que S est inférieur ou égal a n; autrement dit, puisque S est
la somme des durées de vie, tant que la durée de vie total est inférieure ou éqgale a n.
Par conséquent, la fonction mystere renvoie le nombre de pannes ayant eu lieu jusqu’a l'instant
n inclus.

Conclusion : la fonction mystere renvoie une réalisation de la variable aléatoire U,,.

Etablir Uégalité P ([U, = 0]) = (1 — p)" et calculer P([U, = n]).
e Ona:

mRéflexe !

On travaille sur les évene-
ments...
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[U, = 0] est réalisé  si, et seulement si,
si, et seulement si,

si, et seulement si,

si, et seulement si,

Ainsi :
[Un=0] =
D'ou :
P(U,=0]) = P([T>n])
— (=pr
e Ona:

si, et seulement si,
si, et seulement si,

[U, = n] est réalisé

si, et seulement si,

si, et seulement si,

Ainst :
[Un=0] =
D'ou :
P(U,=n]) = P [T; = n]
i=1
= []r(r=1)
i=1
- Pﬂ

aucune panne n'a eu lieu jusqu'a linstant n
inclus

le premier composant est encore fonctionnel a
l'instant n

le premier composant a une durée de vie stric-
tement supérieure a n

Uévenement [T; > n] est réalisé

{T1 > n]

J T1 — 9(p) et question 1.b.ii

n pannes ont eu lieu jusqu'a l'instant n inclus
il y a eu une panne a chaque instant des ins-
tants Ta n

les composants 1 a n ont tous eu une durée de
vie égale a 1

lévenement [Ty = 1]N...N[T, = n] est réalisé

J indépendance mutuelle de T, ..., T,

J Vie [1:n], Ti— ¥9(p)

Conclusion : P([U, = 0]) = (1 —p)" et P([U, = n]) = p".

2.d.iii. Exprimer, pour tout entier naturel non nul k, Uévénement [U, > k] a l'aide d'un événement

faisant intervenir la variable aléatoire Sy.
Soit k € N*. On a :

[U, > k] est réalisé  si, et seulement si,

il y a eu au moins k pannes jusqu'a l'instant n

inclus

si, et seulement si,

la k-itéeme panne a eu lieu au plus tard a l'ins-

tant n

si, et seulement si,

l'évenement [Sy < n] est réalisé

Conclusion

: pour tout k € N*, [U, > k] =[S < nl.

— Petite remarque
On pourrait assez rapidement

2.d.iv.

e Puisque U, compte le nombre de pannes ayant eu lieu jusqu'a l'instant n inclus, on a déja

U,(Q) C [0; n].

e Soit k € [0; n]. De la méme facon qu'en question 1.a.i, on a :

P([U=k]) =P([U>K]) = P([U >k +1])

% Stk =0:On sait déja, d'apres la question 2.d.ii que IP([U” = 0]) =(1—p).
% Stk =n:On sait déja, d'apres la question 2.d.ii que IF’([U,7 = /7]) =p"

En déduire que U, suit la lot binomiale de parametres n et p.

justifier 'égalité aussi, en don-
nant, pour tout k € [0;n],
une issue réalisant l'évenement
[U, = k] mais ce n'est pas né-
cessaire icl.

— Petite remarque

o

Le raisonnement a déja été
détaillé et ne fait pas l'objet
de la question, on peut donc
se contenter de le donner sans
justification préalable.

n
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2.e.

* Stke[lin=1]:

P(U=K) = P(U>K)-P(U>k+1])

J question précédente, licite car k > 1

= ) P(Se=1)=) P([Se=1] J Vie [1n], i € SpQ) « >k

Vie H1;HH, (€ S5k+1(Q) & >k+1
n et relation de Chasles, licite car k +1 < n

= Y P(Si=1)— ) P([Se =1

i=k+1

li—1)\ o [i—1) o . "
_ 1— p)—*— 1 — p)ikT d'apres la relation de Pascal :
) (k - 1);) (1—p) > ( (]P0 =0 ) l v

i=k i=k+1

i=k

- [71) k41 i—k—1 p
DI R A (B (1
zkH( A J( k

= ) (i)pk(ﬁp)‘ '

i=k

S R LR R (RS

n

. ) =1\ i [i- 1
n i i1 ) B Vi€ [k;n], (/\"71) - (/\) (
a Z k) k pr(1—p) (valable méme si i = k)

):()slizk

_ U\ kg yik =1\ ik
o Z (k)p (=) Zw ( k )'D =pl J j = i—1 dans la seconde somme

i=k i=k+
n—1

SN MR A w v P

i=k j=k

T

Conclusion : U, — A(n; p).

. o]

Dans cette question, le nombre p est égal a 500"

On considére alors un appareillage électronique utilisant simultanément 1000 composants identiques
fonctionnant indépendamment les uns des autres et dont la durée de vie suit la méme loi que T. A chaque

instant, les composants en panne sont remplacés par des composants identiques comme précédemment.

2.e.ii. On note V la variable aléatoire désignant le nombre total de remplacements de composants

effectués jusqu'a l'instant n = 100 inclus. Justifier que V suit la loi binomiale de parametres

100000 et L Par quelle loi peut-on approcher la lot de ﬂ?
200 e

2
e Pour tout i € [[1;1000], on note Uygg; le nombre de remplacements du composant i jusqu'a
'tnstant n inclus.
Ainsi :
1000

V=> U,
i=1

et, d'apres la question précédente :
Vi € [1;1000], Ugo; — AB(n;p)

Les composants fonctionnant indépendamment les uns des autres, les variables aléatoires
V1001 -+, Uroo 1000 sont mutuellement indépendantes.
Par conséquent, par stabilité de la loi binomiale, on a :

V < 2(1000n; p)

1
Conclusion : V suit la loin binomiale de parametres 100000 et 500"

e la variable aléatoire V' admet donc une espérance et une variance et :

E(V) =500 : V(V) = 100000 «

1 199 995
200 2

1
555 (um =500 « =——

Conclusion : d'apres 'approximation binomiale/normale (conséquence du théoreme cen-

o o ) 1 1
tral limite), licite car 700000 > 30, 100000 x 500 > 5 et 100000 x (1 — m) > b,

Petite remarque
De trés loin la question la plus
difficile de la partie ... Tres
certainement peu réussie au
concours.
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vV —500

995
2

on peut approcher la loi de par la loi normale centrée réduite.

2.e.iii.  On désire qu'avec une probabilité de 0,95, le stock de composants de rechange soit suffisant

PARTIE |I.

On suppose dans

jusqu'a l'instant n égal a 100 inclus. A combien peut-on évaluer ce stock?
995

On donne : « ®71(0,95) ~ 37, ol & désigne la fonction de répartition d'une variable

aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

Notons s la valeur du stock nécessaire répondant a la question. On cherche alors s dans N tel
que : P([V < s]) = 0,95. Or :

V=500 s—500
P(V<s)=09 > P <22 ) 20,9 »
\/T;r) /995 J question précédente
s — 500
— o[22 ) =09
995
s—500 )
e 22 _ 90,9
995
995
— s=500+ 2° « &71(0,95)
s s~537

Conclusion : il faut donc prévoir un stock de 537 composants.

CAS CONTINU

cette partie que T est une variable aléatoire de densité fr nulle sur | — oo; 0], continue sur R* et

strictement positive sur R}

3. Dresser le

tableau de variations de la fonction F7 sur R. En déduire : Vt € R*, Rr(t) # 0. Donner R7(0).

e On sait que :

*

*

D'ou

Fr est continue sur R comme fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité
Fr est nulle sur | —oo; 0] car T est a valeurs dans R™,

ensuite
Fr(0) i ﬁH/T i SR T est a densité
_ Py J T@QCR
= 0

puisque f7 est continue sur R, F7 est €' sur R et, pour tout t €]0; +o9]
Fr(t) = fr(t) > 0

le tableau suivant, la limite en 400 étant immédiate puisque Fr est une fonction de répartition :

1
Frlo o

e Ona:

Vt €RY, Fr(t) =1— Fr(t)

Or Fr est strictement croissante sur R™ et lim F7(t) = 1, donc :

t—+o00

VtERY, Fr(t) <1

D'ou :

VieRY, Ri(t) >0

e Enfin:

Ry (0) 1— F7(0)

1 J justifcation ci-dessus pour Fr(0) =0

4. Taux de panne.
Pour tout réel t positif, on appelle taux de panne a l'instant ¢ le nombre s(t) défini par :

_ f(0
Rz (1)

7 (t)

Petite remarque

Il est également possible d'utili-
ser le TCL, mais pas sur V dans
ce cas... Les hypothéses porte-
raient alors sur la suite (Usgo,i)
et la conclusion sur la moyenne
empirique centrée réduite de
cette suite.

X Attention ! ———
&T n'est pas nécessaire déri-

vable sur R'!

X Attention | ——

fr est continue sur R, donc Fr
est €' sur R* : cela implique
seulement la dérivabilité a
droite en 0 de Fr..

= Rappel...

St une fonction f est conti-
nue sur [a; b] et strictement
croissante sur |a; b, alors f est
strictement croissante sur [a; b].
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4.a. Soit t un réel positif.
Pour tout réel strictement positif h, on note g(t, h) la probabilité que le composant tombe en panne
entre les instants ¢t et t + h sachant qu'il fonctionne encore a l'instant ¢, c'est-a-dire le nombre g(t, h)
défint par :

q(t, h) = IP[TN](T E]l’, t+ h])
Rr(t) — Rr(t + h)

4.a.i.  Etablir pour tout réel h strictement positif, l'égalité : q(t, h) = Rrll) .Soit h e R/
T
D'apres la question précédente, IP([T > t]) #+ 0, d'oli :
qt,h) = Prg(T €t t + h])
B P([7T > dn[t< T < t+h])
a P([T > 1)
~ P(t< T <t+h)
a P([T > t))
- F/(fﬁ’/l)*lc/(f)
Rr(?)
= 1= R (f - ;;) (7)(1 —Ri (f)) X Attention !
T(t P(la < X < b)) = Fx(b) —
o Rr(t) — Rr(t + h) F)<(£a), méme sl]))( n'estXpas
o Rr(t) a densité | Pas d'arguments
inutiles...
Rr(t) — Rr(t +/
Conclusion : pour tout réel h strictement positif, g(t, h) = %
7
4.a.ii. Montrer que la fonction Ry est dérivable sur R* et préciser sa fonction dérivée.
Ona:
VteR", Rr(t)=1—F7(t)
Comme fr est dérivable sur RT, Fr est €' sur RY, donc Ry est €' sur RT et en particulier
dérivable sur R*.
Conclusion : Ry est dérivable sur R™ et pour tout t € R*, Ry(t) = —f(t).
th
4.a.iit. Montrer que le rapport qlt. h) a pour limite 7(t) quand h tend vers O par valeurs supérieures.
Soit h > 0 suffisamment proche de 0. On a, d'apres la question 4.a.i :
qt,h)  Rr(t) = Ri(t+h)
h B hRy(t)
=1 Rp(t+h) — Rr(t)
R h
Rr(t+ h) — Ry(t
Or Ry est dérivable en t, donc lim h /aoow = Ry(t) = —f7(t).
Dot : 1R 7//) Ro(0) 7 1 — = Pour info... ——
) — “(t+h)— Ry(t — Sit > 0, alors la limite est
/ll”j}’ R, (l) I h = R, ([) x (*7(/ (T)) = 7‘7“) encore valable quand hh?OO.
h>0 ILn'y a quen 0 ol la limite
ne peut pas étre examinée par
(t h) la gauche car Ry n'est pas
Conclusion : lim 1) 7(t). dérivable en 0 & gauche (Rr
h—0 h n'est méme pas définie sur
h>0 <]—00;0..)

4.b. On suppose, dans cette question, que A est un réel strictement positif et que T suit la loi exponentielle
de parametre A.

4.b.i.  Déterminer alors la fonction de survie du composant et donner l'allure de sa courbe représen-
tative.
Pour tout t € R™

Rr(t) = 1—=Fz(f) e X Attention !
I (1—e") JT—éWett>0 {R ention

T n'est pas définie sur | —

—At 00; 0[...

e

Puis :
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2 +
T CRT
ap i ? 3
-1+
4.b.ii. Etablir, pour tout réel t positif, l'égalité m(t) = ET)
Soit t € R". On a: -~
i) = Rr(t) J question précédente
AeM
- e At
_ 1 JED=;
- E(

4.c. On suppose dans cette question qu'il existe une constante a strictement positive telle que lon ait :
vVt € RY, n(t) = a.
4.ci.  FEtablir: R+ aRr = 0.
Soit t € R". On a :

Ri(t) + aRi(t) = —mm+¢qﬁm
r(t
= —hl0+ R
= 0

Conclusion : Ry + aRy = 0.

4.c.it. En déduire la fonction Ry puis démontrer que T suit une loi exponentielle et préciser son
parameétre.

e L'équation ¢’ + ay = 0, d'inconnue y une fonction dérivable sur R" est une équation
différentielle linéaire homogene d'ordre 1 a coefficients constants.
Par conséquent, son ensemble de solutions est : {t € R —— Ae™ ', A € R}.

e Puisque Ry est solution de cette équation différentielle, il existe un réel A, que nous
considérons ensuite, tel que :

Vi e RY, Ri(t) = te

e Or, d'apres la question 3, R7(0) = 1. Dol :
A=1
Par conséquent :
Ve RY, Rr(t)=e

Et ainsi :

VieR", Fr(it)=1—e
Or "(w) € R*, donc on sait que :

Vte|—o00;0], Fr(t)=0

Dot :
T—e ™ sit>0

VEER, rT([):{o sit<0

On reconnatt la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la lot exponentielle de
parametre a. Et la fonction de répartition caractérise la lot...

Conclusion : la variable aléatoire T suit la loi exponentielle de parametre a.

Petite remarque

Je détaille cette question.. On
pouvait aller plus vite en se
contentant de dire que, puisque
Ry vérifie ' + ay = 0, il
existe A € R tel que pour tout
t € RY, Rr(t) = e On
poursuit ensuite comme rédigé.
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4.d. On suppose dans cette question que la densité f; de la variable aléatoire T est définie par :

2

_ .
wer pi- 8 S

4.d.i.  Vérifier que la fonction fr ainsi définie possede les propriétés d'une densité de probabilité.
e Soitt €R.
* Stt<0:fr(t)=0
*x Stt>0:fr(t)=te %20
On a donc: Vt € R, fr(t) > 0.
e % Sur|—o00;0[: fr est continue car constante.

% Sur [0; +oq| : fr est continue comme produit et composée de fonctions continues sur les
intervalles adéquats.
La fonction f7 est continue sur R sauf éventuellement en O (elle est continue en 0..).
0
e x L'intégrale j fr(t)dt est convergente et vaut 0.

—00
+00

x L'intégrale fit)dt n'est impropre qu'en 400, car f est continue sur [0; +o00]. Soit

B B 2
/f,(r)dr - /te’?dt
0 0

.
B € [0;+0oq9]. On a:

Or, par opération et composition :

lim 1T—e 7 =1
B—-+oo

+o00
Par conséquent, l'intégrale / fr(t)dt est convergente et vaut 1.
0

+00

Ainsi, l'intégrale / fr(t)dt est convergente et vaut 1.

—0Q

Conclusion : f7 peut étre considérée comme une densité de probabilité.

+00 2 T +00 2
/ e’%dt:ﬂ— :] e~ T dt
0 2 0

Notons Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite et f, : t —

4.d.ii.  Démontrer :

une densité de Z.

+0o0
e On sait que / f(t)dt est convergente et vaut 1. Donc, par parité de f,, l'intégrale

[es)

+00 1
/ f,(t)dt est convergente et vaut 5
0
Ainsi :

. 2 [
Par conséquent : / e~ 7 dt est convergente et vaut >
0

e On sait que Z admet un moment d'ordre 2 et, par théoréme de transfert (licite car t — t*
est continue sur R) :

E(Z%) = /+mt2fz(t)dt

00

J parité de t — 2 15(1)

+00
= 2/ 1, (t)dt
0
2 /+r>c ) 2
- = te” 7 dt
V2m Jo
Or, d'apres la formule de Koenig-Huygens :
E(Z) = V(Z2)+E@2)

_ JZ<_>W(0;1)

Doli le résultat..

X Attention !
'f continue sur | — 00; ([ et
continue sur [0; +oq" n'implique
pas 'f continue sur R"; il peut y
avoir une discontinuité en 0 par
la gauche.

Petite remarque

Il était possible de procéder par
IPP pour établir l‘égalité des
deux intégrales... Mais il faut
de toute fagon au moins un des
deux arguments pour donner la
valeur.
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+00 2 T +00 . 2
Conclusion :/ e Zdt=1/= :/ e~ 7 dt.
0 2 0

4.d.iii. Justifier que T possede une espérance et la calculer.

e On sait que :

T admet une espérance  si, et seulement si, tfr(t)dt  est

+00
l'intégrale /
—00
convergente
+00

si, et seulement si,  lintégrale

0

absolument

tfr(t)dt est convergente, car

l'intégrande est positive sur R™ et nulle sur

] — 00,

+00 5
e Or, d'apres la question précédente, l'intégrale / t2e” 7 dt est convergente.
0

e On en déduit que T admet une espérance et :

+o0
/ tfr(t)dt
R
/ tPe T dt
0
\/?
2
Jr

Conclusion : T admet une espérance et E(T) =1/ 5

E(7)

J question précédente

Montrer que la variable aléatoire T2 suit une loi exponentielle et préciser son paramétre. En
déduire la variance de la variable aléatoire 7.
e Notons Fr2 la fonction de répartition de T2,
* Ona T2(Q) CR".

4.d.iv.

* Soit x € R
o Six<O0: ( , )
Fra(x) = TP([T° < x| 2 +
_ Plo) Jx<0etT(Q)CR
0
o Six>0:
Fro(x) = P(T7<x) o
- P([f? x<T< X]) J T est a densité, de densité fr
- /—ﬁ fr(t)dt J fr est nulle sur | — o0; 0
Jx
= % fr(t)dt
0

Par conséquent :
1—e 2 stx>0
0 six <0

On reconnatlt la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la lot exponen-

Vx € R, Fr(x) = {

1
tielle de parameétre 5 Et la fonction de répartition caractérise la lot...

Conclusion : 77 suit la loi exponentielle de paramétre 5

e Du point précédent, on en déduit que T2 admet une espérance et :

2

E(T?) =

ST

D'apres la formule de Koenig-Huygens, 7 admet une variance et :

2y 2
v(n E(T)T E(T) J question précédente
)
4—7

2
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44—

Conclusion : T admet une variance et V(T) = >
4.d.v.  Déterminer la fonction de répartition Fr de la variable aléatoire T. Démontrer que Fr est
bijective de R* dans [0; 1] On note F7' la bijection réciproque de la restriction de Fr & R*.
Déterminer, pour tout y € [0; 1], lexpression de F7'(y) en fonction de y.
e D'apres les calculs menés dans les questions précédentes :
VxER, Frx)=4 1—¢ 7 six20
0 stx <0
e Ainsi:
* F7 est continue sur R™,
* F7 est strictement croissante sur R* (directement, ou car Fr est dérivable sur R, de
dérivée strictement positive sur R*).
Par théoreme de bijection, F7 est donc bijective de R™ dans 7 (R*). Or Fr est croissante,
donc Fr(RT) = [F7(0); lim Fr(x).
Conclusion : F; est bijective de R* dans [0;1].
e Solenty €[0;1etx €R". Ona:
Frix) =y <= 1767\7’/:g car x >0
— e T =1- y J
2 1—y>0
= 1 ==2n(1—y) - J T—y <1 donc —2ln(1—y) >0
X = —2n(1 —vy)
— ou J $>0
X = —2In(1 —vy)
— x=+/—2n(1—-y)
Conclusion : pour tout y € [0; 1], F7'(y) =~/—2n(1 —y).
4.d.vi. Soit U une variable aléatoire suivant la lot uniforme sur [0; 1[. Déterminer la loi de la variable

aléatoire V = F7'(U). En déduire une fonction Python d'en-tdte simulT() permettant de
simuler une réalisation de la variable aléatoire T.

e Considérons que U(Q) = [0; 1. Notons Fy la fonction de répartition de V.

* Ona:
VIQ) = F(UQ)
o —1{1n.
N QT‘ UO ”) J Fr est bijective de R™ dans [0; 1]
* Soit x € R.
o Six<0: ( )
Fvix) = P([V <x] P S a—
_ Pl J,x\oeu(o)fre
= 0
o Six>0:
Fy(x) P([V < x))
= P([F7'(U) <) ctement croissante sur R* et x
_ IP({U < F,(X)) J F1 strictement croissante sur R™ et x > 0
~ FulFriv)

J Frix) €[0;1] et U— 2 ([0;1])

Puisque Fr est nulle sur ] —oo; 0], on a :

Vx € R, Fy(x) = Fr(x)

Conclusion : V suit la méme loi que T.

e On propose ainsi, en utilisant le résultat précédent et celut de la question précédente, le
programme suivant :

o

o

— == Rappel...
Par définition :

x=Fi'(y) > y=Fr(y)

QO Astuce du chef ! ©
On rappelle qu'une fonction g
est bijective de £ dans F si, et
seulement si - Vy € F, Jlx €
E|y=g(x).

Ainsi, la résolution de l'équation
Fr(x) = y peut aussi servir a
démontrer que Fr est bijective...
(c'est d'ailleurs comme cela que
nous faistons avant de connattre
le théoréme de bijection...).

En revanche, il faut bien vérifier
a la fin que la solution trouvée
appartient a l'ensemble voulu.
Ici, il suffit de dire que

V=2n(1—y) > 0..

% Classique ! % ———
Question classique : méthode
dite d'inversion pour simuler
des variables aléatoires...
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import numpy as np
import numpy.random as rd

~

def simulT ():

ES

5 u=rd .random ()
6 v=np.sqrt(—2%np.log(1—u))
7 return v

4.d.vii. En utilisant le résultat de la question 4.d.v, donner la fonction de survie du composant puis
l'allure de sa courbe représentative en précisant la tangente au point d'abscisse O et le point

.. ) _1
d'inflexion. On donne : e~2 ~ 0, 607.
On a immédiatement :

Vit €RY, Rr(t)=e 5

e [ est de classe ¢ sur R et, pour tout t € R

Ri(t) = —te™T ; RI(t)=—(1—t)e 7
Dol :
t 10 1 +o0
RIl  — 0 +
Ry
concave convexe

La courbe de la fonction Ry admet donc un point d'inflexion en le point de coordonnées
1

(1,e 7). Et:

+00

e Dot :

02—

4.d.viii. Calculer, pour tout réel t positif, le taux de panne 7(t). Commenter.

e SoitteR".Ona:

fr(t)
n(t) = ) .
Ry (t) J question 4.d.vii
te™ 7T e Taux de panne décroissant :
- 5 situation de rodage.
e 7z e Taux de panne constant :
= situation sans vieillissement.
e Taux de panne croissant :
e le taux de panne augmente donc avec le temps : on est dans une situation d'usure du situation d'usure.

matériau.

5. Entretien préventif.
On désire, dans cette partie, comparer le colit de deux méthodes d'entretien.
On suppose que la variable aléatoire T admet une espérance (nécessairement strictement positive) notée E(T)
et représentant donc la durée moyenne de fonctionnement d'un composant.
On considere que la panne d'un composant provoque un préjudice de colt C, et que son remplacement a un
colit K, C et K étant deux constantes strictement positives.
Une premiere méthode d'entretien consiste a attendre la panne pour procéder au remplacement. On estime
K+C
E(T)
Une deuxieme méthode d'entretien consiste a se fixer un réel 8 strictement positif et a remplacer le composant
dés sa panne si elle survient au bout d'une durée de fonctionnement inférieure a 6, sinon a le remplacer

alors que le colit de l'entretien du composant par unité de temps est donné par : ¢; =
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préventivement au bout d'une durée 6 de fonctionnement.
On estime alors que le colt de l'entretien du composant par unité de temps est donné en fonction de 6 par :

_ K+ (1=Rr(9)C
/6 Ry (t)dt
0

Vo >0, /9 Rr(t)dt = 6P([T > 6]) + /9 tfr(t)dt
0 0

c(0)

5.a. 5.a.i. Etablir:

% Classique ! %

u:t—s Rr(t) a On commence a bien connaltre

Soit 8 > 0. Posons : ) . Les fonctions v et v sont € sur le segment [0; 8] | cette question et la suivantes,
vt t trés classiques, qui permettent

/ / 3 . .

) . u'(t) = RH(t d'obtenir une autre expression
(question 4.a.i) et pour tout t €[0; 6 : \/((r)) g () . de Uespérance d'une variable

o . ) . B aléatoire a densité a valeurs

Par integration par parties, on obtient : dans RY ..
6 0 6
/ Rr(t)dt = [tRr(1)], —/ tR(t)dt
0 0 J Rr=—f1

[C}
- QR,(9)+/ tr(t)dt
0 §

= OP([T>6]) + /6 thr(t)dt
0

0 0
Conclusion : V8 > 0, / Rr(t)dt = 6P([T > 6]) +/ tfr(t)dt.
0 0

+oo +oo
5.a.it.  Démontrer alors que U'intégrale ] Rr(t)dt est convergente et j Rr(t)dt = E(T).
0 0
On vient d'établir :

VO >0, /U9 Rr(t)dt = OP([T > 6]) + /U9 tfr(t)dt
Justifions le passage a la limite quand 8 — +oo dans cette égalité..
e D'une part, T admet une espérance, donc l'intégrale /'%‘ tfr(t)dt est convergente.
Et comme T(Q) C R*, ona: ‘ ’
E(T) = /MQ tfr(t)dt
e D'autre part : 0

* Soit @ >0.0na:

OP(T>06]) = 06 mfr(r)dr

%o
= / ofr(t)dt
6

Vt > 0, 0fr(t) < thr(t)

D'ol, par croissance de l'intégrale, licite car 6 > 0 donc les deux intégrales en jeu sont

COHVGI’Q@HTGS :
+00 +00
/ er(t)dtg/ thr(t)dt
P

0 0

Or , par positivité de fr :

* On a ainsi :

00 00
VO >0, Og/ @f,(t)dtg/ thr(t)dt
6 6

+0o0
Autrement dit, par relation de Chasles, licite car / tfr(t)dt est convergente :
0

+00 00 6
VO >0, Og/ Qf,(r)drg/ rf,(r)dr—/ thr(t)dt
6 0 0

+0Q
Puisque j tfr(t)dt est convergente, on en déduit :
0

+00 0
lim (/ th(t)dt—j tfr(t)dt) =0
=00\ Jo 0

Ainsi, par théoréme d'encadrement :

+00
umj Ofr(t)dt = 0
0

O—+o0
Nous avons ainst établi :
lim OP([T > 6]) =0
+o00o

—
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Conclusion : en passant a la limite quand 0 — 400 dans légalité de la relation
00 +oo
précédente, on obtient que l'intégrale / Rr(t)dt est convergente et / Rr(t)dt =
0 0

E(7).

5.a.it. Vérifier 1 lim () = ¢1.
O—+o0

Immédiat, d'aprés la question précédente et le fait que Llim Ry(8) = 0.
O—+00

5.b. Calculer ¢ et, pour tout réel 8 strictement positif, c;(6) dans le cas ot T suit la loi exponentielle de
paramétre A.
Montrer qu'alors la deuxieme méthode ne présente pas d'avantage. Comment peut-on expliquer ce ré-
sultat?
Dans ce cas :
e ¢ =AK+ ()
e pour tout 6 > 0 :
K+ (1—=Rr(0))C
(Z(Q) - 0
Rr(t)dt
0
K+ (1—e™9)C
-/ 1_e 76
=/ ( 1 e—A0 + )
e Puisque A0 > 0, on obtient rapidement : ¢,(0) > ¢.
Le colit préventif n'est pas intéressant dans ce cas la; ceci est d{i au caractére sans vieillissement
de la loi exponentielle.
5.c. On suppose que T suit la lot décrite dans la question 4.d.
5.c.i.  Préciser la valeur de ¢.
2
D'apres la question 4.d.iii, on trouve : ¢; = \/j(/( + C).
T
b g 1 62
5.cit.  Pour tout réel strictement positif 6, on pose : ¢(0) = C/ e Z7dt— 3 (K +C (1 —e 7 ) )
0
Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur R} et que sa dérivée est strictement positive. En
déduire le tableau de variations de ¢.
e Puisque t — e~ 7 est continue sur R, d'apres le théoreme fondamental de l'analyse, la
o
fonction 0 +— / e~ 7 dt est de classe €' sur R;.
0
On en déduit ensuite que ¢ est €' sur R}
e Soit 0 €R!.Ona:
/ 2 e c, &
PO = Ce 74+ = [K+C|T—e 2 — —0e” 2
6° 0
0~ 1 92 92
= Ce T+§ K+C(W79 7) —Ce 7
1 &
Puisque 1 —e 7> 0, on en déduit :
¢'(6) >0
e Par opérations, et puisque K > 0, on trouve :
lim ¢(0) = —o0
6—0
Par opérations et d'apres la question 4.d.ii, on trouve :
[
lim @(0) = Cy/=
O—+o0 2
D'ou
6 10 +00
¢'(6) H +
e
5.ciit.  Etudier les variations de la fonction ¢, et montrer qu'elle admet un minimum en un unique réel

6y qui vérifie : c2(6y) < c;. Interpréter ce résultat dans le contexte décrit en début de question
5.

— Interprétation

Le cas 8 — +oo revient a ne
pas se fixer d'entretien préventif.
Il est alors normal que le colit
soit égal au colit de la premiere
méthode. Il est important de
vérifier la cohérence de ces élé-
ments lors d'une modélisation.
Notons également que plus
E(T) est grand, plus ¢ est
petit. En effet, ¢1 ne représente
pas le colt du remplacement,
seulement sont co(t par unité
de temps...

En pratique, ce qui est inté-
ressant n'est pas le coit de
remplacement brut, mais le co(t
relatif au nombre de remplace-
ments attendus : parfots, il vaut
mieux que le composant soit
plus cher et donc plus couteux a
remplacer, mais plus fiable...

V'

— # Rédaction

A ce stade du sujet, on peut
aller nettement plus vite ici.

En rédigeant ainsi, on démontre
au correcteur :

e que l'on ne manque pas de
rigueur, en pensant a justifier la
dérivabilité d'une fonction avant
de la dériver,

e que l'on a saisi l'essentiel de
la justification, le reste étant
classique et ayant déja été
mentionné dans des questions
précédentes,

e que l'on connalt son cours.

VN
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5.c.iv.

PARTIE Il

e Commencons par déterminer c,..
Pour tout 8 € R :

oo~ Krl=RiO)C

0
/ Ry (t)dt
0 2
K+(1—e7)C

J question 4.d.vii

Ainsi, ¢, est dérivable sur R comme quotient de telles fonctions dont le dénominateur
)

ne s'annule pas sur R} (en effet, par stricte positivité de t — e 2, on a : VO &

0

R, / e 7dt > 0).
0
Et, pour tout 6 € R} :

) 0 ) ) ,
CQe’%/ e Tdt—e T (K+C(1-e 7))

a6 = ° o
(/ efrfdt)
) 0
Ce 7
= O
(/ e le‘)
0
_ Ce g L R .
Puisque — > 0, on en déduit que c,(0) a le méme signe de ¢(6).
e 7 dt)
0

e Or, d'apres la question précédente :
* (¢ est continue sur R},
* @ est strictement croissante sur R}.

Par théoréme de bijection, ¢ est donc bijective de R dans ¢(R}) = }foo; g}

Puisque 0 € ]foo;\/g], il existe un unique réel 6y tel que @(6y). Et puisque ¢ est
strictement croissante sur Rf on obtient :
VO €)0; B[, ¢(0) <0 ; VYO €lby, +oq], ¢(0) >0

D'ou le tableau de variations de ¢ :

6 |0 6o +00

cH(6) — 0 + Petite remarque
On trouve fglmo ©(0) = 400

C
&) \ &(60) / 1 (valable dans le cas général et

cohérent avec l'interprétation...).

Conclusion : la fonction ¢, admet un minimum atteint en un unique réel, 6.
e Par stricte croissance de ¢, sur [8y; +oq| et comme lim ¢,(6) = ¢, on a :
O—+o00

Cz(eo) < (@]

e Pour cette modélisation de durée de vie, il existe donc une durée 6, telle qu'en effectuant
un entretien préventif au bout de 6y unités de temps, le colit de remplacement par unité
de temps soit moindre que le colit de remplacement obtenu en attendant la panne du
composant.
e, e, 2 K QO L’avis du chef ! O
Etablir l'égalité c;(6y) = CHy puis l'inégalité Gy < 4/ p (1 + = ) Question pas trés intéressante

C
T T . our finir.. J'aurais préféré ter-
e ['égalité découle de la définition de ¢, et du fait que ¢(6y) = 0... Eﬂné sur ['lnterprétaptlon de la

e ['inégalité découle de l'égalité et du fait que c,(6y) < wey et de la valeur de ¢.. précédente.

SYSTEME P0OISSONIEN

On considere maintenant un systeme dont le fonctionnement est défini comme suit : pour tout réel ¢ positif, la variable
aléatoire N, a valeurs entiéres représente le nombre de pannes qui se produisent dans l'intervalle [0, t]. On considére
que le systeme est réparé immédiatement aprés chaque panne.

On notera en particulier que pour s < t, on a Ny < N;.

On suppose qu'on a les quatre propriétés suivantes :
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P1. No=0et 0 < P([N, =0]) <1 pour tout t > 0.
P2. Pour tous réels ty, t1, ..., thtels que 0 <ty < t < -~ < t, les variables Ny, Niy — Ny, Npy = Ngy .- N, —

N, , sont mutuellement indépendantes (accroissements indépendants).
P3. Pour tous réels s et t tels que 0 < s < t, Ny — N; suit la méme loi que N;_s (accroissements stationnaires).
PNy >1
P4 PN >1)
h—0,h>0 h
On pose, sous réserve d'existence, pour tout u > 0 et pour tout s dans [0,1) G,(s) = E(s""), avec la convention
0°=1.

6. 6.a. Justifier que pour tout u > 0, G,(s) existe pour tout s dans [0,1] et qu'on a, pour tout s € [0, 1] :
+0o0
Guls) =) P([N, = K])s*
k=0

6.b. Montrer par ailleurs que, pour tous réels u et v positifs ou nuls, et pour tout réel s tel que 0 < s < 1,
ona:
Guiv(s) = Gy(s)Cy(s)
7. Onfixe stel que 0 < s < 1.
7.a. Montrer que Gi(s) > 0.
On pose O(s) = —In (Gi(s)) et, pour u >0, Yi(u) = Gyl(s).
7.b. Montrer que i5(k) = e *?) pour tout k € N.

1 1
7.c. Soit g un entier naturel non nul. En considérant G (s), montrer que (7) —e 2%
q

ro(s)

7.d. Montrer que si p est entier naturel et g un entier naturel non nul, on a (r) = e~ ol on a posé

r==.
q
1

7.e. Soit u € R*. Posons, pour tout n € N¥, r, = [nniuj et R, = %

7.ei.  Etablir: Vn € N*, r, < u < R,. En déduire : ¥n € N*, (is(r,) < () < Ye(Ry).

7.e.ii.  Démontrer : UT = UT R, =u.

7.eiii. Conclure : G,(s) = e™0),

Gp(s) — 1

7.f. En déduire que / lim A = —0(s).

h—0,h>0 h

8. Montrer par ailleurs que pour tout s € [0, 1],

+00
Gh(s) = 1T =P(Ny = 1) (s = 1)+ > P([Ny = k])(s* = 1)
k=2
+o0
> P([Ny = k])(s* = 1)
. k=2 _
9. 9.a. Montrer que pour tout s € [0,1] : /H[(LJTz>0 P =0.
e PNy = 1) .
9.b. En déduire qu'il existe & > 0 tel que a = , [(LJT e et que pour pour tout s € [0, 1] :
1—0,h>
O(s) = a(1—5)

9.c. En considérant G,(0), montrer que a > 0.
9.d. On fixe un temps u > 0. Montrer que pour tout s € [0, 1],

+00 +00 k
—au (C{U)
Guls) =) P(IN,=K])s* => (e R
k=0 k=0
9.e. Déduire que pour tout u > 0, la variable aléatoire N, suit la loi de Poisson de paramétre au.
Une famille de variables aléatoires ayant les mémes caractéristiques que la famille (N;);>o est un processus
de Poisson et la constante a s'appelle le paramétre du processus de Poisson.
10. Soit T la variable aléatoire désignant la date de la premiere panne. Soit t > 0.
Comparer les événements [T > t] et [N, = 0].
En déduire que T suit la loi exponentielle de parameétre a.
11. Pour t positif fixé, on pose pour h réel positif, K/h = Nin — N,

11.a. Montrer que Nj, est la variable aléatoire qui représente le nombre de pannes survenues dans l'intervalle
de temps Jt, t + h].

11.b. Montrer que la famille (/F\V/,,),QO est un processus de Poisson de parameétre a.

11.c. En déduire que la premiére panne survenant aprées la date t se produit a une date suivant la loi
exponentielle de parametre a.

11.d. En déduire que le processus de Poisson a la propriété que, pour chaque date t donnée, le taux de
panne du systéme apres t est constant.

ok kokkok FIN shede ok kokok
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