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Exercice 1 Très bon exercice d’étude d’unesuite d’intégrales, complet. Clas-sique dans les méthodes mises enplace.
♥ L'avis du chef ! ♥

Dans tout l’exercice, la lettre n désigne un entier naturel.On pose un = ∫ 1
0

xn4− x2 dx et on a en particulier u0 = ∫ 1
0

14− x2 dx .
1. 1.a. Déterminer les réels a et b tels que :

∀x ∈ [0; 1], 14− x2 = a2− x + b2 + x

On a, pour tout x ∈ [0; 1] : Décomposer le numérateur pourl’écrire comme combinaison li-néaire de 2− x et 2 + x ...
♣ L'idée !

14− x2 = 1(2− x)(2 + x)
= 14 (2− x + 2 + x)(2− x)(2 + x)
= 142 + x + 142− x

On peut se contenter de donnerle résultat en remarquant qu’ilconvient.
✍ Rédaction

Conclusion : on a a = b = 14 et : ∀x ∈ [0; 1], 14− x2 = 142− x + 142 + x .
1.b. En déduire que u0 = 14 ln(3).On a :

u0 = ∫ 1
0

14− x2 dx question précédente, licite car on intègre sur [0; 1]
= ∫ 1

0
( 142− x + 142 + x

)
dx linéarité de l’intégrale

= 14
∫ 1

0
12− x dx + 14

∫ 1
0

12 + x dx

= 14[− ln(|2− x|)]10 + 14[ ln(|2 + x|)]10
= 14(− ln(1) + ln(2) + ln(3)− ln(2))
= 14 ln(3)

Conclusion : u0 = 14 ln(3).
2. Calculer u1 .On a :

u1 = ∫ 1
0

x4− x2 dx

= 1
−2
∫ 1

0
−2x4− x2

= −12 [ ln(|4− x2|)]10
= −12 ( ln(3)− ln(4))

Conclusion : u1 = ln(4)− ln(3)2 .
La réponse est donnée un peuplus bas dans l’énoncé, en ques-tion 3.b. En effet, la ligne 7 duprogramme nous informe que
u1 = ln( 2√3

), qui est bien égalau résultat obtenu...

Véri�cation
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3. 3.a. Pour tout entier naturel n, exprimer 4un − un+2 explicitement en fonction de n.Soit n ∈ N. On a :
4un − un+2 = 4∫ 1

0
xn4− x2 dx −

∫ 1
0

xn+24− x2 dx

= ∫ 1
0

4xn − xn+24− x2 dx

= ∫ 1
0

xn(4− x2)4− x2 dx

= ∫ 1
0 xndx

= [ xn+1
n + 1

]1
0= 1

n + 1
Conclusion : ∀n ∈ N, 4un − un+2 = 1

n + 1 .
3.b. Compléter la fonction Python ci-dessous afin quelle renvoie la valeur de un à l’appel de suite(n).

1 de f s u i t e ( n ) :
2 i f (=1)∗∗n==1:
3 u=np . l og ( 3 ) / 4
4 f o r k i n range ( 2 , n +1 , 2 ) :
5 u=4∗u = . . .
6 e l s e :
7 u=np . l og ( 2 / np . s q r t ( 3 ) )
8 f o r k i n range ( 3 , n +1 , 2 ) :
9 u=4∗u = . . .

10 r e t u r n u
On a une relation liant un+2à un ... Dans le programme, lalettre k désigne le rang du terme
calculé, autrement dit, k joue lerôle de un+2 .On pense donc à réécrire la rela-tion de la question précédente :
∀k ⩾ 2, uk = 4uk−2 − 1

k − 1

➠Ré�exe !

1 de f s u i t e ( n ) :
2 i f (=1)∗∗n==1: # s i n e s t p a i r
3 u=np . l og ( 3 ) / 4 #u0
4 f o r k i n range ( 2 , n +1 , 2 ) : #k v a de 2 à n a v e c un p a s de 2
5 u=4∗u=1/ ( k=1)
6 e l s e : # s i n e s t i m p a i r
7 u=np . l og ( 2 / np . s q r t ( 3 ) ) #u1
8 f o r k i n range ( 3 , n +1 , 2 ) : #k v a de 3 à n a v e c un p a s de 2
9 u=4∗u=1/ ( k=1)

10 r e t u r n u
Autre méthode...

On peut également proposer un programme qui ne distingue pas les cas pair/impair... Voici un programme quel’on peut adapter pour qu’ils convienne à toutes les suites récurrentes d’ordre 2 :
1 de f s u i t e b i s ( n ) :2 u=np . l og ( 3 ) / 43 v=np . l og ( 2 / np . s q r t ( 3 ) )4 i f n==0:5 r e t u r n u6 e l s e :7 f o r k i n range ( 2 , n +1) :8 u , v=v , 4 ∗ u=1/( k=1)9 r e t u r n v

4. 4.a. Utiliser la définition de la suite (un)n∈N pour établir l’encadrement suivant :
∀n ∈ N, 14(n + 1) ⩽ un ⩽

13(n + 1)
Pour encadrer une intégrale, oncherche à encadrer l’intégrande.
♣ Méthode !

• Soit x ∈ [0; 1]. On a ainsi : 0 ⩽ x2 ⩽ 1
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D’où : 4 ⩾ 4− x2 ⩾ 3Puis, par décroissance de la fonction inverse sur R+
∗ : La décroissance de la fonctioninverse sur [3; 4] suffit ici...

Petite remarque

14 ⩽
14− x2 ⩽

13Et comme xn ⩾ 0 (car x ⩾ 0) : 14 xn ⩽
xn4− x2 ⩽

13 xn

• On a ainsi établi :
∀x ∈ [0; 1], 14 xn ⩽

xn4− x2 ⩽
13 xn

D’où, par croissance de l’intégrale, licite car les fonctions en jeu sont continues sur le segment [0; 1] etque 0 ⩽ 1 (bornes dans l’ordre croissant) :14
∫ 1

0 xndx ⩽ In ⩽
13
∫ 1

0 xndx

Conclusion : ∀n ∈ N, 14(n + 1) ⩽ un ⩽
13(n + 1)

4.b. En déduire la convergence de la suite (un)n∈N ainsi que la valeur de lim
n→+∞un .On sait que :

✓ d’après la question précédente : ∀n ∈ N, 14(n + 1) ⩽ un ⩽
13(n + 1)

✓ lim
n→+∞ 14(n + 1) = lim

n→+∞ 13(n + 1) = 0
Conclusion : par théorème d’encadrement, la suite (un)n∈N converge vers 0.

4.c. La série de terme général un est-elle convergente ou divergente ? Pour quelle raison ?On sait que :
✓ ∀n ∈ N, 0 ⩽

14(n + 1) ⩽ un ,
✓ la série ∑

n⩾0
1

n + 1 est, à décalage d’indice près, une série de Riemann divergente (série harmonique) ;
donc la série ∑

n⩾0
14(n + 1) est également divergente.

Conclusion : par critère de comparaison sur les séries à terme général positif, on en déduit que lasérie ∑
n⩾0 un est divergente.

5. 5.a. On considère le script suivant qui utilise la fonction déclarée plus haut :
1 x=np . arange ( 0 , 4 1 )
2 u = [ ] # l i s t e v i d e
3 f o r n i n range ( 4 1 ) :
4 u . append (3∗ n∗ s u i t e ( n ) )
5 p l t . p l o t ( x , u , ’+ ’ )
6 p l t . show ( )

Ce script renvoie le graphique suivant :
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Laquelle des quatre conjectures suivantes peut-on émettre quant au comportement de la suite (un)n∈N auvoisinage de +∞ ?
❶ un ∼

n→+∞ 3n ; ❷ lim
n→+∞un = 1 ; ❸ un ∼

n→+∞ 13n ; ❹ un ∼
n→+∞ 1

nOn sait que la commande suite(n) renvoie la valeur de un . Par conséquent, la liste u du programmeprécédent contient les termes de 3nun pour n allant de 0 à 40.
Le concepteur aurait pu choisirune autre lettre que u pour cetteliste... Cela porte à confusion.J’en profite pour rappeler que lechoix des variables dans un codedoit être le plus explicite possible!

Petite remarque

Le graphique permet donc la conjecturesuivante : lim
n→+∞ 3nun = 1

Autrement dit : lim
n→+∞ un13n

= 1
Conclusion : on émet la conjecture ❸ : un ∼

n→+∞ 13n .
5.b. Établir, grâce à une intégration par parties, l’égalité suivante :

∀n ∈ N, un = 13(n + 1) − 2
n + 1

∫ 1
0

xn+2(4− x2)2 dx

Soit n ∈ N. On a :
un = ∫ 1

0 xn ×
14− x2 dx

Posons :
∣∣∣∣∣∣∣

u : x 7−→ 1
n + 1 xn+1

v : x 7−→ 14− x2
. Les fonctions u et v sont C 1 sur le segment [0; 1] et pour tout x ∈ [0; 1] :∣∣∣∣∣∣

u′(x) = xn

v ′(x) = 2x(4− x2)2 . Si w est une fonction dérivablesur un intervalle I et ne s’annulepas sur I , alors 1
w est dérivable

sur I et ( 1
w

)′ = −w ′
w2 .

☞ Rappel...

Par intégration par parties, on obtient :
un = [ 1

n + 1 xn+1 14− x2
]1

0 −
∫ 1

0
1

n + 1 xn+1 × 2x(4− x2)2 dx

= 13(n + 1) − 2
n + 1

∫ 1
0

xn+2(4− x2)2 dx

Conclusion : ∀n ∈ N, un = 13(n + 1) − 2
n + 1

∫ 1
0

xn+2(4− x2)2 dx

5.c. Montrer par encadrement que : lim
n→+∞

∫ 1
0

xn+2(4− x2)2 dx = 0 On veut obtenir une limite sur npar encadrement.On va donc encadrer l’intégrandepar des expressions dépendants
de n dont il sera aisé de calculerl’intégrale...Si besoin, on peut s’aider de cequi a été fait en question 4.a !

♣ Méthode !

• Soit n ∈ N.
⋆ Soit x ∈ [0; 1]. On a, pour commencer :

4 ⩾ 4− x2 ⩾ 3
D’où, par croissance de la fonction carrée sur R+ :

• La croissance de .2 sur [3; 4]suffit ici...
• La décroissance de la fonction1
. sur [9; 16] suffit ici...

Petite remarque

16 ⩾ (4− x2)2 ⩾ 9
Puis, par décroissance de la fonction inverse sur R+

∗ :116 ⩽
1(4− x2)2 ⩽

19
Et comme xn+2 ⩾ 0 (car x ⩾ 0) : 116 xn+2 ⩽ xn+2(4− x2)2 ⩽

19 xn+2
⋆ On a donc établi :

∀x ∈ [0; 1], 116 xn+2 ⩽ xn+2(4− x2)2 ⩽
19 xn+2

Par croissance de l’intégrale puis en calculant, on obtient finalement :
116(n + 3) ⩽

∫ 1
0

xn+2(4− x2)2 dx ⩽
19(n + 3)
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• On a ainsi :
✓ ∀n ∈ N, 116(n + 3) ⩽

∫ 1
0

xn+2(4− x2)2 dx ⩽
19(n + 3)

✓ lim
n→+∞ 116(n + 3) = lim

n→+∞ 19(n + 3) = 0
Conclusion : par théorème d’encadrement : lim

n→+∞
∫ 1

0
xn+2(4− x2)2 dx = 0.

5.d. Vérifier la conjecture établie à la question 5.a.Soit n ∈ N, suffisamment proche de +∞. n doit être différent de 0 pour cequi suit...
✓ Rigueur !On a :

un13n
= 3nun question 5.b

= n
n + 1 − 6n

n + 1
∫ 1

0
xn+2(4− x2)2 dx

Or : lim
n→+∞ n

n + 1 = 1 ; lim
n→+∞ 6n

n + 1 = 6 ; lim
n→+∞

∫ 1
0

xn+2(4− x2)2 dx = 0
D’où, par opérations : lim

n→+∞ n
n + 1 − 6n

n + 1
∫ 1

0
xn+2(4− x2)2 dx = 1

Autrement dit : lim
n→+∞ un13n

= 1
Conclusion : un ∼

n→+∞ 13n .
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Exercice 2 On adore cet exercice, très prochede EDHEC2011E. A faire sansmodération !
♥ L'avis du chef ! ♥

Toutes les variables aléatoires rencontrées dans cet exercice sont supposées définies sur un même espace probabilisé(Ω, A,P) que l’on ne cherchera pas à déterminer.
1. Soit f la fonction qui à tout réel x associe

f (x) = { xe− x22 si x ⩾ 00 sinon
1.a. Montrer que f peut être considérée comme une densité d’une certaine variable aléatoire X .

• De façon immédiate : ∀x ∈ R, f (x) ⩾ 0.
• ⋆ Sur ]−∞; 0[ : f est continue car constante.

⋆ Sur [0; +∞[ : f est continue comme produit de deux fonctions continues sur [0; +∞[.
f est donc continue sur R, sauf éventuellement en 0. En fait, f est continue en 0.Petite remarque

• ⋆
∫ 0
−∞

f (x)dx est convergente et vaut 0.
⋆
∫ +∞

0 f (x)dx est impropre en +∞ seulement.Soit B ∈ [0; +∞[. On a :∫ B

0 f (x)dx = ∫ B

0 xe− x22 dx

= [− e− x22 ]B0= 1− e− B22
Or : lim

B→+∞ e− B22 = 0
Par conséquent, l’intégrale ∫ +∞

0 f (x)dx converge et vaut 1.
Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

−∞
f (x)dx est convergente et vaut 1.

Conclusion : f peut être considérée comme une densité.
1.b. Rappeler la valeur du moment d’ordre 2 d’une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.Notons Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On sait que Z possède une espéranceet une variance et que : E(Z ) = 0 et V(Z ) = 1.Or, d’après la formule du Koenig-Huygens :

V(Z ) = E(Z 2) + E(Z )2
Conclusion : si Z ↪→ N (0; 1), alors E(Z 2) = 1.

1.c. En déduire, par des considérations de parité, que X a une espérance et que E(X ) = √π2 .
• On sait que :

X admet une espérance si, et seulement si, l’intégrale ∫ +∞
−∞

xf (x)dx est absolumentconvergentesi, et seulement si, l’intégrale ∫ +∞
0 xf (x)dx est convergente, carl’intégrande est nulle sur ] −∞; 0[ et positivesur [0; +∞[si, et seulement si, l’intégrale ∫ +∞
0 x2e− x22 dx est convergente

• Or, on sait que ∫ +∞
−∞

1√2π
x2e− x22 dx est convergente, puisqu’il s’agit du moment d’ordre 2 d’une variablealéatoire suivant la loi normale centrée réduite (par théorème de transfert, licite car la fonction carréeest continue sur R). La mention du théorème de trans-fert n’est clairement pas un at-tendu dans cette question.

✓ Rigueur !

En particulier, ∫ +∞
0 x2e− x22 dx est convergente.

• On en déduit que X admet une espérance et :
E(X ) = ∫ +∞

−∞
xf (x)dx
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= ∫ +∞
0 x2e− x22 dx par parité de x 7−→ x2e− x22= 12
∫ +∞
−∞

x2e− x22 dx

= √2π2
∫ +∞
−∞

1√2π
x2e− x22 dx avec Z ↪→N (0; 1)

= √2π2 E(Z 2) question précédente= √2π2
Conclusion : X admet une espérance et E(X ) = √π2 .

2. On note FX la fonction de répartition de X . Déterminer FX (x) selon que x < 0 ou x ⩾ 0.On peut considérer que X (Ω) = R+ . Soit x ∈ R. On a :
• Si x < 0 :

FX (x) = P([X ⩽ x ])
X (Ω) = R+ et x < 0= P(∅)= 0

• Si x ⩾ 0 :
FX (x) = P([X ⩽ x ])

X est à densité, de densité f= ∫ x

−∞
f (t)dt

f est nulle sur ]−∞; 0[= ∫ x

0 f (t)dt calcul fait en question 1.a= 1− e− x22

Conclusion : ∀x ∈ R, FX (x) = { 1− e− x22 si x ⩾ 00 si x < 0 .
3. Simulation.

3.a. On pose Z = X 2 et on note FZ sa fonction de répartition. Déterminer FZ (x) dans chacun des cas x < 0 et
x ⩾ 0 et montrer que Z suit une loi exponentielle dont on précisera le paramètre. On soigne bien la rédaction eton mentionne bien tous les ar-guments nécessaires dans cettequestion très classique...

⋆ Classique ! ⋆

• On a immédiatement Z (Ω) = R+ .
• Soit x ∈ R.

⋆ Si x < 0 :De la même façon qu’en question précédente, on a FZ (x) = 0.
⋆ Si x ⩾ 0 :

FZ (x) = P([Z ⩽ x ])= P([X 2 ⩽ x ])
x ⩾ 0= P([−√x ⩽ X ⩽

√
x ])

X est à densité= FX (√x)− FX (−√x) question précédente, sachant que √x ⩾ 0 et −√x ⩽ 0= 1− e−√x22 − 0= 1− e− x2
On a donc :

FZ (x) = { 1− e− x2 si x ⩾ 00 si x < 0
• On reconnaît la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre12 . Or la fonction de répartition caractérise la loi...

Conclusion : Z suit la loi exponentielle de paramètre 12 .
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3.b. Utiliser la question 3.a pour écrire une fonction Python d’en-tête def simulX() qui renvoie une simulationde X .On a Z = X 2 , donc, puisque |X | = √Z . Mais X est à valeurs positives, donc :
X = √Z

On propose donc :
1 impo r t numpy . random as rd
2 impo r t numpy as np
3
4 de f s imulX ( ) :
5 Z=rd . e x p o n e n t i a l ( 2 ) #on s a i s i t l ’ e s p é r a n c e , p a r l e p a r a m è t r e
6 X=np . s q r t ( Z )
7 r e t u r n X Si Z ↪→ E (λ), en Python,le paramètre à saisir dans

rd.exponential(...) est 1
λ(l’espérance).

✘ Attention !

4. Pour tout entier naturel n non nul, on pose Yn = X√
n et on note Gn la fonction de répartition de Yn .

4.a. Montrer que l’on a :
Gn(x) = { 1− e− nx22 si x ⩾ 00 si x < 0

• On a immédiatement : Yn(Ω) = R+ .
• Soit x ∈ R.

⋆ Si x < 0 :De la même façon qu’en question 3.a, on a Gn(x) = 0.
⋆ Si x ⩾ 0 :

Gn(x) = P([Yn ⩽ x ])
= P([ X√

n ⩽ x
])

√
n > 0= P([X ⩽

√
nx ])= FX (√nx) question 2, sachant que √nx ⩾ 0= 1− e− (√nx)22

= 1− e− nx22

Conclusion : ∀x ∈ R, Gn(x) = { 1− e− nx22 si x ⩾ 00 si x < 0 . Un peu répétitif, et pas très inté-ressant...
Petite remarque

4.b. Etudier la convergence en loi de la suite (Yn)n∈N∗ .Soit x ∈ R∗ .
• Si x < 0 :On a, pour tout n ∈ N∗ , Gn(x) = 0. D’où :

lim
n→+∞Gn(x) = 0

• Si x > 0 :
lim

n→+∞ −nx22 ̸= −∞ si x = 0...D’où cette disjonction de cas.
✘ Attention !On a, pour tout n ∈ N∗ , Gn(x) = 1− e− nx22 .Or x > 0, donc x2 > 0 et ainsi : lim

n→+∞−nx22 = −∞.Par composition, on obtient : lim
n→+∞ 1− e− nx22 = 1

Autrement dit : lim
n→+∞Gn(x) = 1

On a donc établi :
∀x ∈ R∗, lim

n→+∞Gn(x) = G(x)
où G : x 7−→

{ 0 si x < 01 si x ⩾ 0 .
G désigne la fonction de réparti-tion de la loi limite, elle doit doncêtre :
• définie sur R,
• continue à droite en tout réel !Il est donc nécessaire de définir
G(0) ; et il est nécessaire que
G(0) = 1 pour assurer la conti-nuité par la droite en 0 de G ...

✘ Attention !

Conclusion : la suite (Yn)n∈N∗ converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi certaineégale à 0.
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Rappel sur la convergence en loi

On rappelle la définition de convergence en loi :Soient X une variable aléatoire sur (Ω, A,P) et (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires sur (Ω, A,P). Onnote FX la fonction de répartition de X et, pour tout n ∈ N∗ , on note FXn la fonction de répartition de Xn .On dit que la suite (Xn)n∈N∗ converge en loi vers X lorsque, pour tout x où FX est continue, on a :lim
n→+∞FXn (x) = FX (x)

C’est cette définition qui rend les choses parfois un peu pénibles...
• Si l’on connaît la loi limite, alors la disjonction de cas se fait en fonction de la continuité de la fonctionde répartition associée.
• En revanche, lorsque l’on ne connaît pas cette loi limite, c’est un peu plus compliqué, puisqu’il fautanticiper la disjonction de cas. Et, dans ce cas, il faut définir de façon complète la fonction de répartitionde la loi limite, même si la disjonction de cas exclut quelques cas, comme c’est le cas ici.

4.c. Montrer que pour tout ε > 0, on a : lim
n→+∞P

([|Yn| > ε]) = 0
Soit ε > 0. On a, pour tout n ∈ N suffisamment proche de +∞ : On peut également utiliser l’in-égalité de Markov pour démontrerle résultat demandé. Mais leprogramme officiel stipule quel’inégalité de Markov n’est pasexigible. Faisons donc sans !

Petite remarque

P
([|Yn| > ε]) = 1−P([|Yn| ⩽ ε])

ε > 0= 1−P([−ε < Yn < ε])
Yn est à densité (car Gn est continue sur R et C 1 sur R sauf éventuellement en 0)= 1− (Gn(ε)−Gn(−ε)) question 4.a, sachant que ε > 0 et −ε < 0= e− nε22

Or ε > 0, donc lim
n→+∞−nε22 = −∞. Par composition, on obtient :

lim
n→+∞ e− nε22 = 0

Autrement dit : lim
n→+∞P

([|Yn| > ε]) = 0
Conclusion : pour tout ε > 0, on a lim

n→+∞P
([|Yn| > ε]) = 0. La suite (Yn)n∈N∗ converge en

probabilités (vocabulaire HP enappli) vers une variable aléatoiresuivant la loi certaine égale à 0.
☞ Pour info...

5. On considère une suite (Xn)n∈N∗ de variables aléatoires mutuellement indépendantes, et suivant toutes la mêmeloi que X . Pour tout entier naturel n non nul, on pose Mn = min(X1, ..., Xn).
5.a. Exprimer, pour tout réel x , P([Mn > x ]) à l’aide de la fonction FX , puis en déduire que Mn suit la même loique la variable aléatoire Yn présentée à la question 4.

• Soit x ∈ R. On a :
P
([Mn > x ]) = P([min(X1, ..., Xn) > x ])

= P( n⋂
i=1[Xi > x ]) indépendance mutuelle de X1, ..., Xn

= n∏
i=1 P

([Xi > x ])
X1, ..., Xn ont toutes la même loi que X

= n∏
i=1
(1− FX (x))

= (1− FX (x))n

• Soit x ∈ R. On a :
On continue de travailler sansdisjonction de cas, et il suffirasimplement de remplacer toutel’expression de FX (x) en fonctiondes cas. C’est moins lourd, et celase prête très bien pour les calculs.

♥ Astuce du chef ! ♥
P
([Mn ⩽ x ]) = 1−P([Mn > x ]) point précédent= (1− FX (x))n question 2=

 1− (1− (1− e− x22 ))n si x ⩾ 01− (1− 0) si x < 0
= { 1− e− nx22 si x ⩾ 00 si x < 0= Gn(x)Puisque la fonction de répartition caractérise la loi, on en déduit que Mn et Yn suivent la même loi.

Conclusion : Mn et Yn suivent la même loi.
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5.b. Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie une simulation de Mn à l’appel de simulM(n).
1 de f simulM ( n ) :
2 X=np . a r r ay ( [ . . . . . . f o r k i n range ( n ) ] )
3 M = . . . . . .
4 r e t u r n M
1 de f simulM ( n ) :
2 X=np . a r r ay ( [ s imulX ( ) f o r k i n range ( n ) ] )
3 M=min ( X )
4 r e t u r n M

Là encore, on déplore le choixde la lettre X pour désigner untableau de n réalisations de X ...Et on peut se demander pourquoil’énoncé proposer de convertirune liste en tableau numpy : riende mieux pour embrouiller lescandidats.On aurait d’ailleurs pu demanderaux candidats d’écrire un pro-gramme en entier et non d’encompléter un.

Petite remarque
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Exercice 3 Très bon exercice, pas si simple,mêlant intégrales et équationsdifférentielles.
♥ L'avis du chef ! ♥

On se propose de déterminer s’il existe des fonctions f continues sur R et vérifiant l’égalité :
∀x ∈ R, f (x) = 1 + ∫ x

0 tf (x − t)dt (1)
1. Montrer que l’égalité (1) est équivalente à l’égalité :

∀x ∈ R, f (x) = 1 + ∫ x

0 (x − u)f (u)du (2)
Soit f une fonction continue sur R.
• Soit x ∈ R. Effectuons le changement de variable u = x − t dans l’intégrale ∫ x

0 tf (x − t)dt :∣∣∣∣ u = x − t
t = x − u ; ∣∣∣∣ du = −dt

dt = −du ; t = 0 x
u = x 0

Ce changement de variable est bien licite, puisque la fonction u 7−→ x − u est C 1 sur [0; x ].
On pourrait se contenter de direque le changement de variable estlicite car affine.

Petite remarque

Si on pose u = g(t), g doit êtrebijective et c’est la fonction g−1qui doit être C 1 ...Pour ne pas se tromper, on devraittoujours poser t = ... même sic’est parfois moins naturel !

⋆Subtil...⋆On a ainsi :∫ x

0 tf (x − t)dt = ∫ 0
x

(x − u)f (u)(−du)
= ∫ x

0 (x − u)f (u)du

• On a donc établi :
∀x ∈ R,

∫ x

0 tf (x − t)dt = ∫ x

0 (x − u)f (u)du

Ainsi : (
∀x ∈ R, f (x) = 1 + ∫ x

0 tf (x − t)dt
)
⇐⇒

(
∀x ∈ R, f (x) = 1 + ∫ x

0 (x − u)f (u)du
)

Conclusion : (1) ⇐⇒ (2).
2. On suppose dans cette question qu’une fonction f , continue sur R, est solution de ce problème.

2.a. Justifier que f est de classe C 1 sur R et que l’on a :
∀x ∈ R, f ′(x) = ∫ x

0 f (u)du

D’après la question précédente, on a ainsi, pour tout x ∈ R :
On ne peut pas procéder directe-ment comme on le fait habituelle-ment pour des fonctions définiespar une intégrale puisque la va-riable x se situe également dansl’intégrande... on commence doncpar découper !

✘ Attention !
f (x) = 1 + ∫ x

0 (x − u)f (u)du linéarité de l’intégrale= 1 + x
∫ x

0 f (u)du −
∫ x

0 uf (u)du

Ensuite :
• la fonction f est continue sur R, donc d’après le théorème fondamental de l’analyse, la fonction x 7−→∫ x

0 f (u)du est C 1 sur R, de dérivée égale à f ;
• la fonction id × f est continue sur R, donc d’après le théorème fondamental de l’analyse, la fonction

x 7−→
∫ x

0 uf (u)du est C 1 sur R, de dérivée égale à id × f .
La fonction f est donc C 1 sur R, comme produit et somme de telles fonctions, et pour tout x ∈ R :

f ′(x) = ∫ x

0 f (u)du + xf (x)− xf (x)
= ∫ x

0 f (u)du

Conclusion : f est de classe C 1 sur R et pour tout x ∈ R, f ′(x) = ∫ x

0 f (u)du.
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2.b. En déduire que f est de classe C 2 sur R et que l’on a :
∀x ∈ R, f ′′(x) = f (x)

D’après la question précédente :
∀x ∈ R, f ′(x) = ∫ x

0 f (u)du

Or f est continue sur R, donc d’après le théorème fondamental de l’analyse, la fonction x 7−→
∫ x

0 f (u)duest C 1 sur R, de dérivée égale à f .Par conséquent : f ′ est C 1 sur R, autrement dit f est C 2 sur R, et pour tout x ∈ R :
f ′′(x) = f (x)

Conclusion : f est C 2 sur R, et pour tout x ∈ R, f ′′(x) = f (x).
Puisque f ′′ = f et que f est C 2 ,on en déduit que f ′′ est C 2 , donc
f est C 4 ... En réitérant, on obtientque f est C 6 , C 8 .... donc f est enfait C∞ .

Et ça continue...

2.c. Trouver toutes les solutions de l’équation différentielle obtenue ci-dessus.L’équation f ′′ − f = 0 est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 à coefficients constants, homogène,d’équation caractéristique r2 − r = 0 dont les solutions sont 1 et −1.Il existe donc des réels a et b, que nous considérons ensuite, tels que :
∀x ∈ R, f (x) = ae−x + bex

Conclusion : l’ensemble des solutions de f ′′ = f est {x 7−→ ae−x + bex , (a, b) ∈ R2}. C’est une question d’applicationdirecte du cours : il faut la traiter,et la traiter correctement !
Petite remarque

2.d. Déterminer f (0) et f ′(0) puis montrer que le problème posé au début de cet exercice a au plus une solutionqui est la fonction f définie par :
∀x ∈ R, f (x) = ex + e−x2

• En évaluant la relation (1) avec x = 0, on obtient :
f (0) = 1

• En évaluant la relation obtenue en question 2.a avec x = 0, on obtient :
f ′(0) = 0

Par conséquent, si f est solution de (1), on a, d’après les questions précédentes :
∃(a, b) ∈ R2/ ∀x ∈ R, f (x) = ae−x + bex ; f (0) = 1 ; f ′(0) = 0

On obtient ainsi les conditions suivantes sur a et b :{
a + b = 1
−a + b = 0

Par conséquent :
a = b = 12Et donc :

∀x ∈ R, f (x) = ex + e−x2
Conclusion : si f est solution de (1), alors : ∀x ∈ R, f (x) = e−x + ex2 .
Le problème initial a donc au plus une solution, la fonction x 7−→ e−x + ex2 .

3. Vérifier qu’effectivement la fonction trouvée à la question 2.d est la seule solution du problème posé en débutd’exercice.On sait que la fonction x 7−→ e−x + ex2 est la seule solution possible du problème initial. Pour montrer que c’estla seule solution, il suffit donc de vérifier qu’elle est bien solution du problème initial.
L’énoncé a détaillé un raison-nement par analyse-synthèse.L’analyse fait l’objet de toute laquestion 2 et la synthèse est àfaire dans cette question pourconclure.

☞ Pour info...

Soit x ∈ R. On a :
1 + ∫ x

0 (x − u) e−u + eu2 du = 1 + 12
∫ x

0 (x − u)(e−u + eu)du intégration par parties, licite car les fonctions en jeu sont
C 1 sur le segment [0; x ] (ou [x ; 0])= 1 + 12

([(x − u)(− e−u + eu)]x0 − ∫ x

0 −
(
− e−u + eu)du

)
= 1 + 12

(0 + ∫ x

0
(
− e−u + eu)du

)
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= 1 + 12[e−u + eu]x0
= 1 + 12 (e−x + ex − 2)
= e−x + ex2

La fonction x 7−→ e−x + ex2 vérifie ainsi la relation (2), et d’après la question 1, vérifie donc la relation (1).
Conclusion : la fonction x 7−→ e−x + ex2 est la seule solution du problème initial.

4. On se propose de déterminer maintenant s’il existe des fonctions f continues sur R et vérifiant l’égalité :
∀x ∈ R, f (x) = ∫ x

0 tf (x − t)dt

Sans refaire les calculs faits précédemment, mais en précisant les résultats qui restent valables, montrer que cenouveau problème possède une seule solution que l’on déterminera.
• En procédant comme en question 1, cette nouvelle équation est équivalente à :

∀x ∈ R, f (x) = ∫ x

0 (x − u)f (u)du

• Analyse :
⋆ Les questions 2.a, 2.b et donc 2.c sont encore valables (les équations ne diffèrent entre elles que parune constante...).
⋆ On a maintenant f (0) = 0 et f ′(0) = 0.
⋆ Et on trouve ainsi, avec les notations précédemment utilisées : a = b = 0.Par conséquent, la seule fonction possible est la fonction constante nulle.

• Synthèse : la fonction constante nulle convient...
Conclusion : ce nouveau problème possède une unique solution : la fonction constante nulle.
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Exercice 4 Très classique, plutôt bien pours’entraîner sur les chaînes deMarkov, même s’il est parfois tropdétaillé et/ou un peu lourd...
♥ L'avis du chef ! ♥

Dans ce problème on identifie une matrice de M1(R) à un réel.On considère deux urnes A et B contenant initialement une boule blanche et une boule noire chacune. On procède àune suite d’épreuves, chaque épreuve consistant à tirer au hasard une boule dans chaque urne, la boule tirée de A étantremise dans B et la boule tirée de B étant remise dans A.Pour tout entier naturel n, on note Xn la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans A avantla (n + 1)-ième épreuve.On pose : an = P([Xn = 0]), bn = P([Xn = 1]), cn = P([Xn = 2]) et Un = (an bn cn
).

1. 1.a. Donner les valeurs de a0 , b0 et c0 .
Conclusion : a0 = 0, b0 = 1 et c0 = 0.

Aucune justification n’est attenduelorsque l’énoncé mentionner "don-ner".
Petite remarque

1.b. Déterminer la loi de X1 et en déduire les valeurs de a1 , b1 et c1 .
• Puisqu’il y a, au total, 2 boules blanches, on a : X1(Ω) ⊂ J0; 2K.
• Ensuite :

⋆ On a :[X1 = 0] est réalisé si, et seulement si, l’urne A ne contient aucune boule blanche àl’issue de la première épreuvesi, et seulement si, on a tiré la boule blanche dans l’urne A et laboule noire dans l’urne BPar indépendance des tirages dans les deux urnes et équiprobabilité du choix de la boule danschaque urne, on obtient :
P
([X1 = 0]) = 12 ×

12= 14 Je fais le choix de ne pas intro-duire d’évènements pour décrirel’évènement [X1 = 0]. Si on sou-haite le faire, on peut par exemplenoter NA,k l’évènement "tirer laboule noire dans l’urne A lors dela k-ième épreuve" et de même
NB,k .Dès lors : [X1 = 0] = NA,1 ∩NB,1 ...

✍ Rédaction

⋆ On a :[X1 = 1] est réalisé si, et seulement si, l’urne A contient une seule boule blanche àl’issue de la première épreuvesi, et seulement si, on a tiré la boule blanche dans l’urne A etla boule blanche dans l’urne B ou on a tiréla boule noire dans l’urne A et la boule noiredans l’urne BPar incompatibilité de ces deux évènements, puis indépendance des tirages dans les deux urneset équiprobabilité du choix de la boule dans chaque urne, on obtient :
P
([X1 = 1]) = 12 ×

12 + 12 ×
12= 12

⋆ De la même façon, on trouve :
P
([X1 = 2]) = 14

Conclusion : finalement X1(Ω) = J0; 2K et la loi de X1 est donnée par :valeurs prises par X1 0 1 2probabilités 14 12 14
1.c. Justifier rapidement que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, ([Xn = 0], [Xn = 1], [Xn = 2]) estun système complet d’évènements.Soit n ∈ N∗ . Puisqu’il n’y a que deux boules blanches dans l’ensemble des deux urnes, on a :

Xn(Ω) ⊂ J0; 2K Il n’est même pas nécessaired’avoir l’égalité pour conclure :au pire, certains évènements sontvides, ce qui n’est pas exclu pourun SCE.

Petite remarque

Conclusion : pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, ([Xn = 0], [Xn = 1], [Xn = 2]) est unsystème complet d’évènements.
1.d. En déduire, pour tout entier naturel n, la valeur de la somme an + bn + cn .Soit n ∈ N.

• Si n = 0 :On sait déjà que a0 + b0 + c0 = 1...
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• Si n ⩾ 1 :D’après la question précédente, ([Xn = 0], [Xn = 1], [Xn = 2]) est un système complet d’évènements.Ainsi :
P
([Xn = 0]) +P([Xn = 1]) +P([Xn = 2]) = 1Autrement dit :

an + bn + cn = 1
Conclusion : pour tout entier naturel n, an + bn + cn = 1.

Les questions 1.c et 1.d ont bienpeu d’intérêt ; et c’est toujours unpeu déroutant lorsque l’énoncédemande d’établir des résultatsqui sont relativement immédiats...

♥ L'avis du chef ! ♥

On admet dans la suite que, pour tout n de N∗ , les probabilités an , bn et cn sont non nulles. On apprécie cette remarque del’énoncé, afin de justifier l’exis-tence des probabilités condition-nelles demandées en questionsuivante, ce qui évite au candidatde devoir le faire.

Important !

2. Soit n un entier naturel non nul.
2.a. Déterminer, en les justifiant, les probabilités conditionnelles P[Xn=i]([Xn+1 = j ]), pour tout (i, j) ∈ J0; 2K2 ,puis en déduire que le graphe suivant représente la chaîne de Markov décrite ci-dessus.

0 1 21
14

12 14
1

• Supposons l’évènement [Xn = 0] réalisé. Autrement dit, l’urne A contient 2 boules noires avant la(n + 1)-ième épreuve, et l’urne B deux boules blanches.Dans ce cas : lors du (n+1)-ième tirage, la seule possibilité est de tirer une boule noire dans l’urne Aet une boule blanche dans l’urne B. Et donc, avant le (n +2)-ième tirage, l’urne A sera nécessairementcomposée d’une boule noire et une boule blanche, tout comme l’urne B. D’où :
P[Xn=0]([Xn+1 = 0]) = 0 ; P[Xn=0]([Xn+1 = 1]) = 1 ; P[Xn=0]([Xn+1 = 2]) = 0

• Supposons l’évènement [Xn = 1] réalisé. Autrement dit, l’urne A contient une boule blanche et uneboule noire avant la (n + 1)-ième épreuve, tout comme l’urne B.Dans ce cas, en raisonnant comme en question 1.b, on trouve : Tout l’intérêt d’avoir suffisammentdétaillé le raisonnement en ques-tion 1.b...
Petite remarque

P[Xn=1]([Xn+1 = 0]) = 14 ; P[Xn=1]([Xn+1 = 1]) = 12 ; P[Xn=1]([Xn+1 = 2]) = 14
• Supposons l’évènement [Xn = 2] réalisé. Autrement dit, l’urne A contient 2 boules blanches avant la(n + 1)-ième épreuve, et l’urne B deux boules noires.Dans ce cas : lors du (n+1)-ième tirage, la seule possibilité est de tirer une boule blanche dans l’urne

A et une boule noire dans l’urne B. Et donc, avant le (n + 2)-ième tirage, l’urne A sera nécessairementcomposée d’une boule noire et une boule blanche, tout comme l’urne B. D’où :
P[Xn=2]([Xn+1 = 0]) = 0 ; P[Xn=2]([Xn+1 = 1]) = 1 ; P[Xn=2]([Xn+1 = 2]) = 0

De façon générale, pour une chaîne de Markov homogène à 3 états, on a :
0

1

2

P[Xn=0]([Xn+1 = 1])
P[Xn=1]([Xn+1 = 0])

P[Xn=0]([Xn+1 = 2])
P[Xn=2]([Xn+1 = 0])

P[Xn=1]([Xn+1 = 1])

P[Xn=0]([Xn+1 = 0]) P[Xn=2]([Xn+1 = 2])

P[Xn=1]([Xn+1 = 2])
P[Xn=2]([Xn+1 = 1])

D’où le graphe donné avec les probabilités trouvées...
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2.b. Écrire la matrice de transition M = (mi,j )(i,j)∈J0;2K2 , où mi,j = P[Xn=i]([Xn+1 = j ]), associée à cette chaîne deMarkov. On remarquera que la première ligne et la première colonne de cette matrice sont numérotées 0, ladeuxième ligne et la deuxième colonne sont numérotées 1 et la troisième ligne et la troisième colonne sontnumérotées 2. On vérifier avant de poursuivre que la somme des éléments de chaque ligne de M est égaleà 1.
Conclusion : M =

0 1 014 12 140 1 0
.

2.c. Utiliser la formule des probabilités totales pour exprimer an+1 , bn+1 et cn+1 en fonction de an , bn et cn .
• D’après la formule des probabilités totales avec ([Xn = 0], [Xn = 1], [Xn = 2]) comme système completd’évènements, on a :
P
([Xn+1 = 0]) = 2∑

i=0 P
([Xn = i] ∩ [Xn+1 = 0])

P
([Xn = 0]), P([Xn = 1]) et P([Xn = 2]) sont non nulles d’après l’énoncé

= 2∑
i=0 P

([Xn = i])P[Xn=i]([Xn+1 = 0]) question précédente
= 14bn

• On procède de la même façon pour bn+1 et cn+1 ...
Conclusion : an+1 = 14bn , bn+1 = an + 12bn + cn et cn+1 = 14bn .

3. Vérifier que les relations trouvées à la question 2.c restent valables pour n = 0.
• On sait que a0 = 0, n0 = 1 et c0 = 0.
• On sait également que a1 = 14 , b1 = 12 et c1 = 14 .Ainsi, on a :

a1 = 14b0 ; b1 = a0 + 12b0 + c0 ; c1 = 14b0
Conclusion : les relations trouvées à la question 2.c restent valables pour n = 0.

4. 4.a. Pour tout n de N, exprimer E(Xn+1) en fonction de bn+1 et cn+1 .Soit n ∈ N. Puisque Xn+1(Ω) est fini, Xn+1 possède une espérance et :
E(Xn+1) = ∑

k∈Xn+1(Ω) kP
([Xn+1 = k ])

= 2∑
k=0 kP

([Xn+1 = k ])
= P([Xn+1 = 1]) + 2P([Xn+1 = 2])= bn+1 + 2cn+1

Conclusion : ∀n ∈ N, E(Xn+1) = bn+1 + 2cn+1 .
4.b. En déduire que, pour tout n de N, on a E(Xn+1) = 1.Soit n ∈ N. En débutant par la question précédente :

E(Xn+1) = bn+1 + 2cn+1 question 2.c, valable quand n = 0 d’après la question 3= an + 12bn + cn + 2 × 14bn= an + bn + cn question 1.d= 1
Conclusion : pour tout n de N, E(Xn+1) = 1.

4.c. Établir finalement la relation :
∀n ∈ N, bn + 2cn = 1

D’après les deux questions précédentes :
∀n ∈ N, bn+1 + 2cn+1 = 1
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Autrement dit :
∀k ∈ N∗, bk + 2ck = 1Et on a aussi b0 + 2c0 = 1 + 2 × 0 = 1...

Conclusion : ∀n ∈ N, bn + 2cn = 1.
5. On pose V =  2

−12
.

5.a. Montrer que la suite (UnV )n∈N est une suite géométrique et donner sa raison.Soit n ∈ N. On a : Il ne faut pas avoir peur des for-mulations un peu inhabituelles.En calculant UnV , on remarquequ’il suffit de montrer que la suite(2an − bn + 2cn)n∈N est géomé-trique...

Petite remarque

Un+1V = (an+1 bn+1 cn+1)
 2
−12
 en identifiant réel et matrice de M1(R)= 2an+1 − bn+1 + 2cn+1 question 2.c, valable quand n = 0 d’après la question 3= 12bn − an −

12bn − cn + 12bn

= −an + 12bn − cn

= −12 (2an − bn + 2cn)
= −12 UnV

Conclusion : la suite (UnV )n∈N est géométrique de raison −12 et de premier terme U0V = −1.
On précise le premier terme,comme ça, c’est fait !

➠Ré�exe !

Autre méthode, moins dans l’esprit de l’exercice...

Même si la méthode qui suit n’est pas dans l’esprit de l’exercice, rien ne nous empêche de l’utiliser...Soit n ∈ N. on sait que :
Un+1 = UnM

Il s’agit d’une propriété du courssur les chaînes de Markov (quel’on demande de redémontrer enquestion 8.e...).
Pourquoi ?

Ainsi :
Un+1V = UnMV après calcul, on trouve MV = −12 V= −12 UnV

Conclusion : la suite (UnV )n∈N est géométrique de raison −12 et de premier terme U0V = −1.
5.b. Pour tout entier naturel n, en déduire explicitement 2an − bn + 2cn en fonction de n.

Conclusion : d’après la question précédente, on a : ∀n ∈ N, 2an − bn + 2cn = −(−12
)n . On vérifie le résultat pour n = 0et n = 1...

Véri�cation

6. Déterminer, pour tout entier naturel n, an , bn et cn puis donner la loi de Xn .Soit n ∈ N. D’après les questions 1.d, 4.c et 5.b, on a : 3 inconnues... il nous faut 3 équa-tions linéaires !
➠Ré�exe !


an + bn + cn = 1

bn + 2cn = 12an − bn + 2cn = −
(
−12
)n

− 2
Or :

an + bn + cn = 1
bn + 2cn = 12an − bn + 2cn = −

(
−12
)n

− 2 ⇐⇒
L3 ← L3 − 2L1


an + bn + cn = 1

bn + 2cn = 1
− 3bn = −

(
−12
)n

− 2

⇐⇒
L1 ← 3L1 + L3
L2 ← 3L2 + L3


3an + 3cn = 1− (−12

)n

6cn = 1− (−12
)n

− 3bn = −
(
−12
)n

− 2
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⇐⇒
L1 ← 2L1 − L2


6an = 1− (−12

)n

6cn = 1− (−12
)n

3bn = −
(
−12
)n

− 2

⇐⇒


an = 16

(1− (−12
)n)

bn = 13
(2− (−12

)n)
cn = 16

(1− (−12
)n)

Conclusion : ∀n ∈ N,


an = 16

(1− (−12
)n)

bn = 13
(2− (−12

)n)
cn = 16

(1− (−12
)n) .

7. Montrer que la suite de variables aléatoires (Xn)n∈N converge en loi vers une variable aléatoire X dont ondéterminera la loi.Puisque −12 ∈]− 1; 1[, on a : lim
n→+∞

(
−12
)n = 0.D’où : lim

n→+∞an = 16 ; lim
n→+∞bn = 12 ; lim

n→+∞ cn = 16
Conclusion : la suite (Xn)n∈N converge en loi vers une variable aléatoire X dont la loi est donnée par letableau suivant : valeurs prises par X 0 1 2probabilités 16 23 16

On peut déterminer les étatsstables de la chaîne de Mar-kov ; on en trouve un seul :( 16 23 16
).

✔ Pour s'entraîner...

8. On se propose de retrouver la loi de Xn par une autre méthode.
8.a. Calculer M2 et M3 , puis vérifier que 2M3 = M2 + M .On trouve :

M2 =


14 12 1418 34 1814 12 14

 ; M3 =
 18 34 18316 58 316 18 34 18



Conclusion : 2M3 = M2 + M .
8.b. En déduire les valeurs propres de M et donner une base de chacun de ses sous-espaces propres.

• De la question précédente, on déduit que le polynôme 2X 3 − X 2 − X est annulateur de M .Or 2X 3 − X 2 − X = X (2X 2 − X − 1) et on trouve ainsi que les racines de 2X 3 − X 2 − X sont 0, 1 et
−12 . Par conséquent :

Sp(M) ⊂ {−12 ; 0; 1}
Dans la suite, pour tout λ ∈ Sp(M), on notera Eλ(M) l’espace propre de M associé à la valeur propre
λ.

• Pour 0 : On peut également, pour tout λ ∈{
−12 ; 0; 1}, résoudre MX = λXpour montrer que λ est valeurpropre de M et déterminer unefamille génératrice de Eλ(M)...

♣ Méthode !

⋆ On a :
rg(M) = rg


0 1 014 12 140 1 0




C1 = C3

= rg

0140

 ,

1121



la famille

0140

 ,

1121

 est libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires= 2On en déduit que 0 est valeur propre de M et par théorème du rang :dim (M3,1(R)) = dim ( ker(M)) + rg(M)
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Ainsi : dim ( ker(M)) = 1
⋆ Ensuite, on remarque que −101

 ∈ ker(M).
On avait remarqué que C1 = C3dans la recherche du rang de
M . Autrement dit : −1 × C1 +0 × 1 × C2 = 0. Cette relationsur les colonnes de M nous four-nit une vecteur dans ker(M) : pourcela, il suffit de remarquer que
−C1 + C3 = M

−101
...

À retenir...

La famille −101
 est donc une famille de E0(M)

qui est :
✓ libre car constituée d’une unique vecteur non nul,
✓ de cardinal 1, égal à dim (E0(M)).

Conclusion : 0 est valeur propre de M et la famille −101
 est une base de E0(M).

• Pour −12 :On procède de la même façon...
Conclusion : −12 est valeur propre de M et la famille  2

−12
 est une base de E−1/2(M).

• Pour 1 :On procède de la même façon...
Conclusion : 1 est valeur propre de M et la famille 111

 est une base de E1(M).
On peut aller plus vite pour lesdeux autres valeurs propres, aprèsavoir parfaitement détaillé la pre-mière. On remercie au passagel’énoncé de nous fournir les résul-tats en donnant la matrice P à laquestion suivante...

♥ Astuce du chef ! ♥

8.c. On pose P =  2 −1 1
−1 0 12 1 1

. Justifier sans calcul que P est inversible.
On sait qu’une concaténation de familles libres de vecteurs propres de M associées à des valeurs propresdifférentes est encore une famille libre de M3,1(R).
Par conséquent, d’après la question précédente, la famille  2

−12
 ,

−101
 ,

111
 est libre (car conca-

ténation de bases de vecteurs propres associées à des valeurs propres différentes), donc de rang 3.
Conclusion : rg(P) = 3, donc P est inversible.

8.d. On pose D =
−12 0 00 0 00 0 1

. Calculer MP et PD, puis conclure que M est diagonalisable.
S’il faut calculer MP et PD pourjustifier que M est diagonalisable,à quoi bon avoir un cours sur laréduction de matrices ?!

Petite remarqueOn trouve :
MP = PDD’où, puisque P est inversible :

M = PDP−1
Conclusion : M est donc semblable à D, qui est diagonale, donc M est diagonalisable.

8.e. Établir la relation suivante :
∀n ∈ N, Un+1 = UnM

Soit n ∈ N. D’après la question 2.c :(
an+1 bn+1 cn+1) = (14bn an + 12bn + cn

14bn

)

= (an bn cn
)0 1 014 12 140 1 0


Conclusion : Un+1 = UnM .
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8.f. En déduire la relation, valable pour tout entier naturel n :
Un = U0Mn

Procédons par récurrence...
• Initialisation. Pour n = 0 :

M0 = I3 , d’où le résultat. L’initialisation est vérifiée.
• Hérédité. Soit n ∈ N. Supposons que Un = U0Mn et montrons que Un+1 = U0Mn+1 .On a, en débutant avec la question précédente :

Un+1 = UnM hypothèse de récurrence= U0Mn × M= U0Mn+1
L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : ∀n ∈ N, Un = U0Mn .
On pourrait s’attendre, à ce ni-veau de l’exercice, à ce que cerésultat ne soit pas donné et quel’énoncé demande directement laquestion suivante afin de mieuxdiscriminer les candidats...

♥ L'avis du chef ! ♥

8.g. Donner, sans faire les calculs, une stratégie pour obtenir la loi de Xn à partir de cette dernière relation (onprécisera les différentes étapes permettant de conclure).
• Par récurrence immédiate, on a :

∀n ∈ N, Mn = PDnP−1
• Puisque D est diagonale, on a :

∀n ∈ N, Dn =

(
−12
)n 0 00 0 00 0 1


• On obtient alors, en utilisant la question précédente l’expression de Un en fonction de n en effectuantle calcul explicite de PDnP−1 (après avoir calculé P−1).
• On obtient ainsi la loi de Xn ...

⋆⋆⋆⋆⋆⋆⋆ Fin ⋆⋆⋆⋆⋆⋆⋆
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