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Exercice 1 Un très bon exercice, très clas-sique, sur les suites implicites.Parfait pour s’entraîner, dès la 1A,même s’il est parfois un peu tropguidé...

♥ L'avis du chef ! ♥

Dans tout l’exercice, la lettre n désigne un entier naturel non nul.On considère la fonction fn définie par :
∀x ∈ [0, 1], fn(x) = n∑

k=1 kxk = x + 2x2 + 3x3 + ... + nxn

1. 1.a. Montrer que fn est strictement croissante sur [0, 1].Soit n ∈ N⋆ . La fonction fn est polynomiale, elle est donc dérivable sur [0; 1] et, pour tout x ∈ [0; 1] :
f ′
n(x) = n∑

k=1 k2xk−1

= 1 + n∑
k=2 k2xk−1

x ⩾ 0
⩾ 1

Par conséquent :
∀x ∈ [0; 1], f ′

n(x) > 0
Conclusion : pour tout n ∈ N⋆ , la fonction fn est strictement croissante sur [0; 1].

1.b. En déduire que l’équation fn(x) = 1, d’inconnue x , possède une seule solution, notée un , élément de [0, 1].Soit n ∈ N⋆ . On rédige en deux temps :
• le théorème de bijection appli-qué à fn
• l’existence d’un unique antécé-dent de 1 par fn .

✍ Rédaction

• On sait que la fonction fn est :
✓ continue sur [0; 1] (car polynomiale),
✓ strictement croissante sur [0; 1] (question précédente).Ainsi, par théorème de bijection, la fonction fn est bijective de [0; 1] dans f

([0; 1]).Or f est croissante sur [0; 1], donc
f
([0; 1]) = [f (0); f (1)]Mais :

f (0) = 0et On veut une expression claire del’intervalle image pour justifierque 1 ∈ f
([0; 1]). C’est indispen-sable pour conclure !

Important !

f (1) = n∑
k=1 k

= n(n + 1)2
Par conséquent, la fonction fn est bijective de [0; 1] dans [0; n(n + 1)2

].
• Enfin, n ⩾ 1, donc n(n + 1) ⩾ 2 et ainsi 1 ∈

[0; n(n + 1)2
].Par conséquent, 1 possède un et un seul antécédent dans [0; 1] par fn .

Conclusion : pour tout n ∈ N⋆ , l’équation fn(x) = 1 possède une unique solution sur [0; 1], notée un .
1.c. Donner la valeur de u1 .Par définition, u1 est l’unique solution sur [0; 1] de l’équation f1(x) = 1. Or, pour tout x ∈ [0; 1], f1(x) = x ...

Conclusion : u1 = 1.
2. 2.a. Pour tout réel x de [0, 1], exprimer fn+1(x) en fonction de fn(x).Soit n ∈ N⋆ . Soit x ∈ [0; 1]. On a :

fn+1(x) = n+1∑
k=1 kxk
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= n∑
k=1 kxk + (n + 1)xn+1

= fn(x) + (n + 1)xn+1

Conclusion : ∀n ∈ N⋆, ∀x ∈ [0; 1], fn+1(x) = fn(x) + (n + 1)xn+1 .
2.b. En déduire que fn+1(un) ⩾ 1.Soit n ∈ N⋆ . D’après la question précédente, licite car un ∈ [0; 1] :

fn+1(un) = fn(un) + (n + 1)un+1
n par définition de un , fn(un) = 1= 1 + (n + 1)un+1

n
un ⩾ 0 et n + 1 ⩾ 0, donc (n + 1)un+1

n ⩾ 0
⩾ 1

Conclusion : ∀n ∈ N⋆, fn(un) ⩾ 1.
2.c. Utiliser les variations de fn+1 pour conclure que la suite (un)n∈N⋆ est décroissante.Soit n ∈ N⋆ . D’après la question précédente :

fn+1(un) ⩾ 1
Mais, par définition, fn+1(un+1) = 1... D’où :

fn+1(un) ⩾ fn+1(un+1)Or fn+1 est strictement croissante sur [0; 1] (et un, un+1 ∈ [0; 1]) : La stricte monotonie est néces-saire pour "désappliquer" unefonction sur une inégalité, qu’ellesoit large ou stricte.
Important !

un ⩾ un+1
Conclusion : la suite (un)n∈N est décroissante. C’est un peu dommage quel’énoncé soit à ce point détaillé...

♥ L'avis du chef ! ♥

2.d. Montrer que la suite (un)n∈N⋆ est convergente. On note ℓ sa limite.On sait que la suite (un)n∈N est :
✓ décroissante (question précédente),
✓ minorée (par 0 par définition).

Conclusion : par théorème de convergence monotone, la suite (un)n∈N converge vers un réel ℓ .Et, comme pour tout n ∈ N, un ∈ [0; 1], on a ℓ ∈ [0; 1]. Quand on a une minoration/majo-ration sur une suite convergente,on en obtient également unesur sa limite : cela ne coûte pasgrand chose et peut ensuite servir.Autant le préciser...

➠Ré�exe !

Sur les suites implicites...
On peut résumer les suites implicites en deux cas :(1) les suites (un)n∈N solutions d’une équation f (x) = vn , où (vn)n∈N est une suite connue et f une fonction nedépendant pas de n.Dans ce cas, après avoir démontré le caractère bijectif de f (sur un bon intervalle, permettant de définir un), onpeut écrire :

∀n ∈ N, un = f−1(vn)Cette expression permet alors bien souvent d’obtenir variation et limite de la suite (un)n∈N .Dans les annales :
• Ecricome 2023 Appli - Exercice 2

• EDHEC 2021 E - Exercice 1

• EML 2020 E - Exercice 1 (on part d’une suite implicite définie comme dans second cas, mais on seramène ensuite à ce cas-ci)(2) les suites (un)n∈N solutions d’une équation fn(x) = a, où a est un réel ne dépendant pas de n et fn une fonctiondépendant de n.Dans ce cas, l’étude du sens de variations de (un)n∈N suit très souvent le schéma suivant :(a) comparer fn(x) et fn+1(x) dans le but de comparer fn(un) et fn+1(un) ;(b) puisque fn(un) = a = fn+1(un+1), on en déduit une comparaison de fn+1(un) et fn+1(un+1) ;(c) on en déduit une comparaison entre un et un+1 à l’aide des variations de fn+1 .Dans les annales :
• Ecricome 2019 E - Exercice 2

• Ecricome 2008 E - Exercice 2

• EDHEC 2000 E - Exercice 3Dans les deux cas, il faut se laisser guider par l’énoncé qui donne souvent des pistes, et revenir à l’égalité définissantla suite (un)n∈N en cas de difficulté/doute !
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3. 3.a. Pour tout réel x ̸= 1, rappeler la formule donnant n∑
k=0 xk en fonction de x et n.

Conclusion : ∀n ∈ N⋆, ∀x ̸= 1,
n∑

k=0 xk = 1 − xn+11 − x .
3.b. En déduire que, pour tout réel x différent de 1, on a l’égalité :

n∑
k=1 kxk−1 = nxn+1 − (n + 1)xn + 1(1 − x)2

Soit n ∈ N⋆ . Posons g : x 7−→
n∑

k=1 xk .
On peut également poser g :
x 7−→

n∑
k=0 xk , dont la dérivée

est encore la fonction x 7−→
n∑

k=1 kxk−1 ... Au choix !

Petite remarque

• La fonction g est polynomiale, donc dérivable sur R et, par linéarité de la dérivation :
∀x ∈ R, g′(x) = n∑

k=1 kxk−1

• On sait également que pour tout x ∈ R \ {1} :
Pour simplifier les calculs, onn’utilise volontairement pas l’autreformule de somme géométrique
donnant directement n∑

k=p
xk ... On

ne met pas non plus sur mêmedénominateur !

♥ Astuce du chef ! ♥

g(x) = n∑
k=0 xk − 1

= 1 − xn+11 − x − 1
En dérivant sous cette forme, on a, pour tout x ∈ R \ {1} :

g′(x) = −(n + 1)xn(1 − x) − (1 − xn+1)(−1)(1 − x)2
= −(n + 1)xn + (n + 1)xn+1 + 1 − xn+1(1 − x)2
= 1 − (n + 1)xn + nxn+1(1 − x)2

Conclusion : ∀n ∈ N⋆, ∀x ̸= 1,
n∑

k=1 kxk−1 = nxn+1 − (n + 1)xn + 1(1 − x)2 .
3.c. Donner alors une expression sans symbole ∑ de fn(x) pour x ∈ [0, 1[.

Conclusion : ∀n ∈ N⋆, ∀x ∈ [0; 1[, fn(x) = nxn+2 − (n + 1)xn+1 + x(1 − x)2 . On aime commencer en recon-naissant une des questions clas-siques !
Ca fait plaisir !

4. 4.a. Déterminer u2 puis en déduire que, si n est supérieur ou égal à 2 , on a : 0 ⩽ un ⩽
12 .

• Par définition, u2 est l’unique solution sur [0; 1] de l’équation f2(x) = 1. Or, pour tout x ∈ [0; 1] :
f2(x) = 1 ⇐⇒ 2x2 + x − 1 = 0

⇐⇒


x = −1ou
x = 12 x ∈ [0; 1]

⇐⇒ x = 12
Conclusion : u2 = 12 .

• Par définition, on a déjà pour tout n ∈ N, un ⩾ 0. Et d’après la question 2.c, la suite (un)n∈N estdécroissante. Ainsi :
∀n ∈ J2; +∞J, un ⩽ u2

Conclusion : ∀n ∈ J2; +∞J, 0 ⩽ un ⩽
12 .
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4.b. En déduire lim
n→+∞

un
n et lim

n→+∞
nun

n .
• D’après la question précédente et par croissance, pour tout n ∈ N, de la fonction .n sur R+ :

∀n ∈ J2; +∞J, 0 ⩽ un
n ⩽

(12
)n

Or 12 ∈] − 1; 1[, donc lim
n→+∞

(12
)n = 0.

Conclusion : par théorème d’encadrement, on a lim
n→+∞

un
n = 0.

• En reprenant l’encadrement précédent, on obtient :
∀n ∈ J2; +∞J, 0 ⩽ nun

n ⩽ n
(12
)n

Or 12 ∈] − 1; 1[, donc par croissances comparées, on a lim
n→+∞

n
(12
)n = 0.

Conclusion : par théorème d’encadrement, on a lim
n→+∞

nun
n = 0.

4.c. En revenant à la définition de un , montrer, pour n ⩾ 2, l’égalité :
u2

n − 3un + 1 = nun+2
n − (n + 1)un+1

n

Soit n ∈ J2; +∞J. Par définition de un , on a :
fn(un) = 1

Autrement dit, d’après la question 3.c, licite car n ⩾ 2, donc un ∈ [0; 1[ : Quand on utilise un théorème ouune propriété, on en rappelle leshypothèses pour vérifier que l’onpeut le faire. Quand on utiliseun résultat précédent, on fait demême !

✓ Rigueur !

nun+2
n − (n + 1)un+1

n + un(1 − un)2 = 1
D’où :

nun+2
n − (n + 1)un+1

n + un = (1 − un)2Et donc :
nun+2

n − (n + 1)un+1
n = 1 − 2un + u2

n − un

Conclusion : ∀n ∈ J2; +∞J, u2
n − 3un + 1 = nun+2

n − (n + 1)un+1
n .

4.d. Donner finalement la valeur de ℓ .D’après la question précédente, on a pour tout n ∈ J2; +∞J :
u2

n − 3un + 1 = nun+2
n − (n + 1)un+1

n= u2
n × nun

n − un × nun
n − un × un

nOr (un)n∈N converge, donc en utilisant la question 4.b on obtient, par opérations sur les limites :
lim

n→+∞
u2

n × nun
n = 0 ; lim

n→+∞
un × nun

n = 0 ; lim
n→+∞

un × un
n = 0

D’où, en passant à la limite quand n → +∞ dans l’égalité ci-dessus, on obtient :
ℓ2 − 3ℓ + 1 = 0

L’équation x2 − 3x + 1 = 0 possède deux solutions sur R :
3 + √52 et 3 −

√52
Or on sait que ℓ ∈ [0; 1] et 3 + √52 > 32 , donc 3 + √52 ̸∈ [0; 1].

Conclusion : ℓ = 3 −
√52 .
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Exercice 2 Exercice très classique d’algèbrelinéaire. A savoir traiter en en-tier... et même avec un peu moinsd’aide de la part de l’énoncé !
♥ L'avis du chef ! ♥

On note E l’ensemble des matrices de la forme M(a, b) = a b a
b 2a − b b
a b a

, où a et b sont des réels.
1. 1.a. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R).On a :

E = {M(a, b), (a, b) ∈ R2}
=
a

1 0 10 2 01 0 1
+ b

0 1 01 −1 10 1 0
 , (a, b) ∈ R2


= Vect1 0 10 2 01 0 1

 ,

0 1 01 −1 10 1 0


= Vect(M(1, 0), M(0, 1))
Et M(1, 0), M(0, 1) ∈ M3(R).

Conclusion : E est un sous-espace vectoriel de M3(R).
1.b. Donner une base de E et en déduire sa dimension.La famille (M(1, 0), M(0, 1)) est :

✓ génératrice de E d’après la question précédente,
✓ libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires.

Conclusion : la famille (
M(1, 0), M(0, 1)) est une base de E et donc dim(E ) =Card(M(1, 0), M(0, 1)) = 2.

2. Justifier sans calcul que les matrices de E sont diagonalisables mais pas inversibles.
• Remarquons que les matrices de E sont symétriques (à coefficients réels), donc sont diagonalisables.
• Remarquons également que les colonnes 1 et 3 des matrices M(a, b) sont identiques ; donc les matrices

M(a, b) ne sont pas inversibles.
Conclusion : les matrices de E sont diagonalisables mais pas inversibles.

Dans toute la suite, sauf la dernière question, on étudie un exemple.

On note I la matrice identité de M3(R) et on considère la matrice A = 1 3 13 −1 31 3 1
.

3. Vérifier que A appartient à E .On remarque que A = M(1, 3).
Conclusion : A ∈ E .

4. Écrire une fonction Python d’en-tête matA() retournant la matrice A.
1 impo r t numpy as np
2
3 de f matA ( ) :
4 r e t u r n np . a r r ay ( [ [ 1 , 3 , 1 ] , [ 3 , = 1 , 3 ] , [ 1 , 3 , 1 ] ] )

5. 5.a. Quelle valeur propre de A la question 2 permet-elle d’obtenir ?D’après la question 2, la matrice A n’est pas inversible.
Conclusion : 0 est valeur propre de A.

5.b. Montrer que les matrices A − 5I et A + 4I ne sont pas inversibles. En déduire deux autres valeurs propresde A.
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• On a : Il est également possible de dé-terminer ker(A − 5I), qui permet àla fois de répondre à cette ques-tion et d’anticiper la suivante.
♣ Méthode !

Remarquer l’égalité C1+C2+C3 =03,1 nous permet de mettre enévidence un vecteur du noyau dela matrice A−5I (utile en questionsuivante)...En effet, si C1, C2, C3 sont lescolonnes d’une matrice B, on a :
B

x
y
z

 = xC1 + yC2 + zC3 ,
donc : x

y
z

 ∈ ker(B) ⇐⇒

xC1 + yC2 + zC3 = 0...

♥ Astuce du chef ! ♥rg(A − 5I) = rg−4 3 13 −6 31 3 −4


C1 + C2 + C3 = 03,1 , donc C3 = −C1 − C2

= rg−431
 ,

 3
−63
 −431

 ,

 3
−63
 ne sont pas colinéaires= 2

< 3
Par conséquent, la matrice A − 5I n’est pas inversible.

• On a :
rg(A + 4I) = rg5 3 13 3 31 3 5


C1 − 2C2 + C3 = 03,1 , donc C3 = −C1 + 2C2

= rg931
 ,

333
 931

 ,

333
 ne sont pas colinéaires= 2

< 3
Par conséquent, la matrice A + 4I n’est pas inversible.

Conclusion : 5 et −4 sont également des valeurs propres de A.
5.c. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de A puis construire une base (U, V , W ) de M3,1(R)formée de vecteurs propres de A (on prendra pour chacun d’entre eux la première composante égale à 1).Pour tout λ ∈ Sp(A), on note Eλ(A) l’espace propre de A associé à la valeur propre λ. Eλ(A) = ker(A − λI).☞ Rappel...

• ⋆ Pour 5 :D’après la question précédente, rg(A − 5I) = 2. Or, par théorème du rang :
dim (M3,1(R)) = rg(A − 5I) + dim ( ker(A − 5I))

D’où, d’après la question précédente :
dim (E5(A)) = 1

Remarquons aussi que 111
 ∈ E5(A). Par conséquent, la famille 111

 est une famille de
E5(A) qui est :
✓ libre car constituée d’un unique vecteur non nulle,
✓ de cardinal 1, égal à dim (E5(A)).

Conclusion : la famille 111
 est une base de E5(A).

⋆ Pour −4 :On procède de la même façon...
Conclusion : la famille  1

−21
 est une base de E−4(A).

⋆ Pour 0 :On sait déjà que 0 est valeur propre, donc rg(A) ⩽ 2. Mais la matrice A contient deux colonnesnon colinéaires (les deux premières), donc rg(A) ⩾ 2.On en déduit : rg(A) = 2Puis on termine comme ci-dessus.
Conclusion : la famille  10

−1
 est une base de E0(A).
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• Notons ainsi U =  1
−21
, V =  10

−1
 et W = 111

. La famille (U, V , W ) est une famille de M3,1(R)
qui est :

✓ libre car constituée de vecteurs propres de A associés à des valeurs propres distinctes ;
✓ de cardinal 3, égal à dim (M3,1(R)).

Conclusion : la famille (U, V , W ) est une base de M3,1(R) formée de vecteurs propres de Aqui convient.

Si en question précédente onrésout les systèmes AX = 5Xet AX = −4X , on obtient desvecteurs générateurs des espacespropres E5(A) et E−4(A) respec-tivement. On mentionne ensuitele fait qu’ils soient non nuls pourconclure sur des bases.Bref, comme d’habitude, plusieursméthodes sont possibles !

♣ Méthode !

6. On considère les instructions Python suivantes :
1 r1=a l . m a t r i x _ r a n k ( matA ()=5∗ np . eye ( 3 , 3 ) )
2 r2=a l . m a t r i x _ r a n k ( matA ( )+4∗ np . eye ( 3 , 3 ) )
3 p r i n t ( ’ r 1= ’ , r 1 )
4 p r i n t ( ’ r 2= ’ , r 2 )

Utiliser la question précédente pour donner les valeurs de r1 et r2 renvoyées par ce script.Ce programme affiche les rangs des matrices A − 5I et A + 4I ...
Conclusion : d’après les questions précédentes, r1 = r2 = 2.

7. 7.a. Vérifier que les vecteurs U, V et W sont vecteurs propres de toutes les matrices de E .Notons déjà que ces vecteurs sont bien non nuls (ce sont des vecteurs propres associés à A). Soit ensuite(a, b) ∈ R2 . On a ensuite :
• Pour U :

M(a, b) × U =  2a − 2b
−4a + 4b2a − 2a


= (2a − 2b) 1

−21


= (2a − 2b)UConclusion : 2a − 2b est valeur propre de M(a, b) et U en est un vecteur propre associé.
• Pour V :

M(a, b) × V = 000


= 0UConclusion : 0 est valeur propre de M(a, b) et V en est un vecteur propre associé.
• Pour W :

M(a, b) × W = 2a + b2a + b2a + b


= (2a + b)111


= (2a + b)UConclusion : 2a + b est valeur propre de M(a, b) et W en est un vecteur propre associé.

Conclusion : les vecteurs U, V , W sont des vecteurs propres de toutes les matrices de E .
L’énoncé pourrait guider autre-ment et procéder comme dansle sujet EML 2025 Appli -
Exercice 2.

Petite remarque

7.b. Soit n un entier naturel non nul. En utilisant la matrice P dont les colonnes sont les vecteurs U , V et W ,indiquer comment obtenir la puissance n-ième de n’importe quelle matrice de E (seule la démarche estexigée, les calculs et leurs résultats numériques ne sont pas demandés).Soit (a, b) ∈ R2 . Par définition, la matrice P est la matrice de passage de la base canonique de M3,1(R)dans la base (U, V , W ) ; elle est donc inversible et, par formule de changement de base :
M(a, b) = PD(a, b)P−1

où D(a, b) = 2a − 2b 0 00 0 00 0 2a + b

.
On démontre ensuite par récurrence :

∀n ∈ N⋆, M(a, b)n = PD(a, b)nP−1
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Puisque D(a, b) est diagonale, D(a, b)n = (2a − 2b)n 0 00 0 00 0 (2a + b)n
 et il resterait à calculer P−1 puis

PD(a, b)nP−1 ...7.c. En déduire, sans la commande al.matrix_power, et toujours pour n ∈ N⋆ , une fonction Python d’en-tête
puissanceM(a, b, n) renvoyant M(a, b)n .Voici :

1 impo r t numpy as np
2 impo r t numpy . l i n a l g as a l
3
4 de f puissanceM ( a , b , n ) :
5 Dn=np . d iag ( [ ( 2 ∗ a=2∗b )∗∗ n , 0 , ( 2 ∗ a+b )∗∗ n ] )
6 P=np . a r r ay ( [ [ 1 , 1 , 1 ] , [ = 2 , 0 , 1 ] , [ 1 , = 1 , 1 ] ] )
7 r e t u r n np . do t (P , np . do t ( Dn , a l . i n v (P ) ) )
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Exercice 3
On suppose que les variables aléatoires présentées dans cet exercice sont toutes définies sur un même espace probabilisé(Ω, A,P).Dans tout l’exercice, la lettre n désigne un entier naturel non nul.

1. Soit fn la fonction définie par fn(x) = { (1 − x
n

)n−1 si 0 ⩽ x ⩽ n0 sinon .
Vérifier que fn est une densité.

• Continuité.
⋆ Sur ] − ∞; 0[ : la fonction fn est continue sur ] − ∞; 0[ car constante sur cet intervalle.
⋆ Sur [0; n] : la fonction fn est continue sur [0; n] comme fonction polynomiale sur cet intervalle.
⋆ Sur ]n; +∞[ : la fonction fn est continue sur ]n; +∞[ car constante sur cet intervalle.Conclusion : la fonction fn est continue sur R sauf éventuellement en 0 et en n. fn est continue en n, mais pasen 0.

Petite remarque

• Positivité.
⋆ Sur ] − ∞; 0[ : ∀x ∈] − ∞; 0[, fn(x) = 0 ⩾ 0.
⋆ Sur [0; n] : pour tout x ∈ [0; n] :

x
n ⩽ 1

donc : 1 − x
n ⩾ 0

et ainsi :
fn(x) ⩾ 0

⋆ Sur ]n; +∞[ : ∀x ∈]n; +∞[, fn(x) = 0 ⩾ 0.Conclusion : ∀x ∈ R, fn(x) ⩾ 0.
•

∫ +∞

−∞
fn(x)dx ?

⋆ L’intégrale ∫ 0
−∞

fn(x)dx est convergente et vaut 0.
⋆ L’intégrale ∫ n

0 fn(x)dx n’est pas impropre et :
C’est une question de goût defactoriser par 1

nn−1 : pour éviterla fraction dans la puissance...
Petite remarque

Si m ̸= −1, une primitive de u′um

est 1
m + 1 um+1 . Je conseille doncde bien faire apparaître u′um :NE PAS OUBLIER u′ !

☞ Rappel...

∫ n

0 fn(x)dx = ∫ n

0
(1 − x

n

)n−1
dx

= −1
nn−1

∫ n

0 −(n − x)n−1dx
n − 1 ̸= −1= −1

nn−1
[ 1

n (n − x)n]n

0= 1
nn−1 ×

nn

n= 1
⋆ L’intégrale ∫ +∞

n
fn(x)dx est convergente et vaut 0.

Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

−∞
fn(x)dx est convergente et, par relation de Chasles, vaut 1.

Conclusion : fn est une densité.
Dans la suite, on considère une suite (Xn)n∈N⋆ de variables aléatoires telle que, pour tout entier naturel n non nul, Xnadmet fn comme densité.

2. 2.a. Justifier que E

(1 − Xn

n

) et E

((1 − Xn

n

)2) existent et donner leur expression en fonction de n.
Notons Yn = 1 − Xn

n . On va l’utiliser à plusieurs re-prises, alors autant lui donner unnom !
♥ Astuce du chef ! ♥

• On considère que Xn(Ω) = [0; n] et ainsi on obtient :
Yn(Ω) = [0; 1]

La variable aléatoire Yn est ainsi bornée : elle admet donc un moment à tout ordre.Conclusion : E

(1 − Xn

n

) et E

((1 − Xn

n

)2) existent.
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• Puis, par théorème de transfert, licite car la fonction x 7−→ 1− x
n est continue sur Xn(Ω) (Xn(Ω) = [0; n]) :

E

(1 − Xn

n

) = ∫ n

0
(1 − x

n

)
fn(x)dx

= ∫ n

0
(1 − x

n

)n
dx

= −1
nn

∫ n

0 −(n − x)ndx
n ̸= −1= −1

nn

[ 1
n + 1(n − x)n+1]n

0= 1
nn

nn+1
n + 1= n

n + 1
• Également par théorème de transfert, licite car la fonction x 7−→

(1 − x
n

)2 est continue sur Xn(Ω) :
E

((1 − Xn

n

)2) = ∫ n

0
(1 − x

n

)2
fn(x)dx

= ∫ n

0
(1 − x

n

)n+1
dx

= −1
nn+1

∫ n

0 −(n − x)n+1dx
n + 1 ̸= −1= −1

nn+1
[ 1

n + 2(n − x)n+2]n

0= 1
nn+1 nn+2

n + 2= n
n + 22.b. En déduire que Xn possède une espérance et une variance et donner leur expression en fonction de n.

• Espérance.Avec les notations de la question précédente :
Xn = n(1 − Yn)Or Yn possède une espérance (question précédente), donc Xn également car c’est une fonction affinede Yn et :

E(Xn) = E
(
n(1 − Yn)) linéarité de l’espérance= n
(1 − E(Yn)) question précédente= n
(1 − n

n + 1)= n
n + 1

• Variance.La variable aléatoire Yn admet une variance et, d’après la formule de Koenig-Huygens :
V(Yn) = E(Y 2

n ) −
(
E(Yn))2 question précédente= n

n + 2 − n2(n + 1)2
= n(n + 1)2 − n2(n + 2)(n + 1)2(n + 2)= n(n + 1)2(n + 2)Ainsi, Xn admet également une variance (fonction affine de Yn) et :

V(Xn) = V
(
n(1 − Yn))= n2V(1 − Yn)= n2V(Yn)

= n3(n + 1)2(n + 2)
Conclusion : E(Xn) = n

n + 1 et V(Xn) = n3(n + 1)2(n + 2) .

Les seules vérifications que l’onpeut faire sont dans le cas n = 1! En effet, X1 suit la loi uniformesur [0; 1]... et donc E(X1) = 12 et
V(X1) = 112 : et c’est cohérentavec ce que nous venons de trou-ver : OUF !

Véri�cation
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3. Déterminer la fonction de répartition Fn de Xn .Soit x ∈ R.
• Si x < 0 :

Fn(x) = P([Xn ⩽ x ])
x < 0 et Xn(Ω) = [0; n], donc [Xn ⩽ x ] = ∅= P(∅)= 0

• Si x > n :
Fn(x) = P([Xn ⩽ x ])

x > n et Xn(Ω) = [0; n], donc [Xn ⩽ x ] = Ω= P(Ω)= 1
• Si x ∈ [0; n] :

Fn(x) = P([Xn ⩽ x ])
Xn est à densité, de densité fn

= −1
nn−1

∫ x

0 −(n − t)n−1dt
n − 1 ̸= −1= −1

nn−1
[ 1

n (n − t)n]x

0= nn − (n − x)n
nn= 1 −
(1 − x

n

)n

Conclusion : ∀x ∈ R, Fn(x) =


0 si x < 01 −
(1 − x

n

)n si x ∈ [0; n]1 si x > n
.

On vérifie :
• lim

−∞
Fn = 0

• lim+∞
Fn = 1

• Fn est continue sur R (car Xnest à densité)

Véri�cation

4. 4.a. Donner, pour tout réel x strictement négatif, la limite de Fn(x) quand n tend vers +∞.Soit x < 0. Dans ce cas, pour tout n ∈ N⋆ , Fn(x) = 0. D’où :
lim

n→+∞
Fn(x) = 0

Conclusion : ∀x < 0, lim
n→+∞

Fn(x) = 0.

Et encore une question classiqueéparpillée sur les questions 4 à5.b... !
Une deuxième...

4.b. Soit x un réel positif. Montrer que, pour tout entier n ⩾ ⌊x⌋ + 1, on a :
Fn(x) = 1 −

(1 − x
n

)n

Soit n ⩾ ⌊x⌋ + 1. On sait que :
⌊x⌋ ⩽ x < ⌊x⌋ + 1Ainsi, par transitivité :

n ⩾ xEt donc, d’après la question 3 :
Fn(x) = 1 −

(1 − x
n

)n

Conclusion : pour tout entier n ⩾ ⌊x⌋ + 1, Fn(x) = 1 −
(1 − x

n

)n .
4.c. Pour tout réel x positif, calculer lim

n→∞
n ln (1 − x

n

).Soit x ∈ R+ .
• Si x = 0 :Dans ce cas, pour tout n ∈ N⋆ , n ln(1 − 0

n

) = 0 et donc
lim

n→+∞
n ln(1 − 0

n

) = 0
• Si x > 0 :

⋆ ∀n ∈ N⋆, −x
n ̸= 0 et lim

n→+∞

−x
n = 0 ;

⋆ ln(1 + u) ∼
u→0 u.
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D’où : ln (1 − x
n

)
∼

n→+∞

−x
net donc :

n ln (1 − x
n

)
∼

n→+∞
−xPar conséquent : lim

n→+∞
n ln (1 − x

n

) = −xLes deux cas se regroupent...
Conclusion : ∀x ∈ R+, lim

n→+∞
n
(1 − x

n

) = −x .
4.d. Déduire des questions précédentes que la suite (Xn)n∈N⋆ converge en loi vers une variable X dont ondonnera la loi. Soit x ∈ R.

• Si x < 0 :D’après la question 4.a : lim
n→+∞

Fn(x) = 0
• Si x ⩾ 0 :Pour n suffisamment proche de +∞, on a n ⩾ Tx⌋ + 1 et donc :

Fn(x) = 1 −
(1 − x

n

)n

n suffisamment proche de +∞, donc 1 − x
n > 0= 1 − exp (n ln (1 − x

n

))
Ainsi, d’après la question précédente et par composition de limites : Ou continuité de l’exponentiellesur R donc en −x .

Petite remarque

lim
n→+∞

exp (n ln (1 − x
n

)) = exp(−x)
Par conséquent : lim

n→+∞
Fn(x) = 1 − e−x

On a ainsi établi :
∀x ∈ R, lim

n→+∞
Fn(x) = F (x)

où F : x 7−→
{ 1 − e−x si x ⩾ 00 si x < 0 est la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loiexponentielle de paramètre 1.

Conclusion : la suite (Xn)n∈N⋆ converge en loi vers une variable X suivant la loi exponentielle deparamètre 1.
5. Soient U1, ..., Un des variables aléatoires mutuellement indépendantes, et suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1].On considère la variable aléatoire Mn définie par Mn = min(U1, ..., Un), ce qui signifie que, pour tout ω ∈ Ω, Mn(ω)est le plus petit des réels U1(ω), ..., Un(ω).Enfin, on pose Zn = nMn .5.a. En notant G la fonction de répartition commune à U1, ..., Un , rappeler l’expression de G(x) selon que x < 0,0 ⩽ x ⩽ 1 ou x > 1.

Conclusion : ∀x ∈ R, G(x) =
 0 si x < 0

x si x ∈ [0; 1]1 si x > 1 .
5.b. Déterminer, pour tout réel x , la probabilité P([Zn > x ]) à l’aide de la fonction G et en déduire explicitementla fonction de répartition FZn de Zn .Soit x ∈ R.

• Pour commencer :
P
([Zn > x ]) = P([n min(U1, ..., Un) > x ])

n > 0= P([min(U1, ..., Un) > x
n

])
= P( n⋂

i=1
[
Ui > x

n

])
indépendance de U1, ..., Un

= n∏
i=1 P

([
Ui > x

n

])
= n∏

i=1
(1 −P

([
Ui ⩽

x
n

]))
= (1 − G

( x
n

))n
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• Puis :
FZn (x) = P([Zn ⩽ x ])= 1 −P

([Zn > x ]) point précédent= 1 −
(1 − G

( x
n

))n

question précédente
=


1 − (1 − 0)n si x
n < 01 −

(1 − x
n

)n si x
n ∈ [0; 1]1 − (1 − 1)n si x
n > 1 n > 0

=


0 si x < 01 −
(1 − x

n

)n si x ∈ [0; n]1 si x > n

Conclusion : ∀x ∈ R, FZn (x) =


0 si x < 01 −
(1 − x

n

)n si x ∈ [0; n]1 si x > n
.

5.c. Conclure que Zn suit la même loi que Xn .D’après la question précédente et la question 3, les variables aléatoires Zn et Xn ont la même fonction derépartition. Or la fonction de répartition caractérise la loi...
Conclusion : les variables aléatoires Zn et Xn suivent la même loi.

Il faut savoir traiter la question5.c directement : sans le détaildes questions 5.a et 5.b.
Important !

5.d. Utiliser la question 5.c pour écrire une fonction Python renvoyant une réalisation de Xn .Voici :
1 impo r t numpy . random as rd
2
3 de f s imulX ( n ) :
4 L=[ rd . random ( ) f o r k i n range ( n ) ]
5 M=min ( L )
6 r e t u r n n∗M
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Exercice 4 Très bon exercice, permettant debien mettre en place les méthodeshabituelles sur les variables aléa-toires discrètes et les couples.Quelques calculs plus techniquespour se distinguer... A travaillersans modération !

♥ L'avis du chef ! ♥

Dans ce problème, n désigne un entier naturel non nul.On dispose de n + 1 urnes, numérotées de 1 à n + 1, et contenant chacune n boules.Pour tout k de J1; n + 1K, l’urne numéro k contient k − 1 boules noires, les autres boules étant blanches (ainsi, l’urnenumérotée 1 ne contient que des boules blanches et l’urne numérotée n+1 ne contient que des boules noires). L’épreuveconsiste à choisir une urne au hasard et à y effectuer indéfiniment des tirages au hasard d’une boule, avec remise de laboule tirée dans l’urne dont elle provient après chaque tirage.Pour tout k de J1; n + 1K, on note Uk l’événement : "On a choisi l’urne numérotée k ".On appelle Xn la variable aléatoire qui prend la valeur 0 si l’on n’obtient aucune boule blanche au cours de l’épreuveet qui prend la valeur j (j ∈ N⋆) si la première boule blanche apparaît au j-ième tirage.
Pour finir, on rappelle les commandes Python suivantes qui permettent de simuler certaines variables discrètes usuelles :
rd.randint(a,b+1) simule une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur Ja, bK.
rd.binomial(n,p) simule une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramètres n et p.
rd.geometric(p) simule une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramètre p.1. Simulation de Xn : pour tout j de J2; n + 1K, on code les j − 1 boules noires de l’urne numérotée j par les entiersde J1, j − 1K. Compléter alors la fonction Python suivante pour qu’elle renvoie la valeur prise par Xn lors del’épreuve aléatoire décrite ci-dessus :

1 impo r t numpy . random as rd
2
3 de f varX ( n ) :
4 k = . . . # c h o i x de l ’ u r n e
5 i f k==n+1:
6 X = . . .
7 e l i f k==1:
8 X = . . .
9 e l s e :

10 X=1
11 whi le rd . r a n d i n t ( 1 , n +1 ) <= . . . :
12 X = . . .
13 r e t u r n ( X )

Voici :
1 impo r t numpy . random as rd
2
3 de f varX ( n ) :
4 k=rd . r a n d i n t ( 1 , n+2) # c h o i x de l ’ u r n e
5 i f k==n+1:
6 X=0
7 e l i f k==1:
8 X=1
9 e l s e :

10 X=1
11 whi le rd . r a n d i n t ( 1 , n+1)<=k=1:
12 X=X+1
13 r e t u r n ( X )

Question Python pour débuterl’exercice : cela permet de bienrepérer celles et ceux qui fontl’impasse de l’informatique...
♥ L'avis du chef ! ♥

2. Pour tout k de J1; n + 1K, déterminer P(Uk ).Il y a équiprobabilité du choix de l’urne, et n + 1 urnes...
Conclusion : ∀k ∈ J1; n + 1K, P(Uk ) = 1

n + 1 .
3. 3.a. Pour tout k de J1; nK, donner la loi de Xn , conditionnellement à l’événement Uk .Soit k ∈ J1; nK. Supposons l’évènement Uk réalisé. Autrement dit, l’urne k a été choisie. Sous cette hypo-thèse :

Il est important de bien rédi-ger cette question. La variablealéatoire Xn ne suit pas une loigéométrique... C’est seulement laloi conditionnelle qui est une loigéométrique. On doit donc voir lasupposition que Uk est réalisé, etun vocabulaire du type "sous cettehypothèse".

✘ Attention !

✓ l’expérience consiste en une infinité de répétitions indépendantes (tirages avec remise, sans changementde composition de l’urne) dont le succès "on tire une boule blanche" est de probabilité n − (k − 1)
n (paréquiprobabilité du choix de la boule dans l’urne, composée de n boules dont k − 1 sont noires) ; On pourrait distinguer le cas

k = 1, dans lequel la probabilitédu succès est égale à 1, mais cen’est pas nécessaire.
Petite remarque

✓ la variable aléatoire Xn prend comme valeur le rang du premier succès.
Conclusion : la loi conditionnelle de Xn sachant Uk est la loi géométrique de paramètre n − k + 1

n .
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3.b. En conservant, sans les écrire de nouveau, les 6 premières lignes de la fonction Python précédente, compléterles 3 lignes suivantes afin d’obtenir une nouvelle simulation de Xn :
1 e l s e :
2 X = . . .
3 r e t u r n ( X )

Voici :
1 e l s e :
2 X=rd . g e o m e t r i c ( ( n=k +1) / n )
3 r e t u r n ( X )

4. 4.a. Déterminer PUn+1([Xn = 1]).Supposons l’évènement Un+1 réalisé. Dans ce cas, les tirages s’effectuent dans l’urne numérotée n + 1,composée exclusivement de boules noires.Il est alors impossible d’obtenir une boule blanche au premier tirage...
Conclusion : PUn+1([Xn = 1]) = 0.

4.b. Pour tout k de J1; nK, donner PUk

([Xn = 1]).
Conclusion : d’après la question 3.a, pour tout k ∈ J1; nK, PUk

([Xn = 1]) = n − k + 1
n . Si X ↪→ G (p), alors pour tout

k ∈ N⋆ , P([X = k ]) = p(1−p)k−1et donc P([X = 1]) = p.
☞ Rappel...

4.c. Montrer alors que P([Xn = 1]) = 12 . On connaît les PUk
([Xn = 1]) eton cherche P([Xn = 1]) : FPT !!

➠Ré�exe !D’après la formule des probabilités totales, avec (Uk )k∈J1;n+1K comme système complet d’évènements, on a :
P
([Xn = 1]) = n+1∑

k=1 P
(
Uk ∩ [Xn = 1])

∀k ∈ J1; n + 1K, P(Uk ) ̸= 0
= n+1∑

k=1 P(Uk )PUk

([Xn = 1]) questions 2, 4.a et 4.b
= n∑

k=1
1

n + 1 n − k + 1
n

= 1
n(n + 1) n∑

k=1 (n − k + 1)
j = n − k + 1

= 1
n(n + 1) n∑

j=1 j

= 1
n(n + 1) n(n + 1)2

= 12
Conclusion : P([Xn = 1]) = 12 .

5. Soit j un entier supérieur ou égal à 2.5.a. Déterminer PUn+1([Xn = j ]).Supposons l’évènement Un+1 réalisé. Dans ce cas, les tirages s’effectuent dans l’urne numérotée n + 1,composée exclusivement de boules noires.Il est alors impossible d’obtenir une boule blanche...
Conclusion : PUn+1([Xn = j ]) = 0.

5.b. Pour tout k de J1; nK, donner PUk

([Xn = j ]).
Conclusion : d’après la question 3.a, pour tout k ∈ J1; nK, PUk

([Xn = j ])= n − k + 1
n

(
k − 1

n

)j−1 .
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5.c. En déduire l’égalité :
P
([Xn = j ]) = 1

n + 1 n−1∑
k=0
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
]

On connaît les PUk
([Xn = j ]) eton cherche P([Xn = j ]) : FPT !!

➠Ré�exe !D’après la formule des probabilités totales, avec (Uk )k∈J1;n+1K comme système complet d’évènements, on a :
P
([Xn = j ]) = n+1∑

k=1 P
(
Uk ∩ [Xn = j ])

∀k ∈ J1; n + 1K, P(Uk ) ̸= 0
= n+1∑

k=1 P(Uk )PUk

([Xn = 1]) questions 2, 5.a et 5.b
= n∑

k=1
1

n + 1 n − k + 1
n

(
k − 1

n

)j−1

= 1
n + 1 n∑

k=1
(1 − k − 1

n

)(
k − 1

n

)j−1

= 1
n + 1 n∑

k=1
[(

k − 1
n

)j−1
−
(

k − 1
n

)j
]

i = k − 1
= 1

n + 1 n−1∑
i=0
[(

i
n

)j−1
−
(

i
n

)j
]

i = k − 1

Conclusion : P([Xn = j ]) = 1
n + 1 n−1∑

k=0
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
].

6. 6.a. Justifier que, pour tout k de J0; n − 1K, on a : +∞∑
j=2
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
] = k

n .
Soit k ∈ J0; n − 1K. Pour tout N ∈ J2; +∞J :

N∑
j=2
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
] = N∑

j=2
(

k
n

)j−1
−

N∑
j=2
(

k
n

)j

télescopage
= k

n −
(

k
n

)N

Or k ∈ J0; n − 1K, donc k
n ∈] − 1; 1[. Ainsi :

lim
N→+∞

(
k
n

)N = 0
D’où : lim

N→+∞

N∑
j=2
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
] = k

n

Conclusion : pour tout k ∈ J0; n − 1K, la série ∑
j⩾2
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
] est convergente et

+∞∑
j=2
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
] = k

n .
6.b. Calculer P([Xn ⩾ 2]) en fonction de n.Puisque Xn est à valeurs entières, on a :

[Xn ⩾ 2] = +∞⋃
j=2[Xn = j ]

D’où :
P
([Xn ⩾ 2]) = P+∞⋃

j=2[Xn = j ] ([Xn = j ])j⩾2 est constituée d’évènements deux à deux incompatibles
= +∞∑

j=2 P
([Xn = j ]) question 5.c, licite pour tout j ⩾ 2

= +∞∑
j=2

1
n + 1 n−1∑

k=0
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
]
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= 1
n + 1 +∞∑

j=2
n−1∑
k=0
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
]

linéarité de la somme (infinie), licite car pour tout k ∈ J0; n − 1K,
la série ∑

j⩾2
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
] est convergente= 1

n + 1 n−1∑
k=0

+∞∑
j=2
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
]

question précédente
= 1

n + 1 n−1∑
k=0

k
n

= 1
n(n + 1) n−1∑

k=0 k

= 1
n(n + 1) (n − 1)n2

= n − 12(n + 1)
Conclusion : P([Xn ⩾ 2]) = n − 12(n + 1) .

Autant il est possible d’écrire+∞∑
j=2

n−1∑
k=0 = n−1∑

k=0
+∞∑
j=2 , qui découle de

la linéarité de la somme (infinie) ;autant il nous serait impossibled’intervertir deux sommes infiniesdu type +∞∑
j=2

+∞∑
k=0 : il existe un

théorème le permettant (sousde bonnes hypothèses), qui estcependant hors programme enECG.

⋆Subtil...⋆

7. 7.a. Déduire des questions précédentes l’expression de P([Xn = 0]) en fonction de n.Puisque Xn est à valeurs dans N, la famille ([Xn = 0], [Xn = 1], [Xn ⩾ 2]) est un système complet d’évène-ments. D’où :
P
([Xn = 0]) +P([Xn = 1]) +P([Xn ⩾ 2]) = 1Ce qui donne, d’après les questions 4.c et 6.b :

P
([Xn = 0]) = 1 − 12 − n − 12(n + 1)

= 12 − n − 12(n + 1)
= n + 1 − (n − 1)2(n + 1)
= 22(n + 1)
= 1

n + 1
Conclusion : P([Xn = 0]) = 1

n + 1 .
7.b. Aurait-on pu anticiper ce dernier résultat sans aucun calcul ?En choisissant n’importe quelle urne 1, ...., n, il sera quasi-impossible de réaliser par la suite l’évènement[Xn = 0]. En revanche, en choisissant l’urne n +1, il est certain de réaliser par la suite l’évènement [Xn = 0](car l’urne n + 1 ne contient aucune boule blanche).On a ainsi :

P
([Xn = 0]) = P(Un+1) = 1

n + 1
L’énoncé aurait pû demander decalculer cette probabilité direc-tement après la question 3 parexemple. On aurait dans ce casprocédé comme en question 4 : àsavoir faire en autonomie !

Petite remarque

8. 8.a. Montrer que Xn possède une espérance E(Xn) donnée par :
E(Xn) = n

n + 1 n∑
p=1

1
p

On considère que Xn(Ω) = N. On pourrait démontrer cette éga-lité par double inclusion...
Petite remarque

• On sait que :
Xn admet une espérance si, et seulement si, la série ∑

j∈Xn(Ω)
∣∣jP([Xn = j ])∣∣ est convergente

si, et seulement si, la série ∑
j⩾0 jP

([Xn = j ]) est convergente, car pour
tout j ∈ N, jP

([Xn = j ]) ⩾ 0
• Soit N ∈ N, suffisamment proche de +∞. On a :

N∑
j=0 jP

([Xn = j ]) = 0 × P
([Xn = 0]) + 1 × P

([Xn = 1]) + N∑
j=2 jP

([Xn = j ]) questions précédentes
= 12 + N∑

j=2 j 1
n + 1 n−1∑

k=0
[(

k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
]
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= 12 + 1
n + 1 N∑

j=2
n−1∑
k=0 j

[(
k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
]

interversion des sommes
= 12 + 1

n + 1 n−1∑
k=0

N∑
j=2 j

[(
k
n

)j−1
−
(

k
n

)j
]

= 12 + 1
n + 1 n−1∑

k=0
 N∑

j=2 j
(

k
n

)j−1
− k

n

N∑
j=2 j

(
k
n

)j−1
= 12 + 1

n + 1 n−1∑
k=0
n − k

n

N∑
j=2 j

(
k
n

)j−1
Or, pour tout k ∈ J0; n − 1K, on a k

n ∈] − 1; 1[, donc la série ∑
j⩾2 j

(
k
n

)j−1 est convergente comme
troncature d’une série géométrique convergente.Par conséquent, la série ∑

n⩾0 nP
([X = n]) est convergente, comme somme de séries convergentes...

• On en déduit que Xn admet une espérance et :
E(Xn) = +∞∑

j=0 jP
([Xn = j ])

= 12 + 1
n + 1 n−1∑

k=0
n − k

n

+∞∑
j=2 j

(
k
n

)j−1
= 12 + 1

n + 1 n−1∑
k=0
(

n − k
n

( 1(1 − k
n
)2 − 1))

= 12 + 1
n + 1 n−1∑

k=0
(

n − k
n

(
n2(n − k )2 − 1))

= 12 + 1
n + 1 n−1∑

k=0
(

n
n − k − n − k

n

)
p = n − k

= 12 + 1
n + 1 n∑

p=1
(

n
p − p

n

)
= 12 + n

n + 1 n∑
p=1

1
p − 1

n(n + 1) n∑
p=1 p

= 12 + n
n + 1 n∑

p=1
1
p − 1

n(n + 1) n(n + 1)2
= n

n + 1 n∑
p=1

1
p

Conclusion : Xn admet une espérance et E(Xn) = n
n + 1 n∑

p=1
1
p .

Ce n’est pas le calcul d’espérancele plus simple que l’on ait ren-contré (peut-être existe-t-il deschemins menant plus rapidementau résultat d’ailleurs)... A travaillerdans un second temps !

Petite remarque

8.b. Informatique : calcul et affichage de E(Xn).Compléter le script suivant afin qu’il permette de calculer et d’afficher E(Xn) :
1 n= i n t ( i n p u t ( ’ e n t r e z l a v a l e u r de n : ’ ) )
2 v=np . arange ( 1 , n+1)
3 E = . . .
4 p r i n t (E )

Voici :
1 n= i n t ( i n p u t ( ’ e n t r e z l a v a l e u r de n : ’ ) )
2 v=np . arange ( 1 , n+1)
3 E=n / ( n+1)∗sum ( 1 / v )
4 p r i n t (E )

La commande
np.arange(1,n+1) permet decréer un tableau numpy d’en-tiers entre 1 et n. L’avantagedu tableau est de pouvoir ef-fectuer du calcul plus aisément.En effet, dans ce cas, 1/v esttableau composé des valeurs1, 1/2, 1/3, ..., 1/n.

☞ Rappel...

Il faut savoir proposer un pro-gramme complet en utilisantune boucle for pour calculerla somme, ou avec une liste encompréhension.

Petite remarque
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9. 9.a. Montrer que : ∀p ∈ N⋆, 1
p + 1 ⩽

∫ p+1
p

1
t dt ⩽ 1

p . Pour finir, voici la plus classiquedes questions classiques. Il faut larepérer et se laisser le temps dela faire !
Et encore une !

Soit p ∈ N⋆ . Par décroissance de la fonction inverse sur R+⋆ , donc sur [p; p + 1], on a :
∀t ∈ [p; p + 1], 1

p + 1 ⩽
1
t ⩽

1
pPuis, par croissance de l’intégrale, licite car p ⩽ p + 1 :∫ p+1

p

1
p + 1dt ⩽

∫ p+1
p

1
t dt ⩽

∫ p+1
p

1
pdt

Conclusion : ∀p ∈ N⋆, 1
p + 1 ⩽

∫ p+1
p

1
t dt ⩽ 1

p .
9.b. En déduire, pour tout n de N⋆ \ {1}, l’encadrement : n∑

p=2
1
p ⩽ ln(n) ⩽ n−1∑

p=1
1
p .

Soit n ∈ J2; +∞J. D’après la question précédente, en calculant l’intégrale, on obtient :
∀p ∈ J1; nK, 1

p + 1 ⩽ ln(p + 1) − ln(p) ⩽ 1
pD’où, en sommant de 1 à n − 1, licite car n ⩾ 2 :

n−1∑
p=1

1
p + 1 ⩽

n∑
p=2
( ln(p + 1) − ln(p)) ⩽ n−1∑

p=1
1
p

Puis, par télescopage sur la somme du milieu et changement d’indice k = p +1 dans la somme de gauche :
n∑

k=2
1
k ⩽ ln(n) ⩽ n−1∑

p=1
1
p

Conclusion : ∀n ∈ J2; +∞J,
n∑

p=2
1
p ⩽ ln(n) ⩽ n−1∑

p=1
1
p .

9.c. Établir enfin l’encadrement :
∀n ∈ N⋆ \ {1}, ln(n) + 1

n ⩽
n∑

p=1
1
p ⩽ ln(n) + 1

Soit n ∈ J2; +∞J. D’après la question précédente :
n∑

p=2
1
p ⩽ ln(n) ⩽ n−1∑

p=1
1
p

Mais :
• de l’inégalité de gauche, on déduit :

1 + n∑
p=2

1
p ⩽ 1 + ln(n)

Autrement dit :
n∑

p=1
1
p ⩽ ln(n) + 1

• de l’inégalité de droite, on déduit :
ln(n) + 1

n ⩽
n−1∑
p=1

1
p + 1

n + 1
Autrement dit : ln(n) + 1

n ⩽
n∑

p=1
1
p

Conclusion : ∀n ∈ J2; +∞J, ln(n) + 1
n ⩽

n∑
p=1

1
p ⩽ ln(n) + 1.
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9.d. Utiliser l’encadrement précédent pour donner l’équivalent le plus simple possible de E(Xn) lorsque n est auvoisinage de +∞.
• Soit n ∈ J2; +∞J. D’après la question précédente :

ln(n) + 1
n ⩽

n∑
p=1

1
p ⩽ ln(n) + 1

D’où, puisque ln(n) > 0 (car n > 1) :
1 + 1

n ln(n) ⩽
n∑

p=1
1
pln(n) ⩽ 1 + 1ln(n)Mais : lim

n→+∞

(1 + 1
n ln(n)

) = 1 = lim
n→+∞

(1 + 1ln(n)
)

Donc, par théorème d’encadrement :
lim

n→+∞

n∑
p=1

1
pln(n) = 1

Conclusion : n∑
p=1

1
p ∼

n→+∞
ln(n).

• Enfin, puisque E(Xn) = n
n + 1 n∑

p=1
1
p , on obtient :

E(Xn) ∼
n→+∞

n
n + 1 ln(n)

Et comme n ∼
n→+∞

n + 1, on a même :
E(Xn) ∼

n→+∞
ln(n)

Conclusion : E(Xn) ∼
n→+∞

ln(n).

⋆⋆⋆⋆⋆⋆⋆ Fin ⋆⋆⋆⋆⋆⋆⋆
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