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On s'intéresse dans ce probleme a l'énergie d'un graphe qui est définie a partir de l'énergie de sa matrice d'adjacence.

L'énergie d'un graphe a été introduite en 1978 par Ivan Gutman. Ce n'est qu'a partir des années 2000 que des recherches approfondies sur cette notion
ont été entreprises.

Aujourd'hut plus de deux articles par semaine sont publiés sur l'énergie des graphes avec de nombreuses applications dans divers domaines scientifiques.

Les parties 2 et 3 sont indépendantes et un bref aide-mémoire Python se trouve en fin de sujet.
Dans tout le probleme n est un entier supérieur ou égal a 2.

On rappelle que la notation Z est analogue a la notation Z

1< jsn (i.)el1.n]?

PARTIE 1 - ENERGIE ET TRACE D'UNE MATRICE

1. Soit A une matrice carrée symétrique appartenant a M ,(R). Justifier l'existence d’'une matrice carrée inversible P appartenant a M,(R) telle
que P~'AP soit une matrice diagonale. Que peut-on dire des éléments diagonaux de P~'AP?
» E£nnotant Ay, ..., A, les éléments diagonaux de P~'AP, on pose alors E(A) = Z |Ax], on nomme ce réel positif [énergie de A. On admet que cette
k=1
somme ne dépend pas du choix de P.
1T =1 -
2. Montrer que E(A)=3siA=|-1 0 0
-1 0 0

3. Ecrire une fonction Python energie(A) qui renvoie l'énergie de la matrice symétrique représentée par le tableau numpy A.

> SiA= (a,-,,) est une matrice carrée appartenant & M, (R), on définit la trace de A, notée tr(A) par :

‘[I’(A) = i aii
i=1

1<ij<n

4. Notons A = (ay) et B= (b;)

1<ij<n 1<ij<n’

n

4.a. Montrer que : tr(AB) = Z agbji | = Z a;jbj.
1

i=1 j= 1<ij<n

4.b. En déduire que : tr(AB) = tr(BA) et tr(‘AA) = Z a%j.
1<i,j<n
Que peut-on dire de A si tr('AA) =07
4.c. St A et B sont semblables, montrer que tr(A) = tr(B).

5. Dans cette question A = (aw) est symétrique et on utilise les notations de la question 1.

1<ij<n

5.a. Montrer que |tr(A)| < E(A).
5.b. Justifier que tr(A?) = Z)\i
k=1

6. Dans la console Python, on obtient :

>>> energie (3xnp.eye(3)—np.ones ([3,3]))
6.0

6.a. Déterminer quelle est la matrice A associée au tableau 3*np.eye(3)-np.ones([3,3]).
6.b. En calculant tr(A), tr(A?) et en déterminant une valeur propre de A, expliciter son spectre et retrouver son énergie.

PARTIE 2 - PRODUIT DE KRONECKER 2 X N DE MATRICES SYME’TRIQUES

. u v . . . . . . . .
e Soit U = (v W) une matrice carrée appartenant a M;(R) symétrique et A une matrice carrée appartenant a M, (R) symétrique.

o ' , . , . - (uA VAN
On définit U x A la matrice carrée appartenant a My,(R) que l'on peut naturellement représenter ainsi (L\jA VVVA) (écriture par blocs).
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0 2 2 0 1 1
0 1 1 20 0 1 0 O
Par exemple, st U = 21 etA= 1|1 0 0],alors UxA= A A par blocs d'oli U+ A = 200100 (05 désigne la
10 10 0 A 03 01 1 0 0 O
1T 0 0 0 0 O
1 0 0 0 0 O
matrice nulle de M;5(R).
X1 X X1 Xn+1
St X est une matrice colonne appartenant a My, (R), X = o |, on écrira X = (Xw) avec Xj = | | | et Xo =
: z :
X2n Xn X2n

UAXq + VAXZ )

On admet qu'alors la matrice colonne (U % A) X de M, 1 est égale a (\/AX1 + WAX,

7.a. Ecrire une fonction Python prod2K (u,v,w,A) qui étant donné U = (5 \/Vv) et A représentée par un tableau numpy, renvoie U * A sous

la forme d'un tableau numpy.
7.b. Compléter le code suivant s'affichant dans la console Python :

>>> prod2K (..., =1 ,...,... )
array ([[—2., 1., 2., —1],
1., =2, —1., 2]
[ 2., 1., —4., 2],
[—1. 2. 2. —4)

aX
bX |-

Soit (Z) un vecteur propre de U pour la valeur propre y et X un vecteur propre de A pour p. On pose Y = (

8.a. Ctablir légalité : (UxA)Y = p ( (ua +vD)X )

(va + whb)X
8.b. Montrer que Y est un vecteur propre de U % A et préciser pour quelle valeur propre.

9.a. Justifier l'existence d'une base ( (g) , (;) ) de M +(R) et d'une base (X, ..., X,) de M,,1(R) formées de vecteurs propres de U et de A

respectivement.

. |a c . o .
» On note y, et y, les valeurs propres associée ¢ (b) et (d) respectivement et (n, ..., , celles associées a Xy, ..., X, respectivement.

. GX[ . CX[
On pose, pour tout i € [1,n], Vi = (le) et Z; = (dX[)'

9.b. Montrer que la famille (Y3, 2, ..., Y,, Z,) est libre.
9.c. En déduire que U x A est semblable a la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont yiti, Yath, ..., Vitln, Y2kin-
9.d. En conclure que E(U x A) = E(U) x E(A).

. Un exemple. On considére un graphe G, non orienté et sans boucle, dont les sommets sont 1,...,n et l'ensemble des arétes est noté A,. On

définit le graphe G, dont les sommets sont 1, ..., 2n et les arétes sont celles de G, ainsi que, pour toute aréte {i, j} € A,, les arétes {i+n, j}

et {i,j+n}.
(1)
(5)
ORONNNON0O
()
(4)

Voict un exemple de représentation de G4 et Gg :

On note A, et Ay, les matrices d'adjacence de G, et Gy,.

10.a. Déterminer U telle que Ay, = U % A,.
10.b. En déduire que E(Az,) = VBE(A,).

PARTIE 3 - ENCADREMENT DE L'ENERGIE D'UNE MATRICE D'ADJACENCE

Soit m, n et p des entiers tels que m > 1etn>p =2

On suppose dans cette partie de A = (a;;)1<ij<n est la matrice d'adjacence d'un graphe G(A), non orienté, sans boucle, a n sommets 1,...,n, a m
arétes et n — p sommets isolés, c'est-a-dire de degré 0.

On note (&5, ..., E,) la base canonique de M, ;(R) et / l'ensemble des sommets non isolés de G(A).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

11.a. Montrer que Z apj = Z aij =

1<ij<n (i.j)el?
, 2

11.b. Etablir que : 1< 22 < p—1.
p

12.a. Justifier qu'il existe une matrice carrée inversible P appartenant & M, (R) telle que P~'AP soit une matrice diagonale différente de la
matrice nulle.

» Dans la suite, on note D cette matrice diagonale.

12.b. En déduire que tr(D) = 0, tr(D*) = > af

1<ij<n

» On suppose dans la suite que P est telle que les éléments diagonaux de D, Aq, ..., A, vérifient : |A| = ... = |A,|. On pose 6 = mkaz Ak

13.a. Soit k un sommet isolé. Montrer que £, € ker(A).
En déduire que dim ( ker(A)) = n—ppuisque, sip<n alors Ay g =... =4, =0

p
13.b. Montrer que Z/\i = 2m puis que 0 < 6 < V2m.

k=1
13.c. Soit r € N* et xq, ..., x, des réels. Montrer que : Z 2xx; < Z (XLZ + sz)

1<ij<r 1<ij<r
2

En déduire que (ixi ix,z)
=1 i=1

13.d. En conclure que E(A) < 6+ +/(p— 1)(2m — 62).

» On admet qu'on peut choisir la matrice P de la question 12.a de sorte que P~ = 'P. On pose Q =
X1 Y1

Soit X = | | une matrice colonne appartenant a M, 1(R) et ¥ = QX =
Xn Yn

» On admet que si M est une matrice carrée appartenant & M,(R) et Z une matrice colonne appartenant & M, 1(R) alors (MZ) = 'Z'M.
» Si U et V sont deux matrices colonnes appartenant & M, 1(R), UV est une matrice carrée appartenant & M4(R) que lon identifie & son
unique coefficient. Donc 'UV € R.

14.a. Montrer que Q" = 'Q puis que A= '0DQ et Y'Y = XX.

14.b. Montrer que 'XAX = 'YDY =5 Ayi.
k=1

14.c. En remarquant Z yi =YY, en déduire que XAX < BXX.
k=1

Soit U la matrice colonne appartenant a M, 1(R) dont le i-eme coefficient vaut 1 si i n'est pas isolé et O sinon.

2
15.a. Montrer que 'UAU = Z a;; = 2m. En déduire que ?m <.

(ij)el
. 1 V2
15.b. Etablir que : — < yem < i <1
N p V2m
16.a. Etudier la fonction F : x —> x +/(p — 1)(1 — x2) sur [0, 1]
V2

16.b. En déduire que E(A) < vV2mF Tm ) , Cest-a-dire que :

2m 1

EA < 54 2V lp = Ti2mip? —2m) (1)

n—1)

n
On suppose dans cette question que A est la matrice d'adjacence d'un graphe complet de sommets 1,..., n donc m = 5

et p=n.

17.a. Représenter la matrice A.
17.b. Montrer que —1 est une valeur propre de A et que le sous-espace propre associé est de dimension n — 1.
17.c. Etablir aussi que n — 1 est une valeur propre de A En déduire que £(A) = 2(n — 1) et que l'inégalité (1) est alors une éqgalité.

» On note a = ,min [Ac] et B = max |Ac]- On note aussi d le degré maximal des sommets du graphe G(A).
Sksp SKSp

Ecrire une fonction Python degMax (A) qui renvoie le maximum des degrés des sommets du graphe G(A), celui-ci étant donné par sa matrice
d'adjacence sous la forme du tableau numpy A.

19.a. Montrer que pour tout j € {1, ..., p}, [A](a + B) > /\/Z +ap.

2
19.b. En déduire que (a + BIE(A) > tr(AY) + paB, puis que E(A) > %";B.
bt
19.c. Soit a et b deux réels strictement positifs tels que a < b?. Etudier les variations de ¢ : t —> % sur R
2
19.d. Montrer que 2m < pB?. En déduire que E(A) > g

ESSEC 2024 - Page 3/



X1
20. Soit X = | | un vecteur propre pour une valeur propre A de A telle que [A| = B.
XI7
20.a. Montrer que pour tout i € {1,...,n}, Blx| < d1n<1a<>< |x;]-
SN
2 2
m > _cm (2).
d p—1
20.c. Montrer que l'égalité dans (2) est réalisée pour la matrice A carrée appartenant a M,(R) associée au graphe dont l'unique arréte est

1.2}

20.b. En conclure que £(A) >

AIDE-MEMOIRE PYTHON

On suppose que l'on a exécuté import numpy as np, numpy.linalg as al en début de session.
e S{ T est un tableau numpy, np.shape (T) renvoie le nombre de lignes et le nombre de colonnes de T, dans cet ordre, sous la forme d'un couple.
e np.zeros([p,ql) crée un tableau numpy a p lignes et g colonnes ne contenant que des 0.
e np.ones([p,ql) crée un tableau numpy a p lignes et g colonnes ne contenant que des 1.
e np.eye(p) crée un tableau numpy a p lignes et p colonnes ne contenant que des 1 sur sa diagonale et des 0 ailleurs.

e |a fonction al.eigvals, appliquée a un tableau numpy représentant une matrice symétrique A, renvoie le tableau des coefficients diagonaux
d'une matrice diagonale semblable a A.

Yk dkokok FIN ek sk e keodkeok
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