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Dans ce sujet on s'intéresse a un probleme d'arrét optimal c'est-a-dire au probléeme du choix d'un moment pour entre-
prendre une action spécifique, afin de maximiser un gain attendu ou de minimiser un co(it attendu.

Des problemes d'arréts optimaux peuvent étre trouvés dans les domaines des statistiques, de l'économie et des mathé-
matiques financiéres (par exemple dans la tarification des options américaines).

On peut modéliser le probleme étudié comme suit. Supposons que nous recevions une suite finie de nombres réels,
un par un. Ces réels sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes de lois connues a l'avance mais pas
nécessairement identiques. Nous ne pouvons garder qu'un seul nombre de la suite. A chaque observation, nous pouvons
soit sélectionner le nombre actuel, soit pousser notre chance et passer a l'observation suivante. Notre objectif est de
maximiser la probabilité de sélectionner le nombre maximal de la suite.

Dans tout le sujet on considére un espace probabilisé (Q), A, IP). Toutes les variables aléatoires réelles et événements
qui interviennent dans cet énoncé sont définies sur cet espace.

On rappelle que si A désigne un événement, 1, est la variable aléatoire qui vaut 1 sur A et 0 sur A

La partie 2 utilise des résultats de la partie 1. La partie 3 est indépendante des deux premiéres et seules les deux
dernieres questions 20 et 21 de la partie 4 utilisent des résultats établis dans les parties précédentes.

Un aide-mémoire Python se trouve a la fin de l'énoncé. Pour les scripts et fonctions Python, on supposera que les
instructions suivantes ont été exécutées :

import numpy as np, numpy.random as rd, matplotlib.pyplot as plt

PARTIE | - DES RESULTATS GENERAUX

1. Montrer que pour tout ¢ réel, e' = 1+ t et que, pour tout ¢t > —1, In(1 + t) < t.

e On sait que la fonction exp est convexe sur R. Par conséquent, sa courbe représentative est partout au-dessus
de toutes ses tangentes, et en particulier au-dessus de sa tangente en le point d'abscisse 0 dont l'équation
réduite est y = exp’(0)(x — 0) + exp(0), autrement dit, y = x + 1.

Conclusion : Vt € R, e' > 1+ t.

e Soit t > —1. D'apres le point précédent :
el > 1+t

Ainsi, par croissance de In sur R™7, licite car 1+t > 0 (puisque t > —1) :

In(1+t) < t

Conclusion : Vt > —1, In(1+t) < t.

2. On définit la fonction f sur [0;1] par f(t) = (1 + t)e™" — ¢.

2.a. Ftudier les variations de f et montrer qu'il existe un unique a €0; 1[ tel que f(a) = 0 et que pour tout t € [0; 1],
fit)y>0 < t<a.

e La fonction f est dérivable sur [0; 1] comme produit et somme de telles fonctions, et, pour tout t € [0; 1] :

ffity=e"—(1+te =1
= —te ' =1
<0 J £ >0 dont —te ™" <0
Dol :
t 0 1
(0 R
1
-
! 26 —1
]

e La fonction f est :

v continue sur |0; 1],
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Trées bon probleme mélant analyse
et variables aléatoires discrétes.
Des classiques sur lesquels il
fallait prendre les points; méme
st le sujet contient également

bon nombre de questions assez
difficiles.

Pour information :

e Répartition des points de ba-
reme respectivement sur 4 par-
ties : 29%, 17%, 25%, 29%.

e La note 13/20 était obtenu avec
18% des points et le 20 a 50%.

e Rapport de jury

Remarque

On commence doucement pas
deux énormes classiques sur
lesquels il est inimaginable de ne
pas prendre tous les points !

Clest a peine plus long de faire
un tableau qu'une phrase.. Et
clest plus visuel !
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v strictement décroissante sur ]0; 1.

Ainsi, par théoréme de bijection, f est bijective de |0; 1] dans 7(]0; 1[), avec £ (J0; 1[) =]2e™" — 1;1[.
Or
2
e —1=2—-1
e
2—e

<()e /e,;Z

Ainst 0 E_Z(f1 - 11

Conclusion : l'équation f(t) = 0 posséde une unique solution sur |0; 1], notée a.

e [Enfin, pour tout t € [0;1]:

(1) >0 < f(t)> f(a)
— < a

j stricte décroissance de f sur [0; 1] licite car t, a € [0;1

Conclusion : Vt €[0;1], f(t) >0 < t< a

Important !

La encore, cest trés classique : il
faut prendre tous les points, sans
oublier d'hypothése, et avoir une
rédaction type qui soit claire et
structurée.

2.b. Ecrire un programme Python qui renvoie une valeur approchée de a & 107> prés.
Proposons la fonction suivante, basée sur 'algorithme de dichotomie :

1| import numpy as np

3l def £(t):
4 return (1+t)*np.exp(-t)-t

o) def alpha():

7 a=0

8 b=1

9 while b-a>10%*(-3):
10 m=(a+b)/2

11 if f(a)*f(m)<O0:
12 b=m

13 elif f(a)*f(m)>0:
14 a=m

15 else:

16 return m

17 return (a+b)/2

Important !

La encore, il faut prendre les
points | Cette question est certai-
nement démesurément rémunérée
compte tenu de sa difficulté...

AUTRE ALGORITHME POSSIBLE

Puisque f est décroissante sur [0; 1], on peut proposer la version suivante :

1| import numpy as np

2

3[ def £(t):

4 return (1+t)*np.exp(-t)-t
5

6| def alpha():

7 a=0

8 b=1

9 while b-a>10%*(-3):
10 m=(a+b) /2

1 if £(m)>0:

12 a=m

13 elif f£(m)<O0:

14 b=m

15 else:

16 return m

17 return (a+b)/2

1
2.c. Montrer que pour tout t € [0;1], " < 1+ 2t. En déduire que a > —=.

V2

e On sait que la fonction exp est convexe sur R. Par conséquent, sur [0; 1], sa courbe représentative est au-

— & Méthode !

Bien évidemment, il est possible
(et sans doute attendu...) d'étudier
la fonction g : t — e — (1 + 2t).
Elle est dérivable sur [0;1], et

Vee0;1], g'(t)=e" -2

dessous du segment [AB], ot A(0; 1) et B(1;e). Or la droite (AB) a pour équation réduite y = 1+ (e — 1)x. 4 On trouve que g posséde un

D'ou :
Vie[0;1], e <1+ (e—1Nt
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maximum en 0; et
9(0)=0
Dot :
vVt e[0;1], g(t) <0

Ce qui prouve le résultat.




Ensuite, puisque e < 3, on a e — 1< 2; dou le résultat, car pour tout t € [0;1], t > 0...
Conclusion : ¥t € [0; 1], e’ <14 2t.
e On sait que f(a) =0; et :

m Réflexe !

1
Pour comparer a et —=, on com-

V2

f(i):(1+i)of%,i pare leurs images par f !

1 € 1
hoint précédent avec t = — € [0;1]:ev2 <14+2—— =1+2
J point | a 7 € ] < 7

WV

Ainsi

1
Dol le résultat, par stricte décroissance de f sur [0; 1] (licite car a, 7 e [0;1]).

1
7

Conclusion : o >

k
i=0

. Soit U une variable aléatoire a densité, a valeurs dans [0; 1], qui suit la lot uniforme et p €]0; a[. On pose B = f(p).
X = Ljpcu<psp et pour tout w € Q, Y(w) = min {k EN/Uw<<)
X Attention !

On définit les variables aléatoires X et Y par :
i
P op
i!
Question qui n'était pas dans le

En déduire que la variable aléatoire Y est bien définie et déterminer la lot de X. sujet initial; cela crée un déca-

+00
3.a. Rappeler la valeur de Z %e_’f
=0

lage de la numérotation.

D

oo
_ p' . . P
e On sait que > i est une série exponentielle convergente et que > Toe
(! ' (!
i=0 i=0

+00 i
. P,
Conclusion : > e P=1.
il

i=0

k ]
e Soit w € (). On sait que U(w) < 1 et d'apres le point précédent lim Z p_—e”7 =1
k—+4o00 v 1!
L L
Ainsi, par définition de la limite, il existe un rang ko € N tel que Vk > ky, lim p—e”’ > U(w). Par

k—+00 {!
i=0

i

3
D
conséquent, l'ensemble {k eN/Uw) < Z l_]e’]} possede un minimum, et donc Y(w) est bien défini.
—
Conclusion : la variable aléatoire Y est bien définie. — Remarque
Inutile, ici, de mentionner que
e Loi de X. U est a densité. En effet, on a
toujours :
* Par @hntﬂon, on a déja X(Q) C {0;1}. P(la < X < b)) = Fx(b) — Fx(a)
* Ensuite : En revanche, ce n'est pas toujours
) le cas de P([a < X < b)) par
IP([X = ”) = IP([B < U< B +p_) 4 exemple...

J en notant Fy sa fonction de répartition

= FulB+p)—FulB)

Or, on sait que :

0 six<0 4* Important !
[ Ona:
VxeR, Fylx)=1x sixe[0;1 na
. » 0 six<O
1 stx=21 Vx €R, Fulx)=4x sixel0;1
et: T six>1
x p €]0; af, ainsi d'aprés la question 2.a. : f(p) € [0; 1]. Autrement dit : [L0§s1]l<)[§ ;J[n;fto]rg?l?ﬁ Sssrzt](:i)l]tres
les mémes.

B €0;1]
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X ensuite :

fip)+p
e "+ pe™

e
<Y Per—1
Zklo

k=0

B+p

D

Donc
B+ pel0]

Par conséquent :

P(X =1]) = Fu(B+ p) — Fu(B)
=B+p—8
=p

Conclusion : X — A(p).

ki
3.b. Ecrire une fonction Python, minimum(x,p) qui renvoie le minimum de l'ensemble { k € N/ x < E P‘e_p]»
—

i=0

lorsque x € [0; 1] et p €]0; 1[. En déduire une fonction simulY(p) qui réalise une simulation de Y.

1| import numpy as np

2l import numpy.random as rd
3]

s def minimum(x,p):

5 k=0

6 fact=1

7 S=np.exp(-p)

8 while S<x:

9 k=k+1

10 fact=factx*xk

1 S=S+p**k/fact*np.exp(-p)
12 return k

13!

uldef simulY(p):

15 U=rd.random()

16 Y=minimum (U, p)

17 return Y

Remarque

On calcule la factorielle au fur et
a mesure, plut6t que d'utiliser une
commande toute préte..

3.c. Montrer que Y suit la loi de Poisson de parametre p.
e Remarquons déja que, par définition : Y(Q) C N.
e Soient k € N. Par définition de Y et avec la convention Z =0:

k=1 ko
= Par oy P -
[vk[ZHe <L,<ZHF }
i=0 i=0
D'ou
k—1 pi k p
P(Y =k]) =P { |”<U<Z“‘”])
i=0 i=0
ko k1
= Fy Le r Fu Le p)
i! (!
i=0 i=0
et :

* on a immédiatement

K i
VK €N, Z%e”’ >0
(!
i=0

i

. . - p . . .
* ensuite, on sait que la série > e P est convergente de somme égale a 1. Et comme la suite des
il

i=0

sommes partielles associée est croissante, on a :
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Remarque
On peut se contenter de préciser
que les deux sommes sont dans
[0;1], sans aller chercher [0; 1[...
car Fy(1) = 1 et dong st x = 1,
on a bien Fy(x) = x.




D'ou P—'e*’) et p—l “P appartiennent a [0; 1. Par conséquent, en reprenant le calcul plus haut
il !
i=0 i=0
k P k1 P
Py =k) =3 o=} Lo
=0 i=0

_ P

ke
Conclusion : Y — Z(p).

3.d. Soit k un entier, k = 2. Montrer que si [Y = k] est réalisé alors [X = 0] lest.
k
En déduire que P([X = 0]N[Y = k]) = %e"?
e Démontrons [V = k] C [X = 0] Soit w € [V = k].

* Remarquons déja que B = f(p) = (1 + ple " —

Xl = {é

* Ensuite, on a Y(w) = k, et donc:

petB+p=(1+ple” Ainsi:

st (1+ple? —p < Ulw)
sinon

<S(T+pe?

Et, puisque kK > 2, on a
il i
- Fe*/) —e P +pe P+ 2 Feﬂ7
[ =24
>0
> (14 pe?
D'ot, par transitivité U(w) > (1 + ple”
Et ainsi :
X(w) =0
Conclusion : [Y = k] C [X = 0]
e Puisque [Y =k]C[X =0} onalY =k|N[X=0]=[Y =k]; et ainsi :
P([Y = kn[X =0]) = P([Y = k)
pt
Conclusion : d'apreés la question précédente, pour tout k € [2; +o0o[, P([X = 0]N[Y = k]) = e -p
3.e. Montrer que [X =0]N[Y = 1] = @. En déduire que
P(X=1n[Y=1])=pe? ; P(X=0n[Y=0])=B; P(X=1n[V=0)=p(1—e7)

] Remarquons pour commencer :

X =0]n[Y =1]=

| J X(Q) = {01}

Soit alors w € [Y = 1]. Dans ce cas, par définition de Y :

e’ <Ulw) < (I +ple” =B+p
Démontrons maintenant que e » > B. On a :
B — e’ >=1(p)

=
— e’ >(1+pe’—p
& 0=ple”-1)

Or p >0, donce™”—1<0etainsi ple” —1) < 0. Par équivalences, on a donc établi :
e?P>pB
Ainsi, par transitivité :
B<Uw <PB+p
Dot :
we X =1]
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A retenir...

Cest un résultat assez intuitif en
fait :

ANB=92 < ACB




Conclusion : [Y = 1] C [X = 1], et donc, d'aprés 'équivalence du début, [V = 1]N[X = 0] = @.

e D'apreés ce qui précede, [Y = 1] C [X =1] donc [Y =1]N[X =1]=[Y = 1] et ainsi :

Y P
=pe? / )

Conclusion : P([X = 1]N[Y =1]) = pe”.

e Ona:

Ainsi :

] <BIUIU > B+pl) N[U< e
=([U<BIN[U>eP)U(U>B+pINn[U<e?))

JU([U>e™®+pe?IN[U< e
] / pe” >0, donc[U>e? +pe?IN[UL e’ =a

/ B €0;1[ (question 3.a.)

Conclusion : P([X =0]N[Y = 0]) = B.

k>0

Ainsi :

Ou ALORS...

D'aprés la formule des probabilités totales, avec ([Y = k])keN comme systeme complet d'évenements, la série

>_P(Y =

P(X =0]) =) P([Y =kn[X=0]

Conclusion : P([X = 0]n[Y =0]) = B.

K]N[X = 0]) est convergente et :

+00
k=0

- IP([Y =0nix= 0]) * ]P([Y =X = O]) N ;]P([Y = Knix = O]) L) point précédent, quegtion 3.d.

=P(Y=0n[X=0]) + io ‘/’(—k‘e‘f’
k=2

=P(Y=0n[X=0])+ f p?fe,p —e P —pe P
k=0
=P(Y=0n[X=0)+1—e P —pe?

P(Y =0]n[X =0]) = P(X=0]) =1+ (1 + p)e?

——p—1+(1+p)e” ) S
=(1+pe?-p

= f(p)

=B

e Enfin:

D'ou :

//-)’ge”mﬁ\p:(l”\/)@ P>e™P

:e/‘)fﬁ Jﬂe”?\@ﬂ\
=e " —f(p)

=e?’—(1+pe+p

=—peP+p

=p(1—e7)
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/ on a wvu, ci-dessus que B < e, donc (U< BIN[U > e "]

U

<

x

B

>



Ou ALORS...

D'apres la formule des probabilités totales, avec ([X = 0],[X = 1]) comme systeme complet d'événements :
P([Y =0)) =P(X =0n[Y =0]) + P(IX =1]n[Y =0])

L) point précédent
=B+P(X=1]n[y =0

Ainst :
P(X =1 =0]) = =0]) —
(X =11l = o) = P({y =0} - 8 Y
= ~1(p)
=e?—(1+ple?+p
=—pe’+p
=p(1=e7)
Conclusion : P([X =1]n[Y =0]) = p(1 —e7P).
3.f. Montrer que P([X # Y]) =1+ p — (14 2p)e”, puis que P([X # Y]) < 2p”.
e Ona: Remarque
: o B On pourrait également repas-
]P( X #+ YU =1— ]PUX = YU - » » X(Q) = {0:1} et Y(Q) = N ser par:une FPT pour calculer
:1f(IPUX:ONW“/:O)+]P(X:ﬂﬁ y:”)) P([X = Y]) et, on retrouverait
., / question précédente P(X =0]n[Y =0]) + P(X =
=1—(B+pe”) [y =1)).
=1—(1+pe?+p—pe?
=1+p—(1+2p)e?”
Conclusion : P([X # Y]) =1+ p — (1 + 2p)e .
e Ensuite :
P(X#VY])<2p” & 14+p—(1+2pe?<2p’
= 20" —p—1+@2p+1e >0 ’
2 . 1) 2 . PS0 Vx € R, 2x —x =1 = (2x 4+ 1)(x — 1) (en remarquant que
= ( P+ )(/)7 +( p+ )P - 1 est racine de x — 2x“ —x — 1)
— 2p+N)p—1+eP?) =0

Or, d'apreés la question 1. avec t = —p e ” > —p+Tdonce” +p—=>0;et2p+1>0. Dol :

2p+Np—14+e?) =0

Conclusion : par équivalences, on a ]P(:X + Y]) < 2p’.

— X Attention !
L'énoncé initial quidait vers une
méthode utilisant l'inégalité de
Markoy, sur laquelle le pro-
gramme officiel est clair : elle

4. Inégalité de Boole - Soit (Bi)ken+ une suite dévénements. Démontrer :
P (B 4 nest pas exigible. Je fais donc le
1 choix de ne pas guider et laisser

n
U Be] <
k=1 k
la possibilité de raisonner par

e Initialisation. Pour n = 1 : c'est immédiat. récurrence (ce qui est aussi plus
n n4 n+1 élémentaire..).

e Hérédité. Soit n € N*. Supposons P < Z]P(Bk) et montrons IP By | < Z P(By) % Classique ! %

1
s ~
k=1 k=1 k=1 k=1 < Question classique et facile...
Ona:
n+1

U By

k=1

n

Vne N, P

n

n

U By

k=1

P =P

U Bn 1)

formule de Poincaré
n
-P B,

k=1

+P(B,1)— P

UB/\) FB,M)
k=1

NB,y1| =0

hypothése de récurrence et IP ( U By
n k=1

<) P(B)+P(By1)
k=1

n+1

=Y P(BY)

k=1

ST

n

s

k=1

Conclusion : ¥n € N, P < P (By).
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ENONCE INITIAL

k
Soit k € N*, By, ..., Bx des événements. On pose T = Z 1.
i=1

4.a. Montrer que P([T > 1]) =P

K
Us:
i=1

k
[T > 1] est réalisé si, et seulement si, {Z 1g > W] est réalisé
i=1

si,

positives ou nulles

si, et seulement si,

[1p, = 1] est réalisé

=

i=1

~ |

Si,

et seulement si, U B, est réalisé
i=1

Dot :

Conclusion : P([T > 1]) =P

o)

n
<) P(BY)
k=1

P

n
Usi
k=1

La variable aléatoire T
v est a valeurs positives, car les indicatrices le sont;
v/ admet une espérance, comme somme de telles variables aléatoires.

Ainsi, d'apres l'inégalité de Markov :
E(7)

a

Va >0, P([T > a]) <
Or

k
E(T)=E (Zlb)
=1
k

> Ellg)

D'oti, en prenant a = 1 :

n

Conclusion : P ( U By
k=1

n
<) P (B
k=1

4.b. En utilisant une inégalité du cours, que l'on énoncera précisément, en déduire :

et seulement si, au moins une des indicatrices 15, ,...1g, a pris la valeur 1, car toutes sont

J linéarité de l'espérance, licite car toutes existent

5. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. On pose

(X, V) = i IP(X = k) —P([Y =K])| et d(X,V)=P(X +Y))

5.a. Justifier que la série définissant 0(X, Y) est bien convergente.

v Par inégalité triangulaire : Yk € N, 0 < [P([X = k]) = P([Y = k])| < P([X =
v Les séries Z ]P(X = /\J) et Z]P(W = /\"]) sont convergentes, donc la série Z (]P(

k=0 k=0
également.

k>0

k)

Remarque

On pourra aller travailler les
sujets ESSEC 2013 E2 et ESSEC
2006 E2.

+P([Y = K)).

X = k) + P([Y = k]))

Conclusion :
définissant 0(X, Y) est convergente.

par critere de comparaison (par inégalité) sur les séries a termes généraux positifs, la série

5.b. Soit k € N tel que P([X = k]) = P([Y = k]). Montrer que |IP([X = k]) =IP([Y = k])| < P([X = k]n[Y + k]).

Puisque P([X = k]) > P([Y = k]), on a
|P(X =K]) —=P([Y = k)| = P(X = k]) = P([Y = k]
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j FPT avec ([Y = k],[Y # k]) comme SCE



([X =kN[y = k]) +1P([X =kln[Y + k]) 71P([Y a k]) J [X =k]N[Y = k] C [V = k] donc par croissance de PP :
kKIn[Y + k) Afww;\) (Y =)

Conclusion : ‘IP(:X — k) = P(Y = )| < P(IX = KlN[Y £ &),

5.c. En déduire que pour tout k € N,
|P(X =k]) = P(Y =k])| SP(X =kIN[Y # K]) + P([X # k] N[Y = k])

Soit kK € N. Distinguons deux cas :
e si P([X = k]) = P([Y = kJ), alors d'aprés la question précédente :

P(IX = k) = P([Y = K])| S P(IX = KN [Y + K])
Et comme P([X # k]N[Y =k]) >0, 0ona:
IP(IX = k) = P([Y = K])| S P(X = KN [Y £ k) + P(IX £ K n[Y = )

o si P([X = k]) < P([Y = k]), alors en particulier P([Y = k]) > P([X = k]); et ainsi, par symétrie des
roles de X et Y dans le résultat du point précédent, on a ausst :

|P(X =K]) —=P([Y = K])| SP(X = kN[Y +K]) + P([X # k]N[Y = k])

D'ol le résultat, dans les deux cas.

Conclusion : pour tout k € N, [P([X = k]) =P ([Y = k])| < P([X = k|n[Y # k) + P([X # k]N[Y = k]).

5.d. En conclure que o(X, Y) < 2d(X,Y) < 2
e Déja, puisque d(X,Y) = P([X # Y]), on a d(X,Y) < 1. Et donc :

2d(X, ¥) <2

e Ensuite , d'apres la formule des probabilités totales, avec ([X = k])/‘,,N comme systeme complet dévene-

ments, la série Z]P([X = k]N[X # Y]) est convergente et :

k=0

+
Q

(gl

P(X+VY]) =Y P(X=knX+Y)

8

P([X = k]N[Y + k)

~

=(

De méme, avec (W _ /<J)A£N comme systeme complet d'évenements, on a

P(X +V]) = ZIP([X = kIN[Y + k)

. . I . On pense a mentionner la conver-
convergentes (question 5.a. et ce qui précede) : gence des séries pour pouvoir

S , ! L . - . v Rigueur !
Ainsi, en sommant le résultat de la question précédente pour kK € N, licite car les deux séries en jeu sont 8 )
sommer sur N.

3(X, V) < 2P([X + V)

Conclusion : 0(X, Y) < 2d(X,Y) < 2

PARTIE 2 - UNE INEGALITE D'APRES HoDGE ET LE Cam

On conserve les notations de la partie 1.

On considére une suite (Uy)ren+ de variables aléatoires a densité indépendantes qui suivent la lot uniforme sur [0, 1.

Soit n € N* et py, ..., p, des réels appartenant a |0; 1[. Pour tout k € [1; n], on deﬁmt comme X et Y dans la question Remarque

3. de la partie 1, Xi et Y avec Uy et py a la place de U et p. On pose A, = Zpk S, = ZXk et T, = Z Y. Je choisis de noter A, = gpk'

k=1 k=1 k=1 plutdt que A dans le sujet initial.

On souhaite établir l'inégalité : §(S,, T,) < 4Zpk (LC).

6. Montrer que st l'un au moins des py est supérieur ou égal a o alors (LC) est vérifiée.
Supposons qu'il existe ky € [1; n], que l'on considere ensuite, tel que py, = a.
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1 , 1

, \ . . 2 +
e D'apres la question 2.c., a > —2 > ——; donc, par croissance de .“ sur R™ :

—

2
Py Z 5

e Or, pour tout k € [1;n] \ {ko}, pf = 0. D'ols :
P> pi
k=1
Par conséquent :

4)_pi > 4pi,

k=1
Ainst :
4)_pi>2
k=1

D'apres la question 5.d. et par transitivité, (LC) est vérifiée.

Conclusion : si l'un au moins des py est supérieur ou égal a a alors (LC) est vérifiée.

» On suppose dans la suite de cette partie que pour tout k € [1;n], pix < a.

7. Justifier brievement que Xj, ...
On sait que

, X (respectivement Y, ..., ;) sont indépendantes.

v U, ..., U, sont indépendantes,

1 Lx €p;
v pour tout k € [1;n], X = fi(Uy), ot fr - x —> sty €lpp +pk]_

0 sinon
Ainsi, par lemme des coalitions, 1g-,<p4p,. ---» Lg<u,<p+p, le sont également.
Conclusion : Xj, ..., X, sont indépendantes. De la méme facon, Y, ..., ¥, sont indépendantes.

— Remarque

L'énoncé dit "brievement’. Il était
donc probable que le seul point
certainement alloué a la question

< soit obtenu en mentionnant le

lemme des coalitions (ans oublier
'hypothese que Uy, ..., U, sont
indépendantes) : nul besoin de
poser les fonctions fi je pense.

S~

8. Quelle est la lot de T,7? Si les pg sont tous égaux a — (avec A un réel strictement positif), quelle est la loi de S,?
Quelle est alors la limite en loi de la suite (S,)penr ?

e On sait que :

A
k=1

v Vk e [1;n], Yi— Z(px) (question 3.c.),

v Yy, ..., Y, sont indépendantes.
n

& ZM

k=1

Ainsi, par stabilité des lois de Poisson, T, <

Conclusion : T, — Z(A,).

\

A
e Supposons que pour tout k € [1;n], pr = —.
n

v 5/7 - iX/”
k=1

vV Vkeln], Xe, = £ (%) (question 3.a.),
I

Dans ce cas :

v X, ..., X, sont indépendantes.

. - A
Conclusion : S, — % (n; — )
n

Conclusion : on sait alors, d'apres le cours, que S, — Z, ol Z — Z(A).
i

n—+o00
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Remarque
Le sujet initial était un peu confus
ici sur la valeur de A qui était
défint plus haut comme étant égal

n
a Zpk. Jai pris la liberté de
k=1
modifier légerement.




9. 9.a. Montrer que [S, # T,] C U[Xk + Yil
k=1
Ona:

}SH%TH\UXA%YA <:>U  + Y] C[S, £ T

/ lois de Morgan

n

— (X =Y]cC[S, =T,

Et cette derniere inclusion est immédiate, par définition de S, et T,,.

n

Conclusion : par équivalences, on a établi [S, # T,] C U[X* + Vi

k=1

Soit w € [S, # T,). Dans ce cas :
Sn(w) # Tn(w)

> Xilw) # ) Vilw)
k=1 k=1

Autrement dit :

n

Y (Xe(w) = Ye(w)) #0

k=1

Ainst : il existe au moins un k € [1; n] tel que Xi(w) # Yi(w). Autrement dit :

C:

[Xk + Y]

~

D'our le résultat.

AUTREMENT...

Et ainsi, il existe au moins un k € [1; n] tel que Xy (w)— Yi(w) # 0 (st ce n'était pas le cas, la somme serait nulle...).

9.b. En déduire que pour tout n € N*, 6(S,,, T,,) < 4Zpk
Soit n € N*.
e D'apres la question 5.d., licite car X, et Y, sont a valeurs dans N :

0(Sn, Tn) < 2d(5, Tp)

e D'apres la question précédente, et par croissance de IP :

“J(S/w T/r) <P

e Diapres l'inégalité de Boole

X + v
k=1

e D'apres la question 3.f. (licite par définition de Xi et Yi) :
Vk € [1;n], P([X #+ Yil) < 2p;
En sommant pour k € [1; n], on obtient finalement :
Z]P(XA + ) < ZZPf
k=1 k=1

D'ou le résultat, par transitivité.

Conclusion : pour tout n € N*, §(S,, T,,) < 42[)A

p

10. Un cas particulier - On suppose dans cette question que tous les py sont égaux a — (avec A un réel strictement

>

positif). Montrer que pour tout n € N*,

Soit n € N*.
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A retenir...
&c B« BCA

= Rappels...
wel| JA = FkellweA
kel

we A = Vkel weA
kel

Remarque

Clest une question bilan. Tous
les résultats intermédiaires étant
donnés, il faut tenter cette ques-
tion pour avoir les points.




e On a déja

3(Su. To) = )_ |P([Sy = K)) = P([Ts = k)|
=Y [P(S = k) BT =)+ Y [P(S, — &

e [t daprées la question précédente :

SH Tn 4Z[M
‘f,"
Par conséquent
: 402
> P([S, = k) = P([T, = K])| < —

A

D'ou le résultat, d'aprés les lois de X, et Y, données en question 8., licite car pour tout k € [1;n], px = —.

n

n 1\ Kk n—k k 2
A A 4A
Conclusion : pour tout n € N*, > (”) (ﬁ) (1 — 7) — Ee’/ < —.
n | n
k=0

11. Une application - Soit n un entier, n >

1
de succés respectives ——, .
P n+1"n+2 2n

k
4
11.a. Montrer que pour tout kK € N, ’IP([SH = k]) - %efsn < -
Notons, pour tout k € [[1;n] !
[ u ut K o . = .
P 1l P n+k

v Considérons que, pour tout k € [1;n], Yi < Z(px). Ainsi, comme en question 8. :

.On note S, le nombre de succes de l'expérience totale et s, = Z

2, on réalise n expériences de Bernoulli indépendantes avec les probabilités

o
n+k

k=1

Iy = P(s,).

v En notant, pour tout k € [1; n]], Xk la variable aléatoire prenant la valeur 1 en cas de succes a la k-iéme

épreuve de Bernoulli, O sinon, on a, pour tout k € [1;n], Xk — B(py) et S, =

Par conséquent, les hypotheses sur les lois de S, et T, sont présentes pour ap
D

0(S, Tn) <

Autrement dit :

Or :
Vk e [1;n],

D'ot, en sommant pour k € [1; n], on obtient :

On a donc, par transitivité :

+00
Or chaque terme de la somme >
k=0

. ie Sn

P(S, = k) - 2

. 4 . o vy 4
égale a —, chacun des termes est également inférieur ou égal a —.
) n n

>

phquer (LC) et ainsi :

est positif, donc, puisque la somme est inférieure ou

Conclusion : Yk € N, ']P({S,, = k) — Le
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o

— Remarque

Clest une question assez difficile
en fait, déroutante a plus d'un
titre : @ c'est une application

de l'inégalité (LC) et pourtant,
aucune somme n'entre en jeu

Il faut toutefois appliquer ce
qui précéde, et voir comment
conclure...

e il faut introduire des variables
aléatoires qui ne sont pas comme
les Xk et Yk, mais qui en ont la
méme loi, ce qui suffit.

Pourquoi ?

Si ce n'était pas le cas, alors
la somme serait strictement su-

périeure a — puisque tous les
n

termes sont positifs...

— ¥ L’avis du chef ! ¥ —

Une des difficultés, quand on doit
établir des inégalités, réside dans
le fait de savoir quelle information
perdre. En effet, une inégalité est
une perte d'information par rap-
port a une égalité. Ici, on utilise
un résultat plus précis pour, a
force de majorations 'grossiéres’,
en déduire un résultats plus gros-
sier.




11.b. Etablir que pour tout k € [1; n],

k+1 1 1 k 1
/ dt < </ dt
« n+t n+k w1 n+t

Soit k € [[1;n].
e Ona:
Vielkk+1), n+t>=n+k

1
D'ot, par décroissance de — sur R*™ licite car pour tout k € [1;n], n+k>=n>0:

1 1
<
n+t n+k

vt € [k k +1],

Ainsi, par croissance de l'intégrale, licite car k < k + 1 et que les fonctions en jeu sont continues sur le

segment [k; k + 1] :
k1 K1
| at< | dt
o A+t v Ntk

k+1 1 1
| dt <
«  h+t n+k

1 1
=
n+ n+k

k
1
j dr>
v N+t n-+k

A 1 £
Conclusion : Yk € [1;n], / dt < < j
v+t n+k kg N+t

Autrement dit :

e De la méme facon :

vt ek -1k,

~

Et ainsi, en intégrant sur [k — 1; k] :

11.c. En déduire un encadrement de s, puis que LlT s, = In(2).

e En sommant U'encadrement de la question précédente pour k € [1;n], et par relation de Chasles :

n+1 1 dt<i 1 _ n 1 U
. n+to n+k > Jy n+t

k=1
Et ainsi :
In2n+1)—In(n+1) < s, < In(2n) — In(n)

C'est-a-dire : : :
n ( n ) <sp <n(2)

n+1
2 1 2 1

e Mais Llim n = 2, et donc, par composition, lim [n ( n ) = n(2).

n—+4o00 N + n—-+o0 n -+ 1

Conclusion : par théoreme d'encadrement, lim s, = n(2).

n—+o00

11.d. Conclure que (S,),>> converge en loi vers une variable aléatoire S qui suit la loi de Poisson de parametre [n(2).
Soit S une variable aléatoire suivant la lot @( ln(2)). Puisque, pour tout n € [2; +o0[, S, et S sont a valeurs
dans N, on a :

S. % S e vkeN, lim P(S, = k) =P(S = k)
n—-+o00 n—+o00
Soit k € N. On a :
k
v d'apres la question 11.a. et par théoreme d'encadrement : lim IF’([S,7 = k]) — %e’g” =0.
n—+o00 ¢!
v dapres la question précédente :
sk n2)*
; 2n a—sn —n(2)
Y
Par conséquent :
| 2" _,
) lgr_n%]P([S,7 =k]) = e (@)
=P([S =]

Conclusion : S, =, S, ot S — (0]( ln(Z)).

n—+o00
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*Subtil... % ——
lim (u, —v,) = 0 n'implique pas
n—+o0
lim u, = lim v, !l se peut
n—+00

4 en effet que (uy) et (v,) n'aient
pas de limite en oo ! Il suffit, pas
exemple, de prendre u, = (—1)"

etv, =(—1)"+ o




PARTIE 3 - ETUDE DU MAXIMUM D'UNE FONCTION

e¥ —1

Pour tout x € [0; +oc], on pose h(x) = X stx>0
1 six=0

12. Montrer que h est de classe €' sur R et préciser la valeur de h'(0).

e Sur R : la fonction h est €' sur R™ comme quotient de deux fonctions €' sur R™ dont le dénominateur ne

s'annule pas sur R™.
e EnO:
* Dérivabilité :
On sait que

e :1+x+§+xgu()<')
Dot : :
h(x) =1+ 5X +X30(x)
1
Conclusion : h est dérivable en 0 et h'(0) = 5

% Continuité de h’ :
On a, pour tout x > 0 :

xet —(e¥ —=1)
h'(x) = —
52
Ore*=1+x+ > + 0()()( ), d'oli
2
X 2 X X
xe' = x4+ x° + o)(x) ;e 71:x+?+ 0
X—>!
D'ou :
e =51 o ()
xet — -1 == o (x°
Z X—0
Ainst : 1
h(x) = = o (1
(X) 2 - x—0
Part conséquent :
limh'(x) = =
x—0 (X)
x>0
= h'(0)
Conclusion : la fonction h’ est continue en O.
Conclusion : h est €' en 0.

— & Méthode !

Sinon on étudie la limite du taux
h(0)

d’accroissement —————
x—0

lorsque x — 0. On transforme

un peu lexpression avant d'utiliser

un DL,(0) de exp.

— = Rappel...
h est dérivable en a ssi h admet
un DLy(a); et, le cas échéant,
f'(a) est le coefficient devant le
terme de degré 1 du DL.

% Classique ! %

, 1
Conclusion : la fonction h est de classe €' sur R™ et h'(0) = 5

Grand classique des concours,

y compris sur les épreuves

Ecricome, EDHEC et emlyon.
4 A traiter parfaitement |

On définit alors la fonction g sur R* par g(x) = e’X/ h(t)dt.
0

13.13.a. Montrer que pour tout x > 0, g'(x) = e (1 - / (h(t) — h’(t))dt)4
, 0

Notons H : x —
0

fonction H est €' sur R et :

Vx € R, H'(x) = h(x)

Par conséquent, la fonction g est dérivable sur R* et, pour tout x € R :

=—e "H(X)+e"H'(x)

= —e A/ h(t)dt + e *h(x)
0

= —e /()/7(r)df+c (ﬂ /7(r)dr+/7(0))
=e " (17/0 (/7(()7/7 (f))d[)

q'(x)

h(t)dt. Puisque h est continue sur R™, d'aprés le théoréme fondamental de l'analyse, la

J h" est continue sur [0; x], donc / h(t)dt = h(x) — h(0)

0

Conclusion : pour tout x >0, ¢'(x) = e™* (1 7/ (h(r) — /7’({))(#).
0
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el —1—t

13.b. Montrer que pour tout t > 0, h(t) — h'(t) = 2

Soit t > 0.
el —1 te! —el +1

t t?
tel —t —tel +el —1
lZ
el —1—1t

)

12

h(t)—h'(t) =

el —1 —t

Conclusion : pour tout t > 0, h(t) — h'(t) = =

13.c. En déduire que pour tout t > 0, h(t) — h'(t) > 0 et Llim ] (h(t) = h'(t))dt = +oc.
0

X—+00
e Soit t € R".
* Sit=0:
On sait que h(0) =1 et h'(0) = % ; donc

h(0) — H'(0) > 0

* Stt>0:
On sait déja que e’ > t + 1. Ensuite, par stricte convexité de exp sur R, la courbe de exp est partout

Remarque
strictement au-dessus de sa tangente en 0, sauf au point de tangence. On voit parfois dans les énoncés
Par conséquent, puisque ¢t > 0, on a e’ > t+ 1, dou : ‘Démontrer que pour tout t € R,
e’ > t+1, avec éqgalité si, et
h(t) — /7/(f) >0 seulement si, t = 0.

Conclusion : Vt >0, h(t) — h'(t) > 0.

X

e x Par conséquent, puisque F : x — (/7([) — h/(t))dr est une primitive de h —h’ sur R*, la fonction

0 Remarque
F est strictement croissante sur R™.Ainsi, par théoreme de limite monotone, la fonction F possede une +7Le caractére strict n'est pas né-

limite en +o0. cessaire...
* Or:
. , . ) ] eI o »] —t
v/ par croissances comparées, on obtient rapidement L 0 — ;
t—+00 -
1 el —1—t
VR 220 T >0

roo 4
v L'lntégralej ?dt est divergente.
1

+oo Lt
- L : TN el —1—t .
Ainsi, par critere de comparaison (par négligeabilité), 'intégrale / ————dt est également
1

divergente.

1
Or h — h' est continue sur R™, donc l'intégrale j (/l(f) — /7’(1‘))(/2‘ est convergente (non impropre).
0

oo
Par conséquent, l'intégrale / (/7(f) — h/(r))dr est divergente.
0

Par conséquent :

Conclusion : lim / (/7(r) — /ﬂ(r))dr = +o00.

X—+00 0

Ou ALORS...

Par croissances comparées :
) Dl —
HllJrrnDO (h(t) = K'(t)) = +o0
Par conséquent, il existe un réel A, que l'on considére ensuite, tel que :
Vi A h(t)—h () =1

Ainsi, par croissance de l'intégrale D'ot, pour tout réel x > A, par croissance de l'intégrale

,//a(h(t)_h(t))dt2]/4 1dt =x—A

et alnsi :
X

X A A
/O(h(t)—h(t))dt=l/0 (h(t)—h(t))dt+/ (h(t) — k(1)) dt ;/0 (h(t) = W (1) dt + x — A

A
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Or, par opérations :
A
lim / (h(t) = h'(0)dt + x — A= 400

x—=+00 Jg

Conclusion : par théoreme de comparaison, llT / (h(t) = h'(t))dt = +o00.
X——+00 O

13.d. Dans un méme tableau, représenter le signe de g’ et les variations de g en justifiant que g posséde un maximum
qui est atteint en un unique réel noté y > 0 que l'on fera apparaltre dans ce tableau.

e En notant a nouveau F @ x — / (h(t) — /ﬂ(r))dr, ona:
0
Vx>0, g'(x) =e (1= F(x))

e [nsuite, la fonction F est :

v continue sur R*, comme primitive de h — h’, continue sur R*;
v strictement croissante sur R, car pour tout x >0, F'(x) = h(x) — h’(x) > 0 (question précédente).
Ainsi, par théoreme de bijection, la fonction F est bijective de R* dans F(R™), avec
F(R™) = [F(0); lim F]
reo J question précédente
— Rt

Or 1 € R*, donc l'équation F(x) = 1 posséde une unique solution sur R*, notée y. Et, puisque F(0) =0,

ona:
F(0) < F(y)

D'ol, par stricte croissance de F sur R™ :
y >0

Enfin, comme F est strictement croissante sur R‘, on a:

Vx €0y, Fix) <1 ; Fly)=1 Yx Ely;4oq, F(x)>1
On en déduit :
X 0 Y +00
g'(x) + 0 -
g / \
1 f—1—t 1
14.14.a. Montrer que pour tout t > 0, 5 < GT < Ee’.
e Soit t>0.0na:
1 ef—1—t<::> H< (1
25 TP 2 8¢
£
= e -1—-t—=2>0
2
Or:
o +00 fk
Tl
k=0
2 Foo 4k
=T+t+=+) —
2 ; k J t>0
12
>1+t+ =
it 5
. L ) 1 el —1—t
Conclusion : par équivalences, on a finalement Vt > 0, 5 < —
e Soitt>0.0na:
ottt L = e —1 t<ie[
t? =2 =2

5

2
— §€—€+1+r>0

£
Posons ¢ : t — ie[ —e' + 1+t La fonction ¢ est deux fois dérivable sur R™ et, pour tout t € R™ :

2

¢
¢'(t) = te' + fe' —e' +1
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& Méthode !
On peut également étudier la
2
fonction t+—s e' —1—t — R




et

12

@'(t)=e"+ te' +te' + fef —ef
£2

t

el | = + 2t

>0

Donc ¢’ est croissante sur R™. Et comme ¢'(0) = 0, on obtient :
vt €R*, ¢(t) >0

Donc ¢ est croissante sur R™. Et comme ¢(0) = 0, on obtient
VteR", ¢t) =0

el —1—1t
[2

1
Conclusion : par équivalences, on a finalement Vt > 0, < —ef.
2 Remarque
Pas de difficulté particuliere, si ce
. 1 el — 1 —t 1 n'est l'autonomie demandée dans
Conclusion : pour tout ¢ > 0, 5 < 7 < ie : cette question. Il n'est en revanche

pas rare de procéder ainst...

3 eX
14.b. En déduire que pour tout x >0, e™* Ze <g'(x)<e™ (1 - %)
1
Soit x > 0. Puisque h(0) = 1 et h'(0) = 5 l'encadrement de la question précédente est encore valable pour
t=0.Dou : : :
Vi=0, = < h(t)—h'(t) < e

2 2

Ainsi, en intégrant sur [0; x|, licite car x > 0 et que les fonctions en jeu sont continues sur le segment [0; x, on
a, par croissance de l'intégrale :

1

5X < /O (h(t) = h'(t))dt < (e —1)

N —

Ainsi : : . N .
17§x>17/0 (h(t) — h'(1))dt > Ee

D'ou le résultat, puisque e > 0 et d'apres la question 13.a..

X
,3—e

Conclusion : pour tout x > 0, e >

<g'x)<e™ (1 7%)

14.c. En conclure que y € [In(3); 2].
On rappelle que, d'apres la question 13.d., pour tout x > 0 :

Jx) =20 = x<y; JK <0 & x>y

Or:
e d'apreés la question précédente, avec x = [In(3) > 0 :
53 —ed
’ In(3 > m())izo
g( n( )) e >
Ainsi
In3) <y

e a nouveau d'apres la question précédente, avec x = 2 :

g’(z)goz(wg) =0

2
Ainsi :
2=y
Conclusion : y € [In(3); 2].
15.15.a. Soit n € N* et x € [0; n], montrer que :
n k n k n to k—n n k n+1
X B X x X X x
L gse < gt (,,+1) St
k=0 k=0 k=n-+1 k=0
Nk n k1 n
- X X X
et en déduire que ; o < h(x) < 2 o + R
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* On a déja :

o
%
I

~| %

~
i

~|
+
Il
‘Mg
~|%

k=0 k=n+1
Ensuite :
N
x puisque x = 0, on a Vk € [n + 1, +oo], o > 0; dol
+00 k
X
— >0
[
k=n+1
et donc :
n Xk
eX 2 7|
k=0
X et
oo Xk X" oo Xk—/r
Z kI nl K
k=n+1 k=n+1 n!

Or, pour tout k € [n +1;+o0[ :

ey

n'

i=n+1
k
> [ ]+
i=n+1

=(n+1)k=n

Par conséquent :

JV[}nwLW, izZn+1>0

1 1
Vk e [n+1;+oof,
! [ T+ 1)k
D'ot, puisque x > 0 :
+oo kan _ +oo xk=n
k! = Z k—n
k=n+1 n! k=n+1 (n + 1)
XH
Et ainsi, puisque o >0:
nt
X : XkJrX” _— ( X )k' n
e* < — + —
|
k=0 m k=n+1 n+ 1
k xk X" +oo X k—n
Concluswn:Z <e* \Z—Jr— Z ( )
k! n+1
k=n+1
* Puis, par changemen‘[ d Lndtce i=k—n: — w Rappel...
o Feo N o 0 too . [ Eoeur’\tlolut q €] — 1,1, pour tout
!kzw(H‘F']) 7/7!Z(n+1) +00 1
K=N+ = i
« 2 a'=d"7—
X” *I 1 i=p q
o nl 1 — LW Mais il n'est pas clair que cette
. " formule soit au programme. Je fais
X" o5 sans dans ce cas.
= X
nl1— e
X”M 1
- | o n+1
nlon+l-x Jx§/7,doncn+1fx21,etx—
XHJH nl
<
n!
k xk X" oo k—n xk X1
Conclusion : Z e Z 7 + — ( ) Z —+ —
k! es ! ! n+ k! n!
kfnJrW =0

Distinguons deux cas :
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* Six=0:
On rappelle que pour tout j € N :

Dot :
n_ k-1
X
.
k!
k=1
et comme n € N* :
Xﬂ
— =0
n!
'encadrement voulu est alors vrai, car h(0) = 1.
* Six>0:
Wk e
Clest immédiat, car Z 0 -1 = Z 0 et que x > 0.
k=0
" k=1 " yk=1 X"
Conclusion : Z a0 S < hix) < ; 0 + L

15.b. En conclure que pour tout n € N* et x € [0; n],

+o0 k
puis que pour tout x = 0, g(x) = e Z ﬁ
=1

e Soient n € N* et x € [0; n]. D'aprés la question précédente et en intégrant sur [0; x], licite car les fonctions
en jeu sont continues sur le segment [0; x] :
n k=1 n
t t
— + ) dt

" k=1 X X
S h <
/Z dt < / (1)dt /O > Tt

> 0 et par linéarité de l'intégrale

1 [ 1T [
e ¥ k=1 < —X k=1 —X n
§ /<|/t dt < g(x) < —k!/Ot dt +e —n!/otdt

D'oti, puisque e

k=1
Autrement dit, puisque pour tout k > 1, 0¥ =0 :
. 1 xk . " Xk N X+
e — <e —
Lk S <9 L klk T ()]

e Soit x > 0. Pour tout n € N*, suffisamment proche de 400, on a alors x < n et ainsi :

! ¥k " XK X+
N« <e ™) 4
;k!k Sgse ;k!k+ (n+ 1)
Or:
J
* Z — est convergente, donc lim X— = 0. Ainst :
| jotoo |
>0/
n+1
lim — =0
n—+00 (n + 1)'
* et:
v puisque x > 0, on a
e ok
Vke N, 0< — < —
k= k!

k
L X

v la série > o est convergente.
k1

Ainsi, par critere de comparaison (par inégalité) sur les séries a termes généraux positifs, la série

X
Z Ik est convergente.

k=1

Done ”iTMZ Kk Zkvk
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16.

Par conséquent

k

» \ n )\3\ B \ >0 \/5\ ‘ : n X X" 1
S e Z e g ,tme Z Kk~ (n+ 11

k=1

Par théoréme d'encadrement, on obtient :

lim g(w::e"z: ﬁ?
T k=1 =

00 k

Conclusion : Vx € R™, g(x) =e \2:: :

klk

Compléter le programme suivant pour qu'il trace la partie de la courbe de g comprise entre les abscisses n(3) et 2,

les valeurs de g étant calculées & 10" pres

X = np.linspace(np.log(3),2,100)

Y =[]

for x in X:
n=2; s =x + x*%%x2/4; d = x**3/6
while d * np.exp(-x) > 0.0001:

n=mn+ 1
s = s +
d =d % x /
Y.append(s * ...)
plt.plot(X,Y)
plt.grid ()
plt.show ()

Voici :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X = np.linspace(np.log(3),2,100)
Y = [
for x in X:
n=2; s = x + x*%2/4; 4 = x*x3/6
while d * np.exp(-x) > 0.0001:
n=mn+1
s = s + d/n
d =dx* x / (n+1)
Y.append(s * np.exp(-x))
plt.plot(X,Y)
plt.grid ()
plt.show ()

On obtient le graphique suivant :

0.5175 A

0.5150

0.5125 ~

0.5100 ~

0.5075 A

0.5050 A

0.5025 A

0.5000 A

0.4975

12 14 16 18 2.0
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PARTIE 4 - LE PROBLEME DU MEILLEUR CHOIX

On considere (Xi)ken+ une suite de variables aléatoires indépendantes a densité.

Important !
Soit s € R, pour tout n € N* on définit des variables aléatoires, a, s, Y,s, Z, et K, ¢ par, pour tout w € Q : Pour comprendre : ¥, . prend la
valeur du premier Xi ’pour lequel
= mi k 1; X Y =X 4 — X Xi > s; ets'iln'y en a pas, alors
an.S(w) mn ({ S ﬂ 'n]] / k(w) > 5} U {n}) ' ﬂvs(w) H/v,s(w)(w) ' ﬂ(w) k[Enﬂ?,);]] ( k(w)) Y, prend la valeur de X,.

et K, s(w) est égal au nombre d'indices k € [1;n] tels que Xi(w) > s.

On cherche a choisir s pour maximiser r, = P([Y, s = Z,,]).

On pose pour tout k € [1;n], px = P([Xx > s]) et on suppose que py # 1.

mRéflexe !

Une inégalité de probabilité ? On
17.a. Montrer que IP([Y”vS = Z”]) Z IP([K’% = 1]) regarde l'inclusion d'évenements

S
Démontrons que [K,s = 1] C [V, = Z,]. qui U'impliquerait.
Soit w € [K,,s = 1] Puisque K, s(w) =1, il existe un unique entier ky, que l'on considére ensuite, tel que

17. Une minoration dans le cas général.

X (W) > s
Vk + ko, Xi(w) <s
Ainsi, nécessairement, Z,(w) = Xy, (w) et a,s(w) = kp. D'ou :

Y/m(w) - XM(UJ)
= Zy(w)

Ainst w € [V, s = Z,]

Conclusion : [K, s = 1] C [V, s = Z,] et donc, par croissance de IP :

P([Y,. = Z,)) = P([K,. = 1)

n

Pk
1—pk'

17.b. On pose 6 = IP([Z, < s]). Montrer que P([K,s = 1]) = 6
k=1
Par définition de K, :

n n

[Kis =1]= U Xk > s|n ﬂ{X[ < s

k=1 i=1

i#+k

incompatibilité des évenements en jeu car, pour tout

ke [1;n], Xk < s|et X > s]sont incompatibles

indépendance de Xj, ..., X,

Yk e [1;n], px #+1

¥ Astuce du chef ¥

\
-
T‘ 3
=
S
R

< On fait apparattre T, aue

l'on compense... Puis on réfléchit !

Z, < s|l= m{/\f < s] donc, par indépendance de

I\H1
AN NN

Conclusion : IF‘([K”‘S - 1]) _ QZ 1 /JAp »
= Pk

17.c. En déduire que P([Y, ;s = Z,]) = —01n(6).

Remarquons déja que, puisque 6 = |_|(W — px) et que, pour tout k € [1;n], px < 1,0na 0 > 0 et ainsi :
k=1

—01n(0) = —01ln (ILIU /)A))
k=1

J Vk e [1;n], 1—px >0 (car Vk € [1;n], px < 1)
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k=1
n J
k
:QZ[H(1+ f ) b
—1 — Pk J question 1. avec t = ] L >0;0>0
k — Pk
n p
k
S 1T—p
k=1 P

D'oli le résultat, d'apres les deux questions précédentes.

Conclusion : lP([Y,H = Z,,]) > —01In(0).

17.d. En déduire lexistence d'au moins une valeur de s, que l'on définira a l'aide de la fonction de répartition F, de

y
Z,, pour laquelle P([Y,, = Z,]) > o

D'apres la question précédente, et par définition de 6, on a :

Vs e R, IP(W”,, = Z,,J) > —Fu(s)n (F,,(s)) (%) Pourquoi ?
' Si besoin, on peut aussi rapide-
i 1 1 ment étudier x —— —xIn(x) sur
Or, on remarque que —e™ In(e™ ') = o 10; 1[ pour remarquer quelle admet
. . 1 .
Question : existe-t-il s € R tel que F,(s) =e '? un maxtmum égal a e, atteint
en e
Ona:
v par indépendance de Xj, ..., X, :
n
VS (S R, F/!(X) = H GA(S)
k=1
en notant, pour tout k € [1; n], Gy la fonction de répartition de X;.
Or, pour tout k € [1; n], Xk est a densité donc G est continue sur R. Par conséquent, la fonction F, est
également continue sur R.
v lim Fy(x)=0et lim F,(x)=1; donce ! | lim F,(x); lim F,(x).
X——00 X—+00 X——0Q X—+00
Ainsi, d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation F,(s) = e~ ' posséde au moins une solution sur
R.
En évaluant (x) en un tel réel, on obtient :
1
IP([YH,»' - Zn]) 2 ;
Remarque

Conclusion : il existe au moins un réel s (tout antécédent de e~ par F,) tel que TP([Y,H = ZN]) > Méme si les outils sont élémen-
taires, la question n'est pas si

simple.

| =

» On suppose désormais que les Xj suivent la méme loi donc que les py sont tous égaux, non nuls. On note p
cette valeur commune, F la fonction de répartition et f une densité communes aux Xj.

On admet que si X et Y sont deux variables a densité indépendantes, de fonction de répartition Fx pour X et de
+00

densité fy pour Y, on a alors P([X < Y]) = / Fx(t)fy(t)dt.

—00
On rappelle que st A est un événement de probabilité non nulle, (Q, A, P4) est un espace probabilisé admettant les
mémes variables aléatoires et ayant les mémes propriétés que (Q, A, P).
18. Une estimation - On suppose dans cette question les X suivent la loi uniforme sur [0; 1].

18.a. Montrer que s =1—p.
Remarquons déja que, dans ce cas :

0 six <0
Vx €R, Fy(x)=4x" sixe€][0;1]
1 six>1

Ainsi, tout réel s défini comme en question précédent est nécessairement dans U'intervalle [0; 1].
Ensuite, par définition, p est la valeur commune des P([XA > s])

Dot :
p=1-Fs)

—1—5 /%?,OW

Conclusion : s =1 —p.
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18.b. Ecrire une fonction Python simulCouple (n,p) qui renvoie une simulation du couple (Z,, Y, ).

1| import numpy.random as rd

2

5idef simuleCouple(n,p):

4 L=[rd.random() for k in range(n)]
5 Z=max (L)

6 s=1-p

7 for x in L:

8 if x>s:

9 Y=x

10 return (Z,Y)

1 return (Z,L[n-1]) #si les Xk<=s, alors Y est le dernier Xk

18.c. Ecrire un programme Python qui réalise et affiche une estimation de riy dans ces conditions lorsque n = 10
et p=0,15.
D'aprés la question 18.a., on a alors s = 0,85. Dans ce cas, rig = ]PUYWM; = ZM) et ainsi, pour estimer
rio, on détermine la fréquence d'apparition de l'événement [Yio085 = Zio] sur un grand nombre de répétitions
indépendantes de l'expérience. Voici un programme :

1ln=10
4p=0.15 X Attention !
3l ¢=0 L ne f ,
ne faut exécuter
4 for k in range (100000) : simulCouple(n,p) quune seule
Z i? ) ;i: s::LmuICouple (n, P) 1;);] !din;:,”on change la réalisa-
7 c=c+l1
8l print (¢/100000)
19. Une expression explicite de r, - Soit k € [1;n], on note I, ..., /(Z) les parties a k éléments de [1;n]. Pour tout
jEe | (Z)]l on définit A; 'événement m[)ﬂ >sln ﬂ[Xt <9
L i€l itl;
19.a. Montrer que pour tout x réel et i € /,
F(x) —
() (5) stx>s
Py ([Xi < X]) = P
0 sinon
et que les X; pour i € /; sont indépendantes pour la probabilité 4.
e Remarquons déja que :
]P(A/) =P ﬂ[Xm > SJ N mp(m < —SJ
mel mél J indépendance de Xi,..., X, et p1 = ...=p, =p
_ p((”d(/”(/l o /))17—(m('\r/f) l l L | H" ]]
;e e partie a k elements de )
_ /)/\(,] 7/))” k J j st une partt elemer ae n
En particulier, P(A;) # 0.
e Soientx € Retie /. Ona:
P (A N[X < X))
Py ([X < x]) = B
/( ) IP(A/)
P <ﬁx,,, >l | ()Xn < sl nX <]
mel; /u,{/"‘
a ]P(A/) J i€l
Pl | ()Xo >s| 0| ()X <s) NX > s]n[X < ]
mel] mél;
a lP(A/) st x < s, alors [ X < x|N[X; > s] =@
0 six<s
=< P ﬂ[Xm>s] N [Xo <s] | N[s < X <]
mel mtl ' indépendance de Xy, ..., X,

stx > s
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0 six<s
=dpP ﬂ[X,,, >sl N ﬂ[X,,, < sl x IP([S < X < X])
m?// m%/]
- P(A) stx > s
j
Or, de la méme fagon que pour IP(A)) :
Pl >sl| 0| (X <sl] | =p"0=p)
m&‘// mél
Par conséquent :
0 six<s
P )<1<X: k—1f|7 n—kXIP <X1<
a ([(Xo<x]) =4 pH (1 = p) : gi L R
pr(1—p)
0 six<s
=1 P([s < X <x]) ,
stLx > s
D
Fix) = Fls)
. , ) Six >s

Conclusion : pour tout x réel et i € I, Pa ([Xi < x]) = p .

0 sinon

e Pour démontrer que les X; pour i € /; sont indépendantes pour la probabilité P4, démontrons :

V(x)ie, € RS, Pa | ()X
Soit (x)ie), € R

P ﬂ[X, > S} N
icl

<xl | = |_|IPA/ (X <

i€l

XL])

]P/\/ ﬂ[Xz < Xz] = -

siViel, xx=s

siviel, x=s

sinon

X =S

= i€l r$//
P(A)
L0 sinon
[TP(s<x<x)) |« ([ ]P(x <)
= J i€l il
P(A)
L0
[ ]F00) = Fls) | = ((1=p)*)
= < i€l . .
o= o< sivViel,
L0 sinon
HM siViel, xix=s
=4 P
=Y
0 sinon

J indépendance de X, ..., X, pour IP

J point précédent

Remarque
Cest un peu lourd a écrire, mais

Conclusion : les X; pour i € /; sont indépendantes pour la probabilité IP ;.

finalement pas si difficile dans les
manipulations et les calculs.
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19.b. En déduire que pour tout r € /; :

Pourquoi ?

Travaillons a présent dans lespace probabilisé (Q, A, IPy). qOunen;oiarittoquuse(géza)érgli;er le fait

Soit r € /. Puisque r € [;, on a: max(a,b) =a < b<a

[X: = max(X)] = (X < X]

icl
it A retenir... —————
fﬂax(}q,...,xn) = x &

max(x2, ..., Xn) < xq

Dot :
Py ([X,, = max(XJ]) =Py ([ max (X;) < X,,]

i€lj iel\{r}
Or:

v/ Pour tout i € /;, dans cet espace probabilisé, la fonction de répartition de X;, notée F,, est, d'aprés la
question précédente :

stx > s
0 sinon

Cette fonction est :

v continue sur R (immédiat sur | — oo; s[ et en s; et sur Js; +o0| car F lest)
v de classe €' sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points (immédiat sur | — co; s[; et sur
|s; 4oqf car F lest).
Par conséquent, dans (Q, A, ]P,,x/), la variable aléatoire X; est a densité et admet pour densité la fonction
(obtenue en dérivant sur les intervalles ouverts et en posant une valeur arbitraire positive ailleurs) :
) o
— Six>s
fa, i x p
0 st x < x

v Par indépendance des X;, pour i € /;, pour IPA/, on obtient

0 six<s
Vx €R, Py ([ max (X;) < x) = (F(X) B F(s))kﬁ »
icl\{r} — stx >s
ph-
Il s'agit de la fonction de répartition de n/ya{x}(X,} dans (Q, A, Py).
iel\{r
v les X;, pour i € [; sont indépendantes pour P, donc par lemme des coalitions (puisque r € [}), max (X;)

icl\{r}
et X, sont indépendantes pour Py,

Ainsi, d'apres le résultat donné avant la question 18. :
+00
IPA/ [ max (X;) < X,]) :/ Py ([ max (Xi) < X) fa (x)dx
icli\fr} - / icl\{r} /
k=1
7/*“ (F(x)fF(s)) de
- k=1
s P P
,] +00 P
= 7] (F(x) — F(s)) f(x)dx

=

J k—14#—1

k 1 X—+00
_ 1 (F=F(9)
pk k i J k)W,doncOkzo
k
1 (1=F(9))
pt k
1 pk
= pk P
1
ok — Remarque
L'intuition est bonne : puisque
’ les lois conditionnelles des X;
. . sachant A; sont identiques et que
Conclusion : pour tout r € /, IPA/ ([X/' = rpgx(X,)]) - K ) les variables aléatoires Xi, pour
)

tout i € /;, sont indépendantes
pour ]PAj, ces k variables aléa-

toires ont bien toutes la méme
probabilité d'étre max(X;)..
i}
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COMMENTAIRES...

1# Evidemment, la fin du calcul est simple, et il est bon d'aller prendre les points en question. En revanche, le reste
de la question demande une intuition et une autonomie qu'il est honteux d'attendre des candidates et candidats. On
manipule en fait ici des lois conditionnelles a densité : notion évidemment hors programme, mais si jat fait le choix
de présenter les choses un peu différemment.

2# En fait, il y a un autre probléme ici, que 'énoncé ne souléve pas du tout : puisque la fonction f n'est pas
+00
nécessairement continue en tout réel, l'intégrale (F(x) — F(s))ki1 f(x)dx peut étre impropre en des bornes
S
réelles, ce qui sort du cadre du programme.. En pratique, il n'y a aucun souct de convergence, puisque :

v Vx €540, 0< (Fx)—F(s) (6 < fiw)
+00

v lintégrale / f(x)dx est convergente (car f est une densité).
s

)k—1

+00
Ainsi, par critere de comparaison, l'intégrale / (F(x) — F(s) f(x)dx est convergente.
S

3# Le calcul méme de l'intégrale pose également souci, puisque F n'est pas nécessairement dérivable en tout réel,

et donc il faudrait primitiver x — (F(X) — F(s))k71f(x) sur les intervalles ouverts...

19.c. Montrer que :

)

P([Vos = Z)N[Kos = k) = Y P([Vo = ZJNA) et que Py (Vo = Z,]) =

1
k
j=1

e Par définition des évenements A;, on a :

/ incompatibilité des A; (justifiée ci-dessous)

(¢)

j=1

Soient j,j € [[T; (;7

cardinaux k, il existe iy € [[1;n], que lon considére ensuite, tel que iy € /; et iy & /.
Dans ce cas :

ﬂ tels que j # j/. Dans ce cas, /; + //’, et donc, puisque /; et Iy sont tous deux de

ANA = [(X>sn[X<s | n [ X>s)n| X<

i€l il i€ly il

Dot l'incompatibilité de A; et Ay.

Conclusion : P([V,; = Z,|N[K,. = k]) = P([¥,. = Z]NA).

e Supposons A; réalisé.
Dans ce cas :
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[Vos = Z,) est réalisé si, et seulement si, Y, s prend comme valeur max (X;)

ie[n]
si, et seulement si, Y, . prend comme valeur mg/x(Xz), pour tout i ¢ /;, X; < s et que
L]
max_(X;) > s puisque A; est réalisé

ie[1;n]

si, et seulement si, le premier des X;, avec i € [1;n], tel que X; > s est n[jfa/x()(,)
si, et seulement si, le premier des X;, avec i € /;, tel que X; > s est IP:a/X(X[)' car les autres X;
sont inférieurs ou égaux a s J
si, et seulement s, [X,, = ma/x(Xl)] est réalisé, en notant r le premier indice pour lequel
H,/
Xi>s
Dot :

]Pé\J ([Y/m - Zn]) - IP*\" ([X/ - Iﬂ?X(X[)])
J question précédente

Conclusion : P4 [V, = Z,]) = +

19.d. Montrer de méme que P([V,, = Z,]N[K,s = 0]) = %(1 —p).

e Ona

D'ou :

e Ainsi IP(:K,W = O}) +0et:

: 1
]P(“//u - Z/J N “<H§ =0 ) - 7(/' - /’)” - P(“</7s - OU X ]P[/\,;‘\—U]([Y/Ls - ZHD )
n J st Ki,s(w) =0, alors @, s(w) ‘Rémarque

Je ne détaille pas tous les cal-
) culs : la difficulté de la question

- (/I o /))”]P}\,v s=0 U)</7 - ZHU

19.b. est déja bien suffisante

et il est peu probable que ces
questions aient été réussies. Se
contenter de faire les calculs au-
raient certainement suffi a obtenir
4 tous les points.

=(1—=p)"P, .~0 ([X” = max (X,)]

=(1—-p)"PK,.-0

=(1-p)"Pr,.-0 ([ max (X)) < XH])

ie[tn—1] en procédant comme en 19.b., en vérifiant toutes les
s n—1 hypothéses et en adaptant les probabilités et lois
i (F(x)) f(x) r f F
= (1 - /)) TRy dx conditionnelles...
o (T=p) " T =p

. / (F(x)"™ F(x)dx

I
[z
s
5
e
3

Conclusion : IP([YM =Z,N[K,s = O]) =—(1=p).

COMMENTAIRE...

La encore, la difficulté de la question et sa longueur (s'il fallait tout détailler) sont démesurées. D'ailleurs, les
commentaires faits a la question 19.b. sont encore valables.
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1 .
19.e. En conclure que r, = ;(1 —p)" + Z P (Z)pkﬂ —p)"*k.
k=1

Par définition de K5, on a K, ¢(Q) C [0; n]. Ainsi, d'aprés la formule des probabilités totales avec ([Km5 =

/<]) » comme systeme complet d‘événements, on a : L
ke[0:n] Il faut arriver a repérér que cette

question est facile et faisable

" puisque les résultats précédents
]P([Y/z,s - Z/r]) - Z IP([Y/M - ZH] N [KILS - k])
k=0

sont donnés.

Important | ——

=P Yns:anKn@:O + IPYng:Z”ﬂK”;:k
([ ] [ ) ]) ; ([ ) ] [ ) ]) J questions 19.c. et 19.d.

A ()
1
=—(1— )” P Y/z,s:Z/rmA
”( P +;; ([ ] /) Jng[ﬂ;n]],*/je[[W?(Z)]]r“’“/)#o

. ()
1
= —(1=p)"+)_ ) PA) < Py (Vs = Z)]) )

k=1 j=1 J quetion 19.c. et Vk & [1;n], V) € HI (/\)H CP(A) = pA (1 —p)"F

n (;\’)
S} (UYL S W T

k=1 j=1

1 = (n\1
:7/]7 n - “’If n—k
DS Y IR

1 ~ 1 ,
Conclusion : r, = —(1—p)" + (”)pkﬂ —p)" k.

A
20. Comportement asymptotique - On suppose que p = —, A étant un réel strictement positif ne dépendant pas de n.
n

20.a. En utilisant un résultat de la partie 2, montrer que pour tout n € N*,

"l n) [A)\" AN L an
s O B e s
k{\k n n k! n
k=1
Soit n € N*. D'apres la question 10. :
n\ A\t AN L an
5 1A e <
k n n k! n
k=0
Or:
[ ]
o n\ (a\" AN LA S ) (At AT 4)2
— 1—— ——e < — = — 1T—— ——e < —
k n n k! n k n n k! n
k=0 k=1
e et pour tout k € [1;n] :
1
— <1
k
dol :
T (n\ [ A\ R U R VE n\ A\ VAR 4)
Yk 1:n], — - 1-= — et g g - 12 <
€[] k (k’)(n) ( n) ki n (k) (n) ( /7) ki n
Ainsi, en sommant pour k € [1;n] :
" (n) (A" AN A S ) A\t ANTEx ] an
> e I B B e I B B R
— k|\k n n k! n — k n n k! n

Dot le résultat.

k n—k
n & 1 — & . ﬁe”‘
k n n k!

doo gk
7 . 1 = T -
thmwwmwg%G—(“kw%‘

n

1

Conclusion : pour tout n € N, > %
k=1
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e Par inégalité trianqgulaire :

"1 (n\ [A\* A\ - A "1 {(n\ [A\F ANTTE QK
N", 0 < AV oA} e <y 2 2 N PR L
e Zk(k) (/7) ( n) ') i e (k) (/7) ( n) k1€

k=1 k=1 k=

D'ot, d'apres la question précédente et par théoreme d'encadrement :

"1\ (A1\F Ak Dok
_ 1 A - v M
/yEToo (/\Z /\ (k) ( n ) ( n ) N — /\lk ) O

A
Or, on sait que Z P est convergente (justifié en question 15.b.), ainsi
k=1

= lim e
n—+o00 Z k‘/\

2
= kZ Tk Remarque ———

On pourrait méme obte-
olim (1 — ) —
nir lim (1 — p)

n—+o00

E]
~| =
—_—
~
—_—
—_—
S
~
~
—_—
N
\
S
—_—
T
~
\

e Ensuite, puisque p €[0;1], on a:

n—+o0

n
lim (1 — &) = e et jose
n

1 espérer que ce calcul ne pose au-

1
Vne N, 0K ;(1 7}))” < - cun souci...

D'ot, par théoreme d'encadrement :

1
lim —(1—=p)"=0

n—-+o0o ]

On conclut en passant a la limite quand n — +o0 dans la relation de la question 19.e..

+o0 );\,
Conclusion : lim r, = - e .
n—+00 k'k

k=1

+00 Ak

PP e~ Comment choisir s pour que
=1 )

. On suppose que n est assez grand pour pouvoir considérer que r, vaut
cette probabilité soit maximale?
+00 k

D'apres les questions 13.b. et 15.b., la quantité (Z /<|/\) e est maximale lorsque A = y.
k=1

Ainsi, cette quantité est maximale lorsque

p= ’
n
Or p=1— F(s). Il faut donc choisir s tel que :
Remarque —————
_ 14 Quand n = 10, si on prend
F(S) =1- E y = 0,15, la probabilité r, est

maximale lorsque s est un antécé-
dent de 0,85 par F.

Et, dans le cas de la question 18.,
on retrouve bien s = 0, 85, ce qui
avait été choisi dans l'énoncé.

Conclusion : r, est maximal lorsque s est un antécédent de 1 — v par F, ol y =~ 1,5 (question 16.).
n

ok Kk kok FIN shedke ok ke kok
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