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CHARTREUX TRAVAIL ESTIVAL

CONSIGNES ET EXERCICES DE REVISIONS

Ce document est la pour vous expliquer l'ensemble du travail demandé pour lentrée en ECG 2A - Mathématiques appliquées. Il faut commencer
par distinguer le travail demandé du travail nécessaire qui est propre a chacun et dépend des acquis précédents. Le document

Dans tous les cas, la remise en forme (parce-qu'il s'agit bien d'étre en pleine forme, avec un esprit vif et des mécanismes solides) pour septembre
nécessite de mettre 'accent sur quatre poles essentiels :

1. le travail du cours (encore et toujours) : apprendre parfaitement les définitions, propriétés et théoremes (avec leurs hypothéses) et méthodes;
2. le travail des techniques et d'assimilations des méthodes (sur des petits exercices),

3. le travail d'exercices "type concours’ (qui contiennent naturellement des questions Python, point a ne pas négliger dans les révisions) pour
ancrer les automatismes et s'imprégner de l'articulation entre les questions,

4. le travail de certaines démonstrations de cours et de résultats classiques aux écrits et/ou aux oraux.

Pour le point 1 : il faut bien reprendre le cours de 1A.. Pas trés original. La forme est propre a chacun : fiches, utilisation de l'application Anki
(U'été est l'occasion de mettre a jour le Anki de 1A), autres.. Du moment que cela fonctionne. Le document QUESTIONS DE COuRs peut fournir une
bonne base et sera, de toute fagon, un document indispensable en 2A.

Pour le point 2 : il faut reprendre le cours de 1A, les exemples traités ainsi que les petits exercices de techniques (études de fonctions, calculs de
limites, calculs de sommes, résolutions de systemes,..).

Pour le point 3 : ce document contient, classés par theme, des exercices type concours’ ou d'annales de concours qui permettent de se tester sur
des sujets plus complets.

Ces exercices doivent étre intensément travaillés, avec le corrigé (qui sera publié sur mon site début ao(it). Travailler un exercice, c'est le faire,
le refaire, le reMaire, avec k un entier suffisamment proche de +oo.. La lecture approfondie des corrigés est l'occasion de s'imprégner de la
rédaction. Un devoir surveillé est prévu soit le jour de la rentrée, soit le premier samedi qui suivra, et sera composé d'exercices parmi ceux qui suivent.

Pour le point 4 : le document RECUEIL DE QUESTIONS regroupe 43 "questions classiques” (résultats de cours ou questions classiques aux écrits et/ou
oraux) dont le travail de la démonstration est utile. Les 17 premiéres questions sont a maitriser pour la rentrée. Les suivantes seront "débloquées’
au fur et a mesure de 'année.

Le travail de cette fiche est naturellement insuffisant pour aborder sereinement la 2A. En effet, un point est fondamental
avant de s'atteler a ces exercices : LE COURS, LE COURS, LE COURS'! Définitions, théoremes et propriétés (avec
leurs hypotheses), méthodes doivent étre parfaitement connus pour espérer réussir l'année et les concours. Un travail
régulier et précis du cours de 1A est indispensable durant l'été mais également durant toute 'année de 2A.

Pour terminer, il serait bon de connatltre les lettres grecques ci-dessous...

Alpha a Mu U
Béta B Pi g et 1
Gamma | yetl Rho P
Delta 0etA Sigma | ogetk
Epsilon € Tau T
Théta 0 Phi @ et d
Lambda A Omega | wetQ

N’'hésitez pas a me contacter si besoin. Bel été!
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| ANALYSE

EXERCICE 1 - INSPIRE D'EXERCICES DE CONCOURS

~
On considere la suite (h,),en+ définie par : Vn € N*, h, = Z T
k=1

1. Ecrire une fonction Python telle que, pour tout n € N*, l'exécution de suite_h(n) renvoie la valeur de h,,.
Deux possibilités :

Petite remarque

def

7 |def

suite_h(n):

S=0

for k in range(1,n+1):
S=S+1/k

return S

suite_h_bis(n):
L=[1/k for k in range(1.,n+1)]
return sum(L)

Dans le premier programme, il
est ausst possible d'initialiser
avec S=1 et, dans ce cas, la ligne
suivante est

for k in range(2,n+1):

2. Etude de la suite (hn)nens-

2.a. Déterminer le sens de variation de la suite (h,)sens-
Soit n € N*. On a :
n+1 n
1 1
h/HrW - /711 - Z E - z
k=1 k=1
1
T+
>0
Par conséquent : h,41 > h,.
Conclusion : la suite (h,),en+ est strictement croissante.
2.b. Démontrer que pour tout x €] — 1;4o9[, In(1 + x) < x.

2.c.

On sait que la fonction n est concave; donc sa courbe représentative est partout au-dessous de toutes ses
tangentes, en particulier celle en (1;0) d'équation réduite y = x — 1.
Dol :

Vz>0, In(z) <z—-1

Conclusion : Vx > —1, In(1 + x) < x.

AUTRE METHODE...

Posons f : x — In(1 4 x) — x, définie sur | —1; +oq[. La fonction f est une somme de deux fonctions dérivables
sur | —1;+od|, elle lest donc également et, pour tout x €] — 1; +o9] :

1

!
) = T+ x -1
—X
o
D'oti
x | —1 0 +00
'(x) + 0 —

0
f /' \
Par conséquent : Vx €] —1; 400, f(x) < 0.
Conclusion : pour tout x €] — 1; +od|, In(1 + x) < x.

1 1
Justifier que pour tout k € N*, [n (1 + Z) < T En déduire : ¥n € N*, h, > In(n + 1). Déterminer alors

la limite de la suite (h,)pen+-

>0, ona:

~| =

e Soit k € N*. D'aprés le résultat de la question précédente, licite car

1 1
h{1T+—-| <~
n(+k) X

Petite remarque
{Ies limites ne sont pas deman-

dées, et ne sont pas nécessaires..

v Rigueur !

On pense a mentionner |'hypo-
thése donnant le droit d'utiliser la
question précédente !
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Conclusion : pour tout kK € N*, [n (1 + %) < %

e Soit n € N*.
On a établi :

# Rédaction ———
Je quantifie le k avec 'Vk € ...":
c'est une quantification qui n'est
valable que sur la ligne en cours.
Clest approprié ici, puisque le k
devient muet a la ligne suivante.

1 1

Vk e [1; n(1+—-] <-+

e [1;n], n( +/<) P
En sommant cette inéqgalité pour k allant de 1 a n, on obtient :

n

1 LI

k=1

Autrement dit :
n

/7,,2ZLn (1+%)

k=1

n ,] n k+,|
n 1+7): ln()
— ( k ; k Jk,k+1>o

Or, on a:

k=1
= In(k +1) — In(k

k; ( ) g ( ) J télescopage
=In(n+1)

Conclusion : Vn € N*, h, > ln(n +1).

e On sait que :

v Vne N, h,>lnn+1),
v lim In(n+1) = +o0.

n—+o0Q

+00.

Conclusion : par théoréeme de comparaison, on en déduit que lim h,
n—+o0

3. On considére les suites (Uy)pen+ et (Va)nen+ définies par :
VYneN*, u,=h,—1In(n) ; v,=h,—n(n+1)

3.a. A l'aide du résultat de la question 2.b., établir :

vnenN, n [ 172« o (2]
n+1 n-+1

Soit n € N*.

e Inégalité de gauche.
Remarquons déja que :

n-+2 1
n = {1+
n+1 n+1

I , . 1 o 1 .
Or, d'apres le résultat de la question 2.b., avec x = Py licite car T > —1 (puisque n > 0), on
n n
obtient :
n {1+ ! < !
n —_—
n+1) S n+1
Conclusion :
n+2 1
n <
n+1 n+1
e Inégalité de droite.
Transformons le résultat a obtenir.. On a : QO Astuce du chef ! O
Je fais ce choix car il n'est pas
1 n+1 n—+1 1 évident de voir comment utiliser
<In — —In < — la question 2.b. sinon, quand on
n+1 n n n+1 ne l'a jamais fait ainsi. Cest une
n 1 bonne utilisation du raisonnement
~— |n ( ) < — par équivalences.
n+1 n+1
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-1 -1
Or, d'apres le résultat de la question 2.b., avec x = ——, licite car
n+1 n+1

obtient : ! :
1— < —
" ( n+1 ) n+1

Autrement dit :

n -1
! ( n+1 ) T n41
Par équivalences, on obtient le résultat voulu.
Conclusion :

> —1 (puisque n > 0), on

2 1 1
Conclusion : Vn € N*, In n < <lIn n .
n+1 n+1

3.b. Montrer que les suites (u,),en+ €t (Va)nen+ convergent toutes deux vers la méme limite, notée y.
Pour cela, démontrons qu'elles sont adjacentes.

e Soit n e N*. Ona:

Ups1 — Uy = hpr —In(n 4+ 1) — (h, — In(n))

= n11 —n(n + 1) + In(n)
= /711 — (ln(n+1)—ln(n))

1 (n+1)
= —In
n—+1 n

<0

J question précédente

Conclusion : la suite (u,),en+ est décroissante.
e SoitneN*. Ona:

Vor1 — Vo = hppr —In(n +2) — (h, — In(n + 1))

= 11fln(n+2)+ln(n+1)

n—+
1
=i (ln(/7+2)—ln(n+1))
1 I (n+2)
n+1 n+1 J question précédente
>0

Conclusion : la suite (v,),en+ est croissante.
e On a, pour tout n € N* :

Uy — vy, =h,—1n(n)—=h,+In(n+1)
= In(n+1) —n(n)

A

:ln(1+1)
n

lim v, —v,=0

n—+o00

Ainsi, par composition :

On a ainsi :
v (Vy)nen+ est croissante
V' (Uy)nen+ est décroissante
v lim (u,—v,)=0

n—+o00

Par conséquent, les suites (u,)pen+ et (Va)nens sont adjacentes.

Conclusion : les deux suites (u,),en- et (Va)sen- convergent vers une méme limite, notée y.

3.c. Etablir:
h

nostbo n(n)

Ona:
vn e N*, h, =u,+In(n)

Petite remarque
On pourrait poursuivre le travail
par équivalences en remplagant
ln( n ) ar n nti-]

n+il) P n+1

mRéflexe !
ﬁénoncé est clair !

= Pour info...

y est appelée constante d'Euler-
Mascheroni.
On a ainsi, pour n suffisamment

n
grand : Z% ~In(n) + y.
k=1
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D'ou, pour tout n € [[2; 4o (atnst ln(n) # 0) :

h, _up 1
In(n)  In(n)
Or (up)pen+ admet une limite finie, d'ot, par opération :
u,
lim -0
n—+co n(n)
Et ainsi :
. LIH
lim —— +1=1
n—+oo [N(n

, h
Conclusion : lim —— =
n—-+oo ln(n)

3.d. Justifier que pour tout n € N*, v, < y < u,.
e Puisque (v,),en- est croissante et quelle converge vers y, on a : ¥n € N*, v, < y.
e De méme, puisque (u,),en+ est décroissante et quelle converge vers ¢, on a : ¥n € N*, u, > y.

= Rappels...

e Une suite croissante et conver-
gente est majorée par sa limite.
o Une suite décroissante et
convergente est minorée par sa
limite.

Conclusion : pour tout n € N*, v, <y < u,,.

3.e. Ecrire une fonction Python prenant en argument d'entrée un réel strictement positif p et renvoyant en sortie
un encadrement de y d'amplitude inférieure ou égale a p (cette fonction pourra utiliser la fonction de la
question 1.).

La encore, deux possibilités.
La premiére utilise la fonction de la question 1., la seconde non.

import numpy as np

def gamma(p):

w

4 n=1

5 u=1

6 v=1—np . log (2)

7 while abs(u—v)>p:

8 n=n+1

9 h=suite_h (n)

10 u=h—np.log(n)

n v=h—np.log (n+1)
12 return v,u

u|def gamma_bis(p):

Petite remarque

L'avantage de la seconde : moins
de calculs pour lordinateur...
Dans la premiére, on

pourrait aussi avoir
u=suite_h(n)-np.log(n) et
v=suite_h(n)-np.log(n), mais
cela ferait calculer deux fois h,...

15 k=1

16 S=1

17 u=1

18 v=1—np . log (2)

19 while abs(u—v)>p:

20 k=k+1

2 S=S+1/k

2 u=S—np.log (k)

3 v=S—np.log (k+1)

24 return v,u

2n (_»])k—1

4. On pose, pour tout n € N*, S, = e —

pose, p ; .

4.a. Montrer par récurrence : Vn € N*, S, = hy, — h,.

e Initialisation. Pour n =1 :
Ona:

Et:

/717/71: %71
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D'ou :

Si=h,—hy

['initialisation est vérifiée.

e Hérédité. Soit n € N*. Supposons que S,, = h,, — h, et montrons que S,y = hopio — hpir.

Ona:

B (7/])k—1 (7«])2/7 (71)2/7-1
aD e T R PN

1 1
T E1 iz

- th - hn

1 1
:hn* hn — —
: ( - n+1)+2n+1 2n+2

oy — b+ 2

S o1 T 2n 2
1 1

:/72177/7n+1+7+

2n+1 2n+2

- th7+2 7 /7/7-1

['hérédité est ainsi établie.

J par hypotheése de récurrence

1
hpr =hy + ——
J ! - n+1

Conclusion : Yn € N*, S, = hy, — h,,.

4.b. En déduire : ¥n € N*, S, = vy, — u, + In(2).
Soit n € N*. D'apres la question précédente :
Sy =hy —h,
Uz + In(2n) — (uy + In(n))
= Uy, — U, + In(2n) — n(n)
= Uy, — U, + In(2)

J uy, = h, — In(n)

Conclusion : Yn € N*, S, = uy, — u, + In(2).

4.c. Conclure que la suite (S,)sen+ converge vers In(2).
On a, d'apres la question précédente :

Vn e N*. Sn = Uy —

Or on sait que (u,),en+ converge vers y, cest donc également le cas de (uz,),en+ (Suite extraite). Et ains,
par opérations sur les limites (y # oo, car convergence..) :

lim vy, —u,=y—y=0

n—+o0Q

D'ou, d'apres la question précédente :

lim S, = In(2)

n—+o00

Conclusion : la suite (S,),en+ converge vers [n(2).

En

= Pour info...
fait, c'est également le cas de

n (_1 k=1
la suite Z k ,
k=1 neENF

autremenE c|1lt de la série

k=1
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EXERCICE 2 - INSPIRE D'EXERCICES DE CONCOURS

2

On considere la fonction f définie sur R par : Vx € R, f(x)=e ¥ — % + x.

1. Ecrire une fonction Python d'en-téte def £ (x) qui prend un réel x en argument d'entrée et renvoie f(x) en sortie.

import numpy as np

def f(x):
4 y=np . exp(—x)—x**x2[2+x
5 return y

w

2. Etude de f.
2.a. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

e En —oo:
Pour x suffisamment proche de —oo :

flx) = e (1 o +L)

2ex  eX
2
. , ) X- . X
Or, par croissances comparées : lim —— =0et lim — =0.
x——00 27X x——00 @~ X

D'ot, par opérations :

lim f(x) = 400

X——00

e En 400 : :

On sait que lim -5 + x = —o0.. D'oli, par opérations :
X—+00

l'll‘ﬂ f(x) = —o0

2.b. Dresser le tableau de variations complet de f et étudier sa convexité.
La fonction f est de classe €2 sur R comme somme de fonctions de classe € sur R.
Soit x € R. On a :
fx)=—e"—=x+1; "x)=e" =1

Et:
"x) 20 &= e*=12>0
(x) > - Important ! —————
e e ¥ > 1 ) ) N La stricte croissance est néces-
x> 0 J stricte croissance de In sur R saire pour remonter |'équivalence !
& x<0

D'ol le tableau de variations de f' :

"(x) + 0 —

Petite remarque
On aurait aussi pu avoir le

X |—o0 0 +00 signe de f(x) en utilisant :
Yy € R, e > 1+ y, avec
[/(X) o O . Yy = —X.

Convexité.
On vient d'obtenir le signe de f”(x) pour x € R..

Conclusion : f est convexe sur R™, concave sur R", et 4} posséde un point d'inflexion en (0;1).

2.c. Démontrer que l'équation f(x) = x possede une unique solution sur R, notée a, dont on donnera un X Attention !
encadrement entre deux entiers consécutifs. Ce n'est pas sur f qu'il faut ap-
. X o pliquer le théoreme de bijection...
Onpose g:x+— f(x) —x =e " — > On a ainsi, pour tout x e R: f(x) = x <= g¢g(x) =0. Clest sur g |
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e On sait que :
v g est continue sur l'intervalle | — oo; +oq],

Sinon, on dérive, et on remarque
que g'(x) = '(x) =1 <0..

v f est strictement décroissante sur R et x —— —x éqgalement. Ainsi, g est une somme de deux Petite remarque
fonctions strictement décroissantes sur R; elle est donc strictement décroissante sur R. {

Par conséquent, d'apres le théoreme de bijection, g est bijective de R dans g(R) = R.
e De plus, puisque 0 € g(R), l'équation g(x) = 0 posséde une unique solution sur R; ce qui est donc le
cas de l'équation f(x) = x. Notons « cette solution.

e Enfin:
* g(0) =1, donc g(0) >0
* (1)fe’1—171—172Malse>2donc M<o
B 27 e 27 2 - donc g '
* g(a) =0 .
. ) Petite remarque
Al On a le choix : "désappliquer’
g(0) > g(a) > g(1) la fonction g ; ou appliquer la
Et, par stricte décroissance de g sur R, on obtient : fonction g~"..
O<a<

Conclusion : 'équation f(x) = x posséde une unique solution réelle a, et a € [0;1].

3. Etude d'une premiére suite.
Soit (un)pen la suite définie par ug = 0 et pour tout n € N, u,yq = f(uy).
3.a. Démontrer que pour tout n € N, u,, € [0;1].
Procédons par récurrence.
e Initialisation. Pour n =0 :
Immédiat, car uy = 0.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que 0 < u, < 1 et montrons que 0 < v,y < 1.
Par hypothese de récurrence, on a :
0<u, <1
D'oli, puisque f est décroissante sur [0; 1]

F(0) = f(un) = (1)

1
Or fl0)=1etf(1)=e '+ 5 Ainst f(1) = 0, et donc, par transitivité :

0 < Uptq < 1
['hérédité est ainsi établie.
Conclusion : pour tout n € N, u, € [0;1].
1 m Réflexe !
3.b. Démontrer que pour tout x € [0; 1], |f'(x)| < —. VX €R, Ya €RT,
e XI<a & —a< X<a

Soit x € [0; 1]. Puisque " est décroissante sur [0;1], on a :

f(0) = 1'(x) = £(1)

Autrement dit :

Par conséquent :

1
Conclusion : pour tout x € [0;1], |F'(x)] < -.
e

1 1\"
3.c. En déduire que pour tout n € N, |u,11 — a] < g|un —a| puis |u, — af < (E) .
e On sait que :
v f est dérivable sur [0;1],
1
v Wxel01] [F(X)] <

e
Ainsi, d'apres l'inégalité des accroissements finis :

(question précédente).

1
V(x,y) € [0:1F, [F(x) = f(y)] < o
Soit n € N. En prenant x = u, et y = g, licite car u, € [0; 1] (question 3.a.) et a € [0; 1] (question
2.c.), on obtient :

x =yl

[f(u,) — f(a)] < 1\U” —q|
e

Et, d'apres la question 2.c., f(a) = a.
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Conclusion : Vn € N,

1

Uper —al < —|u, —al.
e

e Procédons ensuite par récurrence.

* Initialisation. Pour n =0 :

10
Ona:|ug—al=a Or onavuqueael0;1] Ona donc bien : |ug—a] < (7) . L'initialisation
e

est vérifiée.

* Hérédité. Soit n € N. Supposons |u, — a| < (

Par hypothese de récurrence, on a :

g 1 n+1
) et montrons |u, 1 — a| < (7) .
e

@ | =

»] n
|u, —al < (7)
e

1
D'oli, en multipliant par — > 0 :
e

1 1 n+1
7‘“/1 —C(‘ g (7)
e e

Et ainsi d'apres le point précédent et par transitivité :

1 n+1
|U/7+1 - 0(‘ < (7)

L'hérédité est ainsi établie.

e

Conclusion : pour tout n € N,

1 n
u”—a\g(—) .
e

3.d. Conclure sur la convergence de la suite (u,),en et préciser sa limite.

v D'apres la question précédente : Vn € N, 0 < |u,

v De plus, 1 el—-11
e

n

donc lim (1 =0

n—+o0o e

n—+o00

(1)/7
—al < |- .
e

D'aprés le théoréeme d'encadrement, on en déduit : lim |u, — a| = 0. Autrement dit : lim v, —a =0.

X Attention !
n—+o00 Tout serait différent st on avait

Conclusion : la suite (u,),en converge vers a.

lim |u, —al # 0:onne
n—+o00
pourrait méme pas conclure que
(up) converge...

3.e. Déterminer un rang & partir duquel u, est une valeur approchée & 107'° pres de a. Donnée : In(10) ~ 2, 303.

rang a partir duquel cest le cas..

,] n *Subtll*
D'apres le résultat de la question 3.c., il suffit de trouver un n a partir duquel (7) <1070, +7On ne demande pas le premier
e

Soit n € N. On a :

e

(1) <107 «— nln (1) < —101n(10)
e

— —n < —=10In(10)
< n =10n(10)

par stricte croissance de ln sur R/

Conclusion : pour n >

24, on peut affirmer que |u,

—al < 107"%; ce qui répond & la question.

3.f. Créer une fonction Python den-téte def u(n): qui prend n en valeur d'entrée et renvoie u, en sortie.

1|def u(n):

2 u=0

3 for k in range(1,n+1):

4 u=f(u) #ol f est la fonction de
5 return u

la question 1

4. Etude d'une seconde suite.

4.a. Démontrer que f réalise une bijection de R dans un intervalle a préciser. Dresser le tableau de variations

complet de .
On sait que :

v est continue sur R,

v [ est strictement décroissante sur R (question 2.b.)
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Ainsi, d'apres le théoreme de bijection, f est bijective de R dans f(R) = R.
On a également :

X —00 1 400

+00
variations de f~! \ 0

4.b. Ecrire une fonction Python nommée dicho qui prend la valeur d'un réel strictement positif p en arqument
d'entrée et renvoie une valeur approchée de f~'(0) & p prés, & l'aide de l'algorithme de dichotomie.

L'exécution de dicho(0.01) renvoie 2,11.

3
On sait que f(0) = 1 et on remarque que f(3) = e > — 5 < 0.. Dotr :

f(0) > 0> £(3)

Et ainsi, par stricte décroissance de =1 sur R, on obtient :

0<f0)<3
Petite remarque
Ceci nous permet d'obtenir un premier intervalle sur lequel débuter! ﬁtntervelle [2; 3] convenait égale-
ment...
1|def dicho(p):
2 a=0
3 b=3
4 while b—a>p:
5 m=(a+b)/2
6 if f(m)==0: #ou f est la fonction de la question 1
7 a,b=m,m
8 elitf f(m)*f(a)<O0:
9 b=m
10 elitf f(m)xf(a)>0:
1 a=m
2 return (a+b)/2

1
4.c. Déduire de la question 4.a. que pour tout n € N*, il existe un unique nombre, noté x,, tel que f(x,) = —.
n
Soit n € N™.

1
Puisque — € R et que f est bijective de R dans R, il existe un unique antécédent a — par f, noté x,,.
n n

1
Conclusion : pour tout n € N*, il existe un unique nombre réel x, tel que f(x,) = —
n

4.d. Démontrer que pour tout n € N*, x, € [0; 3].
Soit n € N". Ona:

o f(x,) = 117 donc f(x,) €]0; 1],
o 1(0)=1,
o f(3) <0.

D'oli par transitivité :
F(0) > Fxa) > £(3)

Et par stricte décroissance de f sur R, on obtient :

Petite remarque
0<x, <3 %utre argument possible : 'stricte

décroissance de £~ sur R',

Conclusion : pour tout n € N, x,, € [0; 3].

4.e. Soit n € N*. Exprimer x, en fonction de n et .

! 1
On a f(x,) = —, et comme f est bijective : x, = " (,)
! n

1
Conclusion : ¥n € N*, x, = ' (E )

4.f. En déduire les variations et la limite de (x,)sen--
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e Dapres la question précédente :

Soit n € N*. On a :
n<n+1

D'oli, par décroissance de la fonction inverse sur R/, licite car n,n +1 >0 :

1 1

- =

n n+1
Puis, par décroissance de ' surR:

SHRSEN
n n+1

Autrement dit :

Xn < Xn+1

Conclusion : la suite (x,),en+ est croissante.

1
e Puisque lim — =0 et que f " est continue en 0, on obtient :

n—+oo N

lim x, = f'(0).

n—+o00

Conclusion : lim x, = f~'(0) =~ 2,11.

n—+o0Q

Important !
La continuité de f garantit que
Llon peut faire rentrer la limite a
lintérieur de f".

Pourquoi 7 ———
dicho (0.01)renvoie une valeur
approchée de f~1(0) & 1072 prés.
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EXERCICE 3 - INSPIRE D'EXERCICES DE CONCOURS

. . Sl e , ) . ,
On considére la fonction f : x — xe™x, définie sur R*. On note %} sa courbe représentative dans un repeére orthonormé
du plan.

ParTIE A. ETUDE DE f.

1. Etudier la parité de f.
f(1) = e " et f(—1) = —e'. Par conséquent :
(—=1) s f(1) : f n'est pas paire;

o f(—
o f(—1)#+ —f(1): f n'est pas impaire.

Conclusion : f n'est ni paire ni impaire.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. Préciser les éventuelles asymptotes de ;.

e En —oo:
Ona lim — =0, donc par composition : lim e ¥ =1.
x——00 X X——00
D'ou, par opérations :
lim f(x) = —o0
X—>—0Q
e En 0, a gauche :
v lim — = +o0,
x—0 X
x<0
oX
v par croissances comparées : lim — = —o0.
(—+00 —
Ainsi, par composition :
limxe "™ = —00
x—0
x<0
e £n 0, a droite :
— L . )
On a lim — = —oo, donc par composition : lime™"* = 0.
x—0 X x—0
x>0 x>0
D'otr par opérations :
limf(x) =0
X—>!
x>0
e En +oo:
Ona lim — =0, donc par composition : lim e ¥ =1.
x—+00 X X—+00

D'ou, par opérations :

Conclusion : € admet une asymptote "verticale” d'équation x = 0, en 0 a gauche.

A
3. 3.a. Rappeler lim
X—0
X
et —1
lim =1
X=0 X
3.b. Déterminer lim (f(x) — x) ainsi que lim (f(x) — x)
X—+00 X——00
e En +oo:
Soit x suffisamment proche de +00. On a :
flx) —x = xe " —x
=X (e’”Y 1 )
efﬂx —1
R
X
Or - 4> Rédaction
’ On veillera a bien soigner la
. -1 rédaction des compositions de
v o lim — =0, limites faisant apparaitre des
XH'OOXX limites usuelles de ce type ou des
. oet =1 croissances comparées.
v lim =1
X-0 X
Donc, par composition :
“1/x
e N —1
lim - =1
X—+00
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Conclusion : lim (f(x) — x) = —1.

X—+00

e En —oo:
On procede de la méme fagon, pour obtenir le méme résultat.

Conclusion : lim (f(x) fx) =1

X——00

3.c. En déduire que % admet une droite asymptote aux voisinages de +oc.
De la question précédente, on déduit :

lim (f(x)f(xfﬂ):O ; lim (f(x)f(xf1)):0

X—+00 X——00

Conclusion : la droite d'équation y = x — 1 est asymptote a la courbe de f aux voisinages de +oo.

. Dresser le tableau de variations complet de f sur R™.
Posons u : x —> x et v : x —> — de sorte que f = u « expov.

v est dérivable sur R*, donc exp ov est dérivable sur R*. Ainsi, f, étant un produit de fonctions dérivables sur R,
est également dérivable sur R™.
Soit x € R*. On a :

| 1 ,
f/(X) —e 1/x Lxx —e 1/x

¥2
| 1
. efhx (/I 4 -
X
=e M‘XX + &
X
On obtient ainsi directement :
X —00 —1 0 +00
signe de f'(x) + 0 - +
mRéflexe | ———y
ot - +00 On vérifie la cohérence du ta-
variations de f|_ / \ —oollo / {)leau”
. Déterminer lim f'(x).
0
Soit x >0.On a:
/ —1/x 1
fiix)=e "™ 14 —
1
B 144
eﬂx
Or :
1
v lim — = 400,
x—0 X
x>0
volm X + X 2o ' Ses et opérati
im == lim |=+—| = ar croissances comparées et opérations.
Xotoo  eX X—too | X X P . .
Par composition :
1+ 1
lim——= =0
x—=0 elhx
0 Interprétation
Graphiquement, la courbe de
Conclusion : lim f'(x) = 0. f admet en quelque sorte une
>0 demi-tangente horizontale en 0,
a droite (en quelque sorte, car f

n'est pas définie en 0...).

6.a. Etablir : ¥x € R*, f'(x) < 1.

) 1
Ona:f :x+—e X (1 + f) ; ainsi, I est dérivable sur R* et pour tout x € R* :
X

1 | 1 1
f//(X) o Xje—hx (1 + ;) o 76—1,/x

T
o X2 X3 X2

efﬂx

X3

TRAVAIL ESTIVAL - Page 14/85



On en déduit :

X —00 0 +00

signe de f”(x) — +
1
variations de f’ ~. 0 7

Les limites étant obtenues par opérations...
Ce tableau de variations permet bien d'obtenir le résultat voulu.

Conclusion : Vx € R*, f'(x) < 1.

6.b. En déduire la position relative de ; par rapport a la droite déquation y = x — 1.
Pour cela, posons g : x — f(x) — (x — 1) et étudions son signe.
Puisque f est dérivable sur R*, g l'est également et :

Vx €RY, g'(x) = f'(x) =1
D'apres la question précédente, on obtient :
Vx € R, ¢'(x) <0
Et comme la droite d‘équation y = x — 1 est asymptote a & aux voisinages de +o0, on a :

lim g(x) =0

X—+00

X —00 0 +00

signe de g'(x) — —

variations de ¢ ~. NG 0

Par conséquent :
Vx €]—o0;0], g(x) <0 ; Vx€J0;,+oq], g(x) >0

Conclusion : &} est au-dessus de la droite d'équation y = x — 1 sur |0; +oq[;
€} est au-dessous de la droite d'équation y = x — 1 sur | — o0; 0[;
%; et la droite d'équation y = x — 1 n'ont aucun point d'intersection.

7. Représenter l'allure de %/ dans un repere du plan judicieusement choisi. On veillera a faire figurer toutes les
informations établies précédemment permettant dobtenir la courbe la plus précise possible.

4,,

Petite remarque

La limite en 0 a gauche n'est pas
utile pour conclure... Tout comme
celle en 0 a droite, mais on l'avait
déja obtenue a la question 5.

Petite remarque

La encore, les limites de g en 0
a gauche et droite ne sont pas
nécessaires; mais puisqu'on a
celles de f, on aurait facilement :

lim g(x) = —oo et lim g(x) = 1.
x—0 x—0
x<0 x>0

Petite remarque

Sont visibles :

e Tangente horizontale en x =
-1

e 'demi-tangente horizontale” en
x =0, a droite.

e Asymptote en x = 0, a gauche.
e Asymptote en =o0.
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PARTIE B. ETUDE D'UNE SUITE.

U0:1

On considere la suite (u,),en définie par : { ¥n €N, e — Fuy)

8. Ecrire une fonction Python, nommée u, qui prend en entrée un entier naturel n et renvoie la valeur de u,,.

1|import numpy as np

2|def u(n):

3 U=1

4 for k in range(1,n+1):
5 U=Uxnp . exp(—1/U)

6 return U

= Pour info...
4E(B) renvoie environ 3

x 10720..

9. Représenter les premiers termes de (u,),en sur le graphique ci-dessous, sur lequel la courbe de la fonction f est

représentée. Que peut-on conjecturer sur le comportement de la suite (u,)pen?

0.4 %
035
03+
025+
02+
015
01+
1072

Cr

1—(%)_% | 010203040506 070809

Le graphique :

ar

ol

10=>—

11

A

X Attention !
ﬁe repére n'est pas normé |

—0.1 0/1 02 0[3 0/4 0/5 0/6 0/7 08 09 1 1
5107

On conjecture que la suite (u,),en est décroissante, de limite nulle.

10. Démontrer que pour tout n € N, u, existe et u, €]0;1].
Par récurrence...

e Initialisation. Pour n =0 :
ug existe et ug = 1 €0; 1]. L'initialisation est ainsi vérifiée.

1

e Hérédité. Soit n € N. Supposons 'u,, existe et u, €]0;1]" et montrons "u, 1 existe et u,.1 €)0;1].

* Par hypothese de récurrence, u, existe et u, > 0; donc f(u,) existe puisque f est définie sur R".

Autrement dit : v, existe.

1up

* Egalement : v, = u,e” """ ; et comme, par hypothese de récurrence

* Enfin, par hypothése de récurrence :
0<u, <1

Puis, par croissance de f est R, on a :
flu,) < (1)

Autrement dit :

1
Uni1 éo

Puisque e~ < 1, on obtient par transitivité :

Uni1 <1

Finalement : "u,.q existe et v,y €]0; 1] U'hérédité est ainsi établie.

,u, >0, 0naaussi v, > 0.

X Attention !
f(0) n'existe pas !
On écrit 0 < u, < 1 pour
rappeler que lon utilise les varia-
tions de f sur R (et méme |0; 1))
seulement.

Conclusion : pour tout n € N, u,, existe et u, €0;1].
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11. Etudier les variations de (Up)pen.
Soit n € N. On a:
Upyr — Up = Uy (eiwtm o 1)

Or, d'apres la question précédente u, > 0. On a ainsi :

1
—— <0
UN
Et par stricte croissance de l'exponentielle sur R :
up
e <1
Par conséquent :
Upyr — Up < O

Conclusion : la suite (u,),en est strictement décroissante.

. 1
12.12.a. Etablir : Vx €]0;1], f(x) < ot
Transformons le résultat a établir.. Soit x €]0;1]. On a :
1 —1/x 1
flx) < —x & xe "< —x
e e J car x>0
1

= e g -

J par stricte croissance de ln sur R}

Or x €]0; 1], donc la derniére inégalité est vraie (décroissance de la fonction inverse sur [0; 1)) ; par équiva-

lence, l'inégalité initiale est ainsi également vratie.

1
Conclusion : Vx €]0;1], f(x) < o

Petite remarque
On aurait aussi pu travailler sur
1
f(x) = —x (et clest d'ailleurs tres
e
proche de ce qui a été fait en
question précédente...), mais il
est important de rédiger de cette

facon parfois afin de comprendre
quand et comment le faire.

12.b. En déduire : Vn €N, u, < (%) .

Par récurrence...

e Initialisation. Pgur n=20:

, ne .
up="Tet | —| =1; par conséquent, up < | — | . L'initialisation est vérifiée.
e e

n 1 n+1
) et montrons que 1 < (*) .
e
1 n
Up < (7 )
e

1 1 n+1
—Uup < (7)
e

@ | =

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que u, < (

Par hypothese de récurrence, on a :

1
D'ot, puisque . >0:

e

Mais u, €]0; 1] d'aprés la question 3, donc, d'aprés la question précédente :
1
f(Ll”) g —Up
e

Par transitivité, on a atnst :
Autrement dit :

['hérédité est établie.

1 n
Conclusion : Vn €N, u, < (—) .
e
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12.c. Conclure sur lexistence et la valeur de la limite de la suite (u,)nen-
Ona:

n

(1

e

1
vV VneN, 0<u, < (E)

1
v . €|— 1,1, donc lim

n—-+o00

),,

: par théoreme d'encadrement, la suite (u,),en converge vers 0.

Conclusion

,] n
12.d. Résoudre l'inéquation (E) < 1072, d'inconnue n € N, puis interpréter le résultat obtenu. Donnée :
201(n(10) = 46, 05.
e Soitn eN.Ona:

par stricte croissance de In sur R}

— —n < —201In(10)
< n >=20n(10)

/I n
Conclusion : (7) < 1072 lorsque n > 20(n(10).
e

e Interprétation :
n

1
On sait que pour tout n € N, u, < (7) . Ainsi, d'apres ce qui précede (et par transitivité) :
e

Yn > 201n(10), u, <1072

Conclusion : on peut affirmer que pour tout n > 47, u, < 1072,

12.e. Le programme suivant (dans lequel u est la fonction Python définie a la question 8.) affiche la valeur 4.

Interpréter cette valeur et la comparer avec celle obtenue a la question précédente.

n=0

while u(n)>10%x(—20):
n=n+1

print(n)

On peut déja dire que le programme s'arrétera forcément, puisque (u,),en converge vers 0. Il existe donc
un rang a partir duquel u, est toujours inférieur ou égal & 1072

Ici, 4 est d'ailleurs le premier rang a partir duquel cest vrat.

Comparaison avec la valeur précédente : il est naturel de trouver une valeur inférieure a la question

Petite remarque

Puisque 20n(10) n'est pas entier,
on peut aussi dire ‘lorsque n >
[20Un(10)] + 1"

= Pour info...
On peut cependant s'interroger
sur 'écart important entre le
résultat obtenu par majoration et
le résultat réel..
En fait, la suite (u,) converge
tres vite vers 0. En effet, au 4eme
terme, l'écart avec 0 est déja
inférieur & 1072, Cela est dbi au
fait que lim f'(x) = 0. On dit
=0
que le point fixe 0 (car on peut
prolonger f par continuité a droite
en 0 en posant £(0) = 0) est ici

précédente; puisque dans la question précedente, nous avions utilisé une majoration de v, (établie a la ¢

super attractif.

question 12.b.) pour obtenir cette information.
n
13. Considérons la suite (S,),en définie sur N par: Vn €N, S, = Z Ug.
k=0

13.a. Etudier les variations de (Sn)nen:
Soit n € N. On a :

Petite remarque

On peut remplacer toute la ques-
tion 13. par : 'Démontrer que la
série de terme général u, est
convergente.’

n+1 n
S/HH o 5/7 - § U — § Uk
k=0 k=0
= Up41
Or u,q > 0.
Conclusion : la suite (S,),en est croissante.

13.b. A laide du résultat établi a la question 12.b. démontrer que la suite (S,),en est majorée.
Soit n € N. On avait obtenu, a la question 12.b. :

Yk €N, up < (e7)

D'ol, en sommant sur [0; n] :

n n

m Réflexe !

Pour majorer une somme, on
majore son terme général..

Zuk<

(e—W )/7
k=0 =0

k
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Ore '+ 1, donc :

— . X Attention !
e—1 e—1 R
la quantité ——

ne peut pas
o étre un majorant de (Sy)nen,

Or > 0, dour : puisquielle dépend de n..

. . . 7 e
Conclusion : la suite (S,),en est majorée (par
e

O 1 ]
13.c. Que peut-on en déduire? ex Attention |
Etant croissante et majorée, le théoreme de convergence monotone permet d'obtenir que la suite (S,)pen | e =7
est convergente. m’a:Ls n'est pas sa limite ! Iyl. est
: dailleurs tres probable qu'il nous
soit impossible de déterminer
explicitement sa limite...

est un majorant de (Sy),
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Exercice 4 - EDHEC 2013 E

u? +1

Considérons la suite (u,),en définie par ug = 0 et pour tout n €N, v,y = 5

1. 1.a. Montrer que pour tout n € N,0 < u, < 1.
Procédons par récurrence.
e Initialisation. Pour n =0 :
ug = 0, donc l'initialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € N fixé. Supposons que 0 < u, < 1 et montrons que 0 < v,y < 1.
Par hypothese de récurrence :
0<u, <1

Ainsi, par croissance de la fonction carrée sur R (nous sommes ici sur [0;1]) :

0< u,f <1
Dol : :
i g Ups1 < 1
Et par transitivité :
0<up <1
'hérédité est ainsi établie.
Conclusion : pour tout n € N, 0 < v, < 1
1.b. Etudier les variations de (Un)nen-
Soit n € N. On a :
u?+1
Upp — Uy = >~ Uy,
u,% +1—2u,
2
_ (up — 1)2
n 2

>0

Conclusion : la suite (u,),en est croissante.

1.c. Déduire des questions précédentes que la suite (u,),en converge et donner sa limite.

e Dapres les questions précédentes, (u,),en est croissante et majorée (par 1). Donc, par théoréme de
convergence monotone, la suite (u,),en converge vers un réel .
Et comme (u,),en est bornée par O et 1, ona ¢ € [0;1].

e Ensuite, on sait que :

)
us +1
v VYneN, v, =" ,
2 = Rappel...
v (Up)nen converge vers 2. Sl

V' V¥neN, upr = fluy)
v (u,) converge vers ¢
02 41 v f est continue en ¢

D'oli, en passant a la limite dans la relation de récurrence de (u,)nen :

¢ ALORS : f(¢) = ¢.
2
Or - #) Rédaction
On établit l'équation vérifiée par
2 ¢; puis on résout cette équation.
¢ = 5 — 20=10"+1 La rédaction est en deux temps !
= ¢-20+1=0
— (=17 =0
= (=

Par conséquent : ¢ = 1.

Conclusion : la suite (u,),en converge vers 1.

2. 2.a. Ecrire une fonction Python qui prend en arqument d'entrée un entier naturel n et renvoie la valeur de u,.

1|def suite_u(n):

2 u=0

3 for k in range(1,n+1):
4 u=(uxx2+1)/2

5 return u
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2.b. En déduire un programme, rédigé en Python, qui permet de déterminer et d'afficher le plus petit entier
naturel n pour lequel 0 < 1 —u, < 1072,

Petite remarque
1 [n=0

L'exécution de ce programme
while 1—suite_u(n)>10%x(—3): affiche 1991 : la convergence est

3 n=n+1 lente !
print(n)

N}

ES

AUTRE PROPOSITION

L'énoncé a guidé ainsi, mais on pourrait également écrire un programme permettant de répondre a cette question
sans utiliser la précédente :

u=0

n=0

while 1—u>10x*x(—3):
u=(ux*2+1)/2
n=n+1

print(n)

o U a2 W N -

Cette solution a l'avantage d'étre moins coliteuse en calculs. En effet, avec les deux algorithmes précédents,
pour tout n € [1;1991], le calcul de u, nécessite de recalculer tous les uy, pour k € [1; n]...

3. On définit maintenant la suite (vy)pen par: Vn €N, v, =1 —u,.

3.a. Soit n € N. Simplifier U'expression Z(vk — Vieq1).

k=0
Simple télescopage..

Z(Vk — Vi) =

k=0

Vo — Vi

T—ug—(1—ups1)
= Upy1 — Uo

= Upy1

n
Conclusion : Vn € N, > (Ve — Vis1) = Upsa.

k=0

3.b. Pour tout entier naturel k, exprimer vy — vi41 en fonction de v;.
Soit Kk € N. On a:

Ve = Vipr = T —up — (1 = ugy)

= Ug+1 — Uk
(up — 1)
2
2
- %
V2
Conclusion : Vk € N, vy — vyq = 7‘
+00
3.c. Montrer alors que la série E v2 est convergente et donner la valeur de sa somme E V2.
n=0

On a, d'apres la question précédente, pour tout n € N* :

n

Z i = 22(% = Vi)
k—0

—0 J d'apres la question 3.a.

- ZU/7+1

n
) \ . . ;o . 2
Or, d'apres la question 1.c., la suite (u,),en converge vers 1. Dol : lim > Vi = 2.
n—+o00
k=0

+o00o
Conclusion : la série > v,f est convergente et E v,f =2
n=0
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Exercice 5 - EDHEC 2020 E

n

dx.

1 X" 1
Onpose,pourneN,/n=/0 mdxetj,,:/o T

1. Justifier, pour tout entier naturel n, Uexistence de /, et J,.
n XH

Pour tout n € N, les fonctions x — ——— et x —
(1+x)?

de fonctions continues sur [0; 1] dont le dénominateur ne s'annule pas sur [0; 1].

—— sont continues sur le segment [0; 1], comme quotient

Conclusion :

pour tout n € N, les intégrales /, et J, existent.

2. Calculer Iy et /4.

[ ]
1 XO
I = d
’ / A+x "
1
1
- d
/0(1+x)2 :
171
:[1+XL
1
=3
[ ]

3. Etudier les variations de la suite (/,),en.
Soit n € N. On a:

1 /7H
/7+ o /0 1+X
1 ”X—/I
o 1+x

XH>0 :

1 XH
/0 1 +x2

Or, pour tout x € [0; 1] :
x—1<0

D'oti, par croissance de l'intégrale, licite car 1 > 0 :

/1 X"(x — 1)
o (14 x)

L
_/0 T

dx

<0

J point précédent

{) linéarité de l'intégrale

(1+x)7%>0

Conclusion : la suite (/,),en est décroissante.

. 1
4. 4a. Etablir:VvneN, LLo+2l,q+ 1, =——.
n+1

Soit n € N. On a :

1 X/HZ 1 XHH 1
Iy + 200 + 1, = ——dx +2 —dx +
i /0 A+ x2 " /0 A+ 2" /o <

1+ x)?

/1 ”XZ-i-ZX—&-T
= X dx
0 (1+ x)?

1
= / x"dx
0

1
n—+1

X

n

dx

J linéarité de l'intégrale

1
n+1

Conclusion : Vn €N, l,.0 + 2,01 + 1, = ——.

4.b. En déduire 5.

D'apres le résultat précédent, on obtient , 4+ 2/; + Iy = 1. Puis on utilise les résultats de la question 2...

v Rigueur !
+7On veut voir le mot 'segment’.

Petite remarque

Plut6t que d'utiliser cette astuce,
on aurait aussi pu effectuer le
changement de variable t = 1+ x;
ou méme procéder par IPP.

# Rédaction
Cette question doit étre parfai-
tement justifiée !l En particulier,
on mentionne la ‘linéarité de l'in-
tégrale’ et "la croissance de l'in-
tégrale, avec bornes dans lordre
croissant’. C'est la premiére fois
qu'elles apparaissent, on fait donc
un effort |
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Conclusion : ,, = % —2n(2).

5. 5.a. A laide de la relation établie a la question 4.a., écrire une fonction Python d'en-téte def I(n): qui
renvoie la valeur de /, pour n € N.

import numpy as np

s|def I (n):

4 if n==0:

5 return 1/2

6 if n==1:

7 return np.log(2)—1/2

8 else:

9 1=1/2

10 j=np.log(2)—1/2 © Astuce du chef ! O
P . En ligne 11, k désigne le rang

! i k %n ) e e (2, n=-1 ) . du terme calculé... £t la relation

12 Coj=i T (k=1)—=2%j—1 de récurrence de la question 4.a.

13 return j < fournit :

1
VK22 b= 20— heat

5.b. On considére le programme suivant :

1|labs = ...
2llord = ...
s|plt.plot(Labs,Lord, 'b+")
4|plt.show ()

Recopier et compléter les lignes de ce programme, de sorte que son exécution permette d'obtenir le graphique
suivant, sur lequel les termes d'indices 0 a 10 de la suite (/,),en sont représentés.

051 +
0.4
0.3
0.2 +
+
0.1
+
.
+
+ + " N N
; T T , ; .
0 2 4 6 8 10

L1 : Labs=range(0,11)
L2 : Lord=[I(n) for n in Labs]
5.c. On consideére la fonction Python suivante, dans laquelle on utilise la fonction créée a la question 5.a..

1|def seuil(p):

2 n=0

3 while [ (n)>p:
4 n=n-+1

5 return n

Que faudrait-il démontrer sur la suite (/,),en pour avoir la garantie que le programme s'arréte pour toute
valeur strictement positive de p?

Le programme permet d'obtenir le premier rang a partir duquel v, devient inférieur ou éqgale a p; par
conséquent, le programme s'arréte si /, devient inférieur ou égal a p a un certain moment...

Conclusion : pour s'assurer que la boucle while s'arréte pour chaque valeur strictement positive
de p, il faudrait démontrer que la suite (/,),en converge vers 0.

1 oy . .
6. Montrer: Vn e N, 0</, < i En déduire que la suite (/,),en est convergente et donner sa limite.
n
mRéflexe !
Pour encadrer une intégrale, on
commence par encadrer l'inté-
grande...

e Soit n € N.
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* Soit x €[0;1. On a :

T4+x>1

D'ot, par croissance de la fonction carrée sur RT :

Et par décroissance de la fonct

Puis, du fait que x" > 0 :

Or, x" = 0 et (1+x)* > 0, dot

* On a ainsi établi :

Par croissance de l'intégrale, licite car 1 > 0 et que les fonctions en jeu sont continues sur le segment

[0;1]

(14 x)? =1
ion inverse sur R} :

1
T +x2

X"

A+ 7

|
X”
0< — < X"
S (14x)2 T

X"

01, 0< — <
el 0 g3y

1
0</,,</ x"dx
0

Conclusion : Vn €N, 0< /, <

1
n+1

e Ona:
1
vV VneN, 0</, <
n+1
1
v lim =
l7>1mn+1

Conclusion : par théoreme d'encadrement, (/,),en converge vers 0.

. 1
7. Etablir : Vn e N*, I, =nJ,_1 — 5
1 XH

Soit n e N*. Ona:l, = —d

oit n na /0 L X

u:x+— x"

Posons : —1
VX —>
T+x

Les fonctions u et v sont € sur le segment [0; 1] et pour tout x € [0;1] :

Par intégration par parties, on a alors :

o X” 7/]
B "1+ x

S

_;1+,7ij7
T2 o 1+

1

:njn 175

1 n—1
X
. :/ dx.
' o T+x

1 1 1
—/ X"k dx
0 0 1 —+ X

n—1

dx
X

Conclusion : Vn € N*, [, =n/J, 1 —

8. 8.a. Calculer Jy puis exprimer, pour tout

n €N, J,.1+ J, en fonction de n.

'
:/0 1+XdX
= [ln(1 +X)]2)
= n(2)

o

— == Rappel...

La conclusion du théoreme d'en-
cadrement est ‘(/,) converge et

sa limite est 0'; il n'est donc pas
nécessaire de mentionner le théo-
reme de convergence monotone
(ca démontre un manque de recul,
et plus généralement, le théoreme
d'encadrement permet justement
parfois de conclure alors que la
suite n'est pas monotone !).

v Rigueur !
Ne pas oublier la seule hypothéese
pour U'IPP : les fonctions doivent
atre de classe € sur le segment
d'intégration.
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e SoitneN.Ona:

1 n+1 1 n
X X
Jov1 + :/ —dx+f dx
o T+x o 1+x ) lindarité de lintégrale

T on
:j X(x+1)dx
0 T+ x

1
= / x"dx
0

1
T+
. 1
Conclusion : pour tout n € N, /.4 +J, = ——.
n+1
8.b. En déduire /.
D'apres la question précédente :
Jhi+J=1

or Jo = n(2)..

Conclusion : /; =1 —In(2).

9. Démontrer par récurrence : ¥n € N*, J, = (=1)" (ln(Z) —

»
i =1
I
~|=
T
-

e Initialisation. Pour n =1 :

['initialisation est vérifiée.

" 1)k
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que J, = J, = (=1)" (ln(Z) — ( /<) ) et montrons que J,4q =
k=1
n+1 .
( n+1 ([n )
k=1
On a, d'apres la question 8.a.
1
jn+1 - 71/7 +
n+1 par hypothése de récurrence
. ( 1)17 ln 2 i (71)k71 + 1
B — k n+1
n k—1 1
=(=1""{InE2 il + —
= k n-+1 ) (71)u+1 . (71)”“ _ (71)2/#2 1
n k—1 71)174&
= (—1 n+1 L ) (
=1 ( n(2 — k - n+1
1 /I)k—W (7/])/7
— (=1 n+1 L
=1 ( 2 (; KT
1 n+1 )k71
_ (__1\n+
= (1) !
k=1

rrrrr

10. 10.a. Utiliser les résultats des questions 6. et 7. pour justifier que la suite (J,),en converge vers 0.

It + 5
De la question 7., on déduit : ¥n €N, J, = ”HJr 12.
n
Et d'apres la question 6. : lim /, = 0. Ainsi, par opération, on en déduit : lim J, =0.
n—+o0 n—+oo
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10.b. En déduire la convergence de la série Z

10.c.

Conclusion : la suite (/,),en converge vers 0.

. puis donner la valeur de E
k=1 k=1

D'aprés ce qui précede et le résultat de la question 9. :

k

lim (=1)" (ln(Z)
n—+o00

k=1

I
N
=
[
I
o

D'oli, par continuité de la fonction valeur absolue en O :

lim

n—+o0Q

Or, pour tout n € N* :

(=D v =D

N o i (7’])}(1 {1\ o i (7’])k1
'( d (tn(2> et IR G (O .
k=1 k=1
" (7»])/\' 1
= |ln(2) —
k=1 k
On en déduit :
im o) 5~ E T g
L —_ =
n—-+o00 — k
Par conséquent :
lim n(2) — — = 0
n—-+00 o k
Et ainsi :
. n (71)k—1
(_»])k—W +oo (_»])k—ﬂ
Conclusion : la série Z . est convergente et Z = n(2).
k=1 k=1

1
Démontrer que lim nJ, = =.

n—-+00 2
On a, d'apres la question 7., pour tout n € N :

Nl + %)
n—+1

_n | +1
_n+,| n+1 2

njﬂ -

Or:
e lim /,7M:O
n—-+o00
il
o lim —— —1
n>10cn+1

D'ot Srati Li ! lnsr + 1 1
ou, par operation : tm n 5 =5
P P n—+oo N + 1 o 2 2

1
Conclusion : lim nJ/, = =
n—-+o00

5>

Petite remarque

On peut également justifier de
méme que l[T Jo—1 = 0, puis
n—+o00

conclure.

= Rappel...
lim [f(x)] =0 &= lim f(x) =0
x—a X—a
Mais l'implication est

fausse st la limite est autre que
0..

= Pour info... ———
+7On en déduit : J, ~ i
+00 2n
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ExercicE 6 - EcRICOME 2005 E

1
On considére, pour tout n € N, la fonction £, : x — (1 — x)"e™ ainsi que l'intégrale /, = / fa(x)dx.

0
Le but de lexercice est de montrer lexistence de trois réels a, b, c tels que pour tout n € N* :

b c 1
/H=G+;+?+ﬁ6(n)

ot £(n) est une expression dépendant de n telle que lim €(n) = 0.

n—+00

1. Justifier que pour tout n € N, /, est bien défini et donner son signe.
Soit n € N.

1 v Rigueur !
e La fonction f, est continue sur le segment [0; 1], donc U'intégrale / fo(x)dx est bien définie. %n veut voir le mot ‘segment’
0

e Ona:Vxel0;1] f,(x) =0
Doy, par croissance de l'intégrale, licite car 1 > 0: [, > 0.

Conclusion : pour tout n € N, /, est bien défint et /, > 0.

2. Calculer /.

I
—

_ . m Réflexe !
%n vérifie la cohérence du signe...

3. Etudier les variations de la suite (In)nen-
Soit n € N. On a:

1 1
/n+1 o //7 - / f/HrW(X)dX _/ f/)(X)dX
0 0 J linéarité de l'intégale

- /" o1 (x) — fr(x)dx

0

:/%1fn%4w17x7nm
0

1
:/ —x(1 = x)"e">dx
0

—x<0; 1=x)">0; e*>0

Or, pour tout x € [0; 1] :

D'ot, par croissance de lintégrale, licite car 1 > 0 et que les fonctions en jeu sont continues sur le segment [0; 1],
on obtient :

1
/ —x(1=x)"e *dx <0
0

Autrement dit :
/IHH o //7 g O

Conclusion : la suite (/,),en est décroissante.

4. Que peut-on en déduire?
D'apres les questions précédentes, (/,),en est décroissante et minorée par 0.

Conclusion : d'apres le théoréeme de convergence monotone, la suite (/,),en converge.

1

n+1 mRéflexe !
Pour encadrer une intégrale, on
commence par encadrer l'inté-
grande...

5. Démontrer que pour tout n € N, 0 < /, <
Soit n € N.
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e Soit x €[0;1]. On a:
0<e ™ <1

D'oty, puisque (1 —x)" >0 :

0 < e Zx“ 7)()/7 < (1 7)()/7

e On a ainsi établi :

Vx €[0;1], 0 < f(x) < (1 —x)"

Et par croissance de l'intégrale, licite car 1 > 0, on obtient :

1
I, < j (T —x)"dx
0

1 -1 11
1 — nd o 1 — n+
- [n+1( . L

1

n+1

Petite remarque
On peut également effectuer le
changement de variable t =
1 — x pour se rendre compte que

1 1
] (1—x)"dx = j t"dt..
0 0

1

Conclusion : pour tout n € N, [, < ——.
P "4+

6. Déterminer la limite de la suite (/;)nen-

Ona:
1
v dapres les questions 1. et 5. : Vn € N, 0 </, < P
1
v/ lim =0
n—+oco N+ 1

Conclusion : par théoréme d'encadrement, lim /, = 0.
n—+00

7. A laide d'une intégration par parties, démontrer que pour tout n € N, 2,41 =1 — (n + 1)/,.
1

Soit n eN.Ona:l, 4= / (1 —x)" e 2 dx.

0
U x— (1—x)"*"
Posons : -1
ViX— —e

2

2x

Les fonctions u et v sont "' sur le segment [0; 1] et pour tout x € [0; 1] :

u'(x) = —(n+1)(1 —x)"

V(x) =
Par intégration par parties, on a alors :
—1 ! ! -1
It = | = (1 —x)"Te —/ —(n+ N1 = x)"—=—e ¥dx
2 0 0 2
B 1 n+ 1 |
o 2 2 n
Conclusion : pour tout n € N, 2/,.1 =1 —(n+1)1,.
8. En déduire lim nl,.
n—+o00
D'apres la question précédente, on a :
vneN, 2l =1—nl,—1,
Autrement dit :
vneN, nl,=1-=2l.1—1,
Or on sait que lim /, =0, donc lim /41 = 0 également.
n—-+o00 n—-+00
Et ainsi, en passant a la limite dans l'égalité ci-dessus, on obtient : lLT nl, =1.

Conclusion : lim n/, =1.
n—-+00
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9. Déterminer lim (n(nl, —1)).
n—-+o0o
Soit n € N. On reprend ce qui a été obtenu dans la question précédente :
n/n =1- 2//7A1 - //7

Et donc:
ﬁ/,, — 1= *2//744 - /n

Ce qui donne :

— 1 1
n(nl, —1) = —=2nl,.1 — nl, X Attention !
lim NIy = 1; mais a priori,
. N—+o0
Or : lim Niyg #  lim Niy..
N—+o0 N—+o0
Attention quand on compose des
—2nly = =2(n+1 =111 limites !
= —2(n 4+ Vo1 + 2hyir Dans le (n;z(im_e genre, on sait
que lm?) + 1 (méme st
Dot e
n(nhy —1) = =2(n + Wiy + 2lhsr — nl, i ="
On passe ensuite a la limite, en utilisant le résultat de la question précédente !
Conclusion : lim n(n/, —1) = —3.
n—+o00
10. Donner alors les valeurs de a, b, c.
D'apres la question précédente, il existe donc une fonction & telle que lim g1(n) = 0 et pour tout n € N,
n—-+o00
n(nl, —1) = =3+ &(n).
Ce qui donne, pour tout n € N* :
1 3 e1(n
pol 3, e
n o n n
On reconnalt alors la forme donnée dans l'énoncé, avec €(n) = &(n).
= Pour info...
Conclusion: =0, b =1 et c = —3. On dit que lon a ob.tenu un déve-
loppement asymptotique de (/,).
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Exercice 7 - EDHEC 2022 E

1
X
Pour tout n € N*, on pose u, = / 7 dx
o nlx+n)

1. Calculer uy.

= [X —In(|x + H)]S)
=1—1n(2)

. Dresser le tableau de variations

2. Soit n € N*. On définit la fonction f, sur [0; 1] par : Vx € [0;1], f,(x) =

de f, sur [0;1].
La fonction f, est le quotient de deux fonctions dérivables sur [0; 1], dont le dénominateur ne s'annule pas sur
[0;1] (car n > 0). Par conséquent, f, est dérivable sur [0; 1] et, pour tout x € [0; 1]

X+ n

n
flix) = ——
/r( ) (X+I?)2
Dot :
x |0 1
LX)+
1
fa 0 / n+1
* 1 z
3. 3.a. Montrer que pour tout n € N*, 0 < u, < —. mRéflexe !
n . A
. * L'encadrement d'une intégrale
Soit n & N, vient toujours d'un encadrement
e D’apres le tableau de la question précédente, on a : de lintégrande... Et avant de se
lancer dans l'inconnu, on regarde
1 sur les questions précédentes
Vx €[0;1], 0 < f,(x) < R peuvent nous aider !
D'ot, puisque n > 0 :
X 1
Vx €]0;1], 0 < <
[0:1]. 0< nix+n) " nn+1)
D'oli, par croissance de l'intégrale, licite car 1 > 0 et que les fonctions en jeu sont continues sur le
segment [0; 1] :
o
0 <y, dx
o /0 n(n +1)
Autrement dit : ;
0<u
X Up x n(n n ,])
e Orn(n+1)= n’+n, et comme n >0, on a:
n(n+1)>=n’
Aiinsi, par décroissance de la fonction inverse sur R}, licite car n?, n(n +1) € R} :
1 _ 1
n(n+1) = n?
Par transitivité :
1
0 g Up g )
n?
. . 1
Conclusion : pour tout n € N*, 0 < v, < —.
n?
+00
3.b. En déduire la convergence de la série Z u,. On note y = Z up,.
n>=1 n=1

On sait que :
1

5

vV VneN, 0<u, <

1

, 1 A A
v la série > — est une série de Riemann convergente car d'exposant 2.
n?
n>1
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X Attention !

L ON NE SOMME PAS ! Le
la série Z u, est convergente. critere consiste a comparer les

n>1 termes généraux.

Conclusion : par critére de comparaison (par inégalités) sur les séries a termes généraux positifs,

4. On pose, pour tout n € N*, S, = Z Uy
k=1

N Pourquoi ?
4.a. Justifier : Vn € N*, S, < y.

On pense a procéder ainst,

) N . - - , N ) uisque y est la limite de la suite
e D'apres la question précédente, la série > u, est convergente de somme égale a y; autrement dit, la Ped

(Sn)neN*m
n=1
suite (Sp)pens converge vers y.
e De plus, pour tout n € N* :
n+1 n
5171175/7: } kag Uk
k=1 k=1
= Up41
question 3.a.
>0 Y,
- : : = Rappels...
Ainsi, la suite (S,),en+ est croissante. ) ) :
h ® Une suite croissante qui
Par conséquent, (S,),en+ est croissante et converge vers y. converge vers ¢ est majorée par ¢.

e Une suite décroissante qui
converge vers ¢ est minorée par /.

Conclusion : la suite (S,),en+ est majorée par y. Autrement dit : Vn € N*, S, < y.

b
4.b. Déterminer les deux réels a, b tels que pour tout x € [0;1] et tout k € N* : ﬁ = % + s
X 1 1

On remarque que : Vx € [0; 1], Yk € N*, e =T ik Q Astuce du chef ! O

En fait, on l'a fait dans le cas ou

k =1 a la question 1... Et comme
" 1 1 les réels a et b sont indépendants
Conclusion: a=1etbh=—Tet:Vx e [0; 1]’ VYke N, ——— = — — de k (d'apres la formulation de la
k(x + k) k X+ k question)... Vous voyez ol je veux

en venir...

. ) N 1

4.c. Etablir alors : Vk € N*, uy = P In(k + 1) + In(k).
Soit k € N*. On a:
1
X
Ug = / dx
0 k(X + k) J question précédente et linéarité de l'intégrale

Il
s
~| =

Q

=

|
b\
>
+‘~
~

Q

=

1 1
=7 [ n(]x + &])],
1
= In(k 4 1) 4 In(k)
. . 1
Conclusion : Yk € N*, vy = i In(k + 1) + In(k)
- . =
4.d. Vérifier que pour tout n € N*, S, = T In(n +1).
k=1

Soit n € N*. On a :
n
Sn - Z U
k=1

= i (% — ln(k+1)+ln(k))
k=1

= Z%fZln(k+1)+Zln(k)
k=1 k=1

—1 J télescopage

=> % —n(n 4+ 1)+ n(1)
k=1

J question précédente

J linéarité de la somme

n ,]
Conclusion : pour tout n € N*, S, = Z i (n(n + 1).
k=1
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n
5. Pour tout n € N*, on pose T, = — —n(n).
k=1
5.a. Justifier que (T,),en+ est convergente et préciser sa limite.
On a, pour tout n € N* :

n

T, = Z % — In(n)

k=1
= ——1Inn)+nn+1)—Inn+1)

=S, +In(n+1)—1In(n)

n-+1
n

:S,,—Hn(
1

:Sn+ln(1+f)
n

Or :
e lim S, =y,

n—+o0Q

e lim 1+ 1 =1 et ln est continue en 1, donc : lim In (1 + %) =0.

n—-+4o00 n n—-+o00

Conclusion : (7,),en+ converge vers y.

. En déduire que (7,),en+ est décroissante.

S| =

) 1
5.b. Etablir : Vn e N*, —— < In(n+1) —n(n) <
n-+1

e Soit n € N™.
Par décroissance de la fonction inverse sur [n;n + 1] (car [n;n + 1] C R}), on a :

<

x| =
S| =

Vxenn+1], — <
I

Puis, par croissance de l'intégrale, licite car n +1 > n :

n+1 1 n+1 1 n+1 1
j dx < j —dx < / —dx
n n+1 n X n n

Autrement dit :

n+1-1 et _on+1-—=1
— < | In(]x < —
n+1 [ ( ‘)]” - n
Dot Petite remarque
1 1 Il est également possible de dé-
<In(n+1)—In(n) < — montrer ce résultat en utilisant
n+1 1 U'IAF appliquée a la fonction ln
sur le segment [n; n + 1]..
. . 1 1
Conclusion : ¥n € N, —— < In(n +1) —In(n) < —.
n+1 n
e Soitn e N.Ona:
n+1 n 1
Tt —To=) £+ 1) =)+ +lnn) ,
— — J télescopage
1
= —In(n+ 1)+ In(n
n+1 ( ) (n)

J résultat précédent

Conclusion : la suite (7,),en est décroissante.

6. Donner finalement, pour tout n € N*, un encadrement de y a laide de T, et S,.
Puisque (7,),en+ est décroissante et converge vers y, elle est minorée par y. Puis, en utilisant le résultat de la

question 4.a., on obtient :
2 S N*r Sn < 12 < 7—/7

Conclusion : Yn € N*, S, <y < T,.

7. On consideére la fonction Python définie ci-dessous :
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import numpy as np
def gamma(p):
n=1
while np.log(1+1/n)>p:
n=n-+1
L=[1/k for k in range(1,n+1)]
S=sum(L)—np.log(n+1)
T=sum(L)—np.log(n)
return S, T

L'exécution de la commande gamma (10%*(-3)) renvoie : (0.5767160812351229, 0.5777155815682065). In-
terpréter ce résultat en justifiant soigneusement la réponse.

Le résultat de la question 4.d. et la définition de la suite (7,),en+ nous permettent d'affirmer que la fonction
renvoie, pour un certain n, les valeurs S, et T,,.

Par conséquent, d'apres le résultat de la question 6., la fonction renvoie un encadrement de y.

Ensuite, on remarque que, pour tout n € N* :

n n

I,—5S,= Z%fln(n)fz%jtln(njtﬁ

k=1 k=1

(/7+1)
=In
n
1
=ln (1+7)
n

La fonction renvoie donc les valeurs de S, et T, dés que T, — S, devient inférieur ou égal a p.
Par conséquent : la fonction renvoie un encadrement de y d'amplitude inférieure ou égale a p.

Conclusion : (0.5767160812351229, 0.5777155815682065) est un encadrement de y d'amplitude
inférieure ou égale & 107,

Petite remarque

On pourrait aussi dire que
0,5767160812351229 est une va-
leur approchée par défaut & 1073
pres de y et 0,5777155815682065
en est une valeur approchée par
exces.
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Exercice 8 - INsPIRE DE EML 2018 E

Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur ]0; +o0| par :

Vx €]0; +oq[, f(x) =x — n(x)

PARTIE | - ETUDE DE LA FONCTION f.

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +o0.

e Par opération :

lim (x) = +o0

x—
e Pour tout x suffisamment proche de +o0 :
[n(x
f(x) = x (1 — L)
X
[n(x
Or, par croissance comparée : lim L 0.
x—+oo X
D'ou, par opération :
lim f(x) = +o0
X—+0Q

e [ est une somme de deux fonctions usuelles dérivables sur R, elle lest donc également et, pour tout

xR
1
flix)=1——
() =1-+
4
T ox
e On obtient ainsi :
x |0 1 +00
f'(x) H 0 +
+00 +00
f \1 /

2. Montrer que l'équation f(x) = 2, d'inconnue x €]0; +o0|, admet exactement deux solutions, notées a et b, telles
que 0 <a<1<b.
e Sur |0;1[:
v est continue sur |0; 1] (car dérivable)
v f est strictement décroissante sur |0; 1]
Par théoreme de bijection, f est bijective de |0; 1] dans £(|0; 1]) =]1; +o0].
Or 2 €)1; 4oq.
Par conséquent, l'équation f(x) = 2 posséde une unique solution sur |0; 1], notée a.
e Sur |1; 4oq :
De méme, l'équation f(x) = 2 posséde une unique solution sur |1; 400, notée b.
X Attention !
St le théoréme de bijection a
été appliqué sur ]0; 1] et [1; +oq,
il ne faut pas oublier décrire

que f(1) # 2 pour conclure sur
‘a <1< b

Conclusion : l'équation f(x) = 2 admet exactement deux solutions, notées a et b, telles que 0 < a < 1 < b.

3. Etablir : b €3;4]

Ona:

e /(3) =3—1In(3). Or 3 > e, dong, par croissance de [n sur R} : [n(3) > 1. D'oti : 3 —(n(3) < 2. Ainsi :
f8) <2

o f(4)=4—1In(4) =2(2—1In(2). Or 2< e, donc In(2) < 1. Dol : 2 —1In(2) > 1, et ainsi :

Puisque f(b) = 2, on obtient :

— ¢ Rigueur ! ——

Attention aux bijections réci-
3<b<4 proques de f ici.. Ly en a2 : une
sur ]0; 1] et une autre sur [1; +oq|.
On préfere donc l'argument de
stricte croissance portant sur f
sur lintervalle [3; 4] plutbt que
Conclusion : b € [3; 4] sur la bijection réciproque de la

restriction de 1 a [1; 4+0od]...

Et f étant strictement croissante sur [3;4] :

o
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4. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme suivant afin que l'exécution de approx_b(p) : renvoie
une valeur approchée de b a p pres, ot p est un réel strictement positif, obtenue par la méthode de dichotomie.

1|/import numpy as np
2

s|def f(x):

4 return ......
s|def approx_b(p):

6 x1 ,x2=3,4

7 while ......:

8 m=......

9 if f(m==2
‘10 |
11 elif f(m)<2
12 | A
13 else

14 |
15 return ......

Le voici, complet :

1|import numpy as np

s|def f(x):

4 return x—np.log(x)
s|def approx_b(p):

6 x1,x2=3,4

7 while x2—x1>p:

8 m=(x1+x2)/2

9 if f(m==

10 x1, x2=m, m
1 elif f(m)<2:
12 x1=m

13 else:

14 X2=m

15 return (x1+4x2)/2

ParTIE || : ETUDE D'UNE SUITE

On définit maintenant la suite (u,)pen par ug =4 et ¥n €N, v, = In(u,) + 2

5. Montrer que pour tout n € N, u, existe et u, > b.
Par récurrence...
e Initialisation. Pour n =0 :
ug existe et ug =4 > b d'apres la question 3.. L'initialisation est ainsi vérifiée.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons 'u, existe et u, = b, et montrons "u,, existe et v, = b"
* Par hypotheése de récurrence, u, existe et u, = b. Or, d'apreés la question 3., b > 3.
Par conséquent u, > 0 et ainsi, ln(u,) existe. Autrement dit, v, existe.
* De plus, par hypothese de récurrence :
Up = b

D'ou, par croissance de n sur R (b > 0) :
In(u,) = In(b)

Et ainsi :
Upsr = In(b) + 2

Or on sait que f(b) = 2, donc :

b —1ln(b) =2
D'ou :
In(b) +2=1>
On obtient finalement :
Upyr = b

['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n € N, u, existe et u, > b.

6. Déterminer alors la monotonie de la suite (u,),en. En déduire quelle converge et préciser sa limite.

Important | ——
% savoir compléter correctement

sans hésiter |
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e SoitneN. Ona:

Uppr —Up = I-n(Un) +2— up,
=2—"f(u,)
Or on sait que u, > b et que f est croissante sur [b; +oa[. D'ou :
flu,) = f(b) =2

Par conséquent :
Upy1 — Up < 0

Conclusion : (u,),en est décroissante.

e Onsait que (u,)yen est décroissante et minorée (par b). Par conséquent, d'apres le théoréeme de convergence
monotone, (U,),en converge vers un réel ¢ > b.

e On a ensuite :
vV VneN, Uy = In(u,) + 2,
v (up)pen converge vers 4,
v x+—— In(x) 4+ 2 est continue en ¢, car ¢ > 0.

Dol :
¢ =1n(?) + 2
Or:
C=n0)+2 < ¢—In¥)=2
— f(0)=2
- ' flx) — -
s 0=} J ¢ > 1 et b est lunique solution de f(x) = 2 sur |1; +o9]
Conclusion : la suite (u,),en converge vers b.
. . 1
7. 7.a. Etablir: ¥n €N, v, —b < §(u,7 —b).

e Posons g : x — n(x) + 2, définie sur [b; +oq|, de sorte que pour tout n € N, u,y 1 = g(u,).
D'aprés ce qui précede, on a également g(b) = b.

1
e La fonction g est dérivable sur [b; +o9| et : Vx € [b; +o0], ¢'(x) = =

D'oti, par décroissance de la fonction inverse sur R :

Vx € [b;+o0], 0 < ¢'(x) <

o =

Et comme b > 3, on a, par décroissance de la fonction inverse sur R} :
Ainsi, par transitivité :

1
Vx € [b; +oq], —3 <

Conclusion : Vx € [b; +oq, |g'(x)]

N
Wl =

e Ona:

v g est dérivable sur [b; +o0]

1
v Vx e [b;+oq, |g'(x)| < 3

D'apres l'inégalité des accroissements finis, on a alors :

1
V(x,y) € [b:+odl’, |90 = gly)l < 5l — ]

Soit n € N. En prenant x = u, et y = b, licite car u, > b (question 3.), on obtient :

1
lg(us) —g(b)] < §|Ur7 — b

Or, g(u,) = upy1 et g(b) = b, dou :

1
— | < 5lu —

‘U/Hﬂ

Et comme on a vu que (u,),en est minorée par b, ona: u,.1 —b>=>0etu, —b=>0.

1
Conclusion : Vn €N, u,1 — b < §(u,7 —b).

Petite remarque

On a méme ¢ € [2;4] car (Un)nen
est décroissante, elle est donc
majorée par son premier terme.

= Rappel...

Sl

eVneN, uyr = g(un)
® (up) converge vers ¢

® g est continue en ¢
ALORS : g(¢) = €.

mRéflexe !

Ca empeste U'IAF 1l Pour cela,
définir la fonction g de sorte
que Upp1 = g(up) et établir :

1
Vx> b, |g'(x)] < 3

Petite remarque

On pourrait également tout faire
sur Uintervalle [3; 4], puisque lon
sait que (b,) est minorée par 3

et, comme elle est décroissante,

elle est majorée par son premier
terme, égal a 4.

= Rappel...
VX €R, Va € R,
X|<a & —a<X<a
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7.b. En déduire que : Vn e N, 0< v, —b < =—.

Par récurrence...

3n

e Initialisation. Pour n =0 :
On sait que ug =4 et b € [3; 4], donc :

Ainsi :

0<ug—b<1

1
Oguofbgﬁ

L'initialisation est vérifiée.

s e 1 1
e Hérédité. Soit n € N. Supposons 0 < v, — b < 3 et montrons 0 < v,y — b < T
Par hypothese de récurrence :
1
O0<u,—b< 3
L . 1 .
D'oti, en multipliant par 3 (positif) :
1 1
Og §(U” _b) g 3I7H
Or, d'apres la question précédente :
1
Un1 —b < 5(uy — D)
3
D'ot, par transitivité :
1
0 < Upyr — b < 3t

['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : Vn €N, 0< u, — b < —.

7.c. Retrouver alors le
de b 4 1072 prés.

résultat obtenu a la question 6., puis déterminer un entier a partir duquel u, est proche

e Ona:

1
/V/?EN,Oéunfbgz/M
v o 1*O

/ri?lx)?_

Conclusion : par théoréme d'encadrement, on retrouve : lim u, = b.

n—-+o00

e Pour déterminer un entier & partir duquel u, est proche de b a 1072 prés, il suffit de déterminer un

entier ng tel que

| -3
%gwo ,

Or: 3% =729 et 3’ = 2187. On a ainsti :

1
Vn € [7; +oo, 3 <1073

D'ot;, en utilisant le résultat de la question précédente et par transitivité :

Vne 7, +oof, 0<u,—b< 1073

\

Conclusion : a partir du terme d'indice 7, nous sommes certains que u, est une valeur appro-

o

chée de b a 107~ pres.

% Subtil...

La question 7.b. fournit une ma-
joration de l'écart entre u, et b.
Par conséquent, il est tout a fait
possible que u, sot une valeur
approchée de b & 107 prés avant
le terme d'indice 7...

PARTIE Ill : ETUDE D'UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

Considérons la fonction :

Zx»]
(pAXI—>/X %dt

8. Montrer que ¢ est bien définie et de classe € sur |0; +od|, et que lon a :

n(2) — ln(x)
(x — In(x))(2x — In(2x))

Vx €0; +oq[, ¢'(x) =
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e Soit x € R/

Puisque f est continue et ne s'annule pas sur R/, la fonction t —

f(t)

De plus, puisque x € R, on a [x; 2x] C R/ Ainsi, la fonction t —

Par conséquent : ¢(x) existe.

1
(1)

est continue sur R}

— & Méthode !

Pour montrer que ¢ est définie
sur R}, on doit montrer : pour
tout x € R}, ¢(x) existe.

est continue sur le segment [x; 2x].

Conclusion : ¢ est définie sur R

2x1

o~

Ensuite, pour montrer que /

X
existe, on justifie que l'intégrande

est continue sur le segment d'in-

tégration.
1
e Puisque la fonction t — m est continue sur R}, elle admet des primitives de classe "' sur R}". Notons
F lune delles.
On a alors :
Vx € RE, g(x) = F(2x) — F(x)
e Or:
v les fonctions x — 2x et id sont €' sur RY, et & valeurs dans R, w= Rappel...
. 1 + St:
v la fonction F est €' sur R} . J hest %' sur | et a valeurs
dans /;

D'oli, par composition et somme, ¢ est €' sur R} et, pour tout x € R} :

@' (x) = 2F'(2x) — F'(x)
2 1
T2
2 1
T 2% —n2x)  x—l(x)
2(x — n(x) — (2x — n(2x))
(2x — In(2x))(x — In(x))
—21In(x) + In(2x)
(2x — In(2x))(x — In(x))
—2n(x) + In(2) + In(x)
(2x — In(2x))(x — In(x))
n(2) — n(x)
(2x — In(2x))(x — In(x))

v gest € sur),
alors g o h est €' sur l et (g o
hy =h" x g oh.

In(2) — n(x)
(x — In(x))(2x — In(2x))’

Conclusion : Vx €]0; 400, ¢'(x) =

9. En déduire les variations de ¢ sur ]0; +oq.

Soit x € R,
e Ona:
In(2) = In(x) 2 0 <= In(x) < In(2)
— x<2

J stricte croissance de In sur R}

e On sait, d'apreés la question 1., que pour tout t € RF, f(t) > 1, donc pour tout t € RS, ¢ > In(t).

Par conséquent, puisque x € R} et 2x € R/ :

x—1Inx)>0 ; 2x—1In(2x) >0
On en déduit :
x |0 2 +00
YNl + 0 -
2
¢ / \
10. Montrer que : Vx €]0; +oq], 0 < ¢(x) < x.
Soit x € R
Ona:
Vt € [x;2x], f(t) =1
D'oli, par décroissance de la fonction inverse sur [1; +oq|
1
t 2x), — <1
Vt € [x; 2x], 0
Et comme f est positive sur R}, on a méme :
1
t 2x), 0< — <1
vt € [x; 2x], i

mRéflexe | ——
ﬁn veut encadrer une intégrale :

on encadre l'intégrande !!
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Puis, par croissance de l'intégrale, licite car 2x > x (puisquer x > 0) et que les fonctions en jeu sont continues

sur le segment [x; 2x] :

2x
0 < o(x) g] 1dt

Conclusion : Vx €]0; +00[, 0 < ¢(x) <

X.

11. 11.a. Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0. On note encore ¢ la fonction ainsi prolongée. Préciser

alors ¢(0).

Ona:
v Vx eR/, 0< gx) < x
vV limx=0

D'ou, par théoreme d'encadrement :

limeo(x) =0

x—0

Conclusion : ¢ est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 0.

11.b. Montrer que : l'Ln?) ¢'(x) = 0. On admet que la fonction ¢ est alors dérivable en 0 et que ¢'(0) = 0.

Pour tout x € R/ :

¢ = ) n@ (w5 1) (w55 -1)
1

On conclut par opérations...

Conclusion : L'mgJ ¢'(x) = 0.

12. 12.a. Démontrer que pour tout t € [4;+oq :

e Soit t € [4; +0oq|. Puisque In(t) > 0, on a t — In(t) > t, cest a dire f(t) > t.

TS T

1 1 < 1
flo) = t—/t

Puis, par décroissance de la fonction inverse sur R}, on obtient :

e Pour tout t € [4; 00|, on a :

Posons alors g : t — In(t) — V1.

# La fonction g est dérivable sur [4; +oq] et, pour tout t € [4; +oq]

D'ou :

q'(t)

gi

f(t)

~ =

1
t

1 1
[N
2—/t
2t\/t

t 4 400

g 0 -

-2+ n(4
; Jrn()\_oO

#* Or 2 < e, donc 4 < e, et ainsi —2 + (n(4) < 0.

Dol :

Autrement dit :

Par conséquent :

Or, on sait que :

YVt €[4 +o0], g(t) <0
Yt €[4 400, In(t) < V't
Yt €[4 +oo|, f(t) =t -Vt

Vs, t—ViE>0

mRéflexe !
Cela revient a montrer que l'tom @
existe et est un réel.
A-t-on une expression explicite
de ¢(x)? NON, alors a-t-on autre
chose ? Genre, un encadrement de
@(x)..?

X Attention !
La limite est en 0.. et il y a une
Fl, due aux n(...). D'oti la factori-
sation choisie | On factorise par
ce qui domine.

X Attention !
Pas de CC I!
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Dot :
Yt €[4 4o, f(t)=t—Vt>0

Et ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur R} :

1 1
Vt € [4; +oq, 0] < P—
. 1 1 1
Conclusion : pour tout t € [4; +0o9], B < m < Py

12.b. Considérons la fonction h : t — 21n (\/?— 1) définie sur [4; +oq|. Dériver h. #» Rédaction
h est dérivable sur [4; +00[ comme composée de fonctions dérivables sur les intervalles adéquats et, pour | On a déja justifié proprement des
tout t [4( n [ . dérivabilité de fonctions compo-
out £ € | +o0l sées dans les questions précé-
dentes, on peut donc aller plus
vite sur la fin de lexercice.

Conclusion : Vt € [4; +oq|, h'(t) =

12.c. En déduire que pour tout x € [4; +o0] : In(2) < ¢(x) < 2ln (

V2x -1

V=1

Soit x € [4; +o0|. Puisque [x; 2x] C [4; +0c], on a, d'aprés la question 12.a. :
1 1

St ST—=

f(t) = t—/t

Puis, par croissance de l'intégrale, licite car 2x > x (car x > 0) et que les fonctions en jeu sont continues

sur le segment [x; 2x] :
2x 1 2x 1
—dt < <
/X rdt\ @(x) \/X tf\ﬂdt

Yt € [x; 2x],

-~ =

2x 1 .
/ cdt = [tn(t))]]

e Dapres la question 12.b. :

/2X LI
X t— \/? N

@1)

Conclusion : pour tout x > 4, [n(2) < ¢(x) < 21ln (

12.d. Déterminer la limite de ¢ en +o0.
Soit x suffisamment proche de +o0. On a:

V2x —1
Zln(\/;1

TRAVAIL ESTIVAL - Page 40/85



_ 1
lim 172‘/; =1
X——+00 — W

D'ol, par opérations et composition :

Or 21n(v2) = In(2).. On a ainsi :

v d'apres la question précédente : pour tout x > 4, [In(2) < ¢(x) < 2In (

V2x—11
V=1 1"
V2x —1

7|~

v d'apres ce qui précede : liT 2ln (

Conclusion : par théoreme d'encadrement, lim ¢(x) = In(2).

X—+00

13. Tracer l'allure de la courbe représentative de ¢ dans un repére orthonormé du plan. On veillera a faire apparattre
les différentes tangentes ou asymptotes connues.
Donnée : p(2) = 1,1.
Récapitulons quelques informations a faire apparattre :
e ¢ est strictement croissante sur |0; 2], strictement décroissante sur [2; 40|
e ¢'(0) =0, donc C, admet une demi-tangente horizontale au point de coordonnées (0, 0) (car ¢(0) = 0)
e ¢'(2) =0, donc C, admet une tangente horizontale au point de coordonnées (2, ¢(2))
° lﬂg ¢ = n(2), donc C, admet une asymptote ‘horizontale" d'équation y = In(2) au voisinage de +o00

ECS

\

— Petite remarque

1
Impossible de primitiver 7 avec

des fonctions usuelles. Dans ce
cas, la seule facon de calculer des

valeurs de ¢(x) est d'obtenir une
2x

valeur approchée de/ 7 par

une méthode d'approxi)r(natlon d'in-
tégrale... Typiquement la méthode

des rectangles ou des trapézes.
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Exercice g - EML 2023 AppLI
On considére la fonction f définie sur |0; +o0] par :

Wx €]0; +oo|, f(x) = %

On considere également la suit (u,),en définie par ug =1 et pour tout n € N, upyq = f(u,).
1. 1.a. Dresser le tableau de variations complet de f.

e f est le quotient de deux fonctions usuelles dérivables sur |0; +-o0[ dont le dénominateur ne s'annule
pas sur |0; +oq[; par conséquent, f est dérivable sur |0; +o9| et, pour tout x €]0; +oq] :

M) = ————
2
e Y (x + 1)
— 5
e Limites :
Par opérations, on a :
lim f(x) = +o0
P
et :
lim f(x)=0
X——+00
e Dol :
x |0 400
f'(x) -

1.b. Vérifier que chaque terme de la suite (u,),en est correctement défini et strictement positif.
Démontrons par récurrence que : pour tout n € N, u, existe et u, > 0.

e Initialisation. Pour n =0 :
ug existe et ug > 0 : Uinitialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que "u, existe et u, > 0" et montrons que "u,, existe et u, 1 > 0".
* Par hypothese de récurrence, u, existe et u, > 0, donc f(u,) existe. Autrement dit, v, existe.
* Et, on aaussi: u,y > 0, comme quotient de deux réels strictement positifs.

['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n € N, u, existe et u, > 0.
Autrement dit, chaque terme de la suite (u,),en est correctement défini et strictement positif.

2. 2.a. Ecrire une fonction Python telle que, pour tout réel strictement positif a, l'appel de EML_1(a) renvoie le
plus petit entier naturel n tel que u, > a.

import numpy as np

s|def CB_1(a):

4 u=1

5 n=0

6 while u<a:

7 u=np.exp(—u)/u
8 n=n-+1

9 return n

2.b. On admet que lon a également défini une fonction Python tel que, pour tout réel strictement positif a,
l'appel de EML_2(a) renvoie le plus petit entier naturel n tel que u, < a.
Les appels EML_1(10**6) et EML_2(10**(-6)) renvoient respectivement 6 et 5.
Qu'en déduire sur us et ug ? Commenter le résultat en une ligne.

e On en déduit que us < 107" et ug > 10°.
e [‘écart entre us et ug est considérable... la suite (u,),en serait-elle divergente?

3. On définit maintenant la fonction g sur [0; +-00| par : Vx € [0; +oq|, g(x) = e — x2.

3.a. Démontrer que g réalise une bijection de [0; +o0| dans | — oo; 1].
e La fonction carrée est strictement croissante sur [0; +o0|, donc la fonction x — —x? est strictement
décroissante sur [0; 4oq].

La fonction g est donc la somme de deux fonctions strictement décroissantes sur [0; +o0[. Par consé-
quent : g est strictement décroissante sur [0; +oq].
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e Ensuite :
9(0) =1
et, par opérations :
lLT g(x) = —o0

e Pour finir :

v g est strictement décroissante sur [0; +oq],
v g est continue sur [0; +00], comme somme de telles fonctions.

Alinsi, par théoreme de bijection, g est bijective de [0; +-o0[ dans g([0; +oq]) =] — 00; 1].

Conclusion : g réalise une bijection de [0; +oq| dans | — oo; 1],

3.b. En déduire que l'équation f(x) = x posséde une unique solution dans |0; +o0], que l'on notera a.
Commengons par remarquer que, pour tout x €0; +od] :

—X

—x=0

flx) =x < .

X ) JX%O

= e —x'=0
= g(x)=0
Or, puisque g est bijective de [0; 400 dans | — oo; 1] et que 0 €] — oo; 1], léquation g(x) = 0 posséde une

unique solution dans [0; +oq|, notée a.
Mats, comme g(0) = 0, on a méme a €]0; +od|.

Conclusion : l'équation f(x) = x posséde une unique solution dans |0; +oc[, que l'on notera a.

3.c. Justifier ;e ' < a< 1.

Ona:
e g(l)=e"—1.
Or —1 < 0, et donc, par stricte croissance de exp sur R :
el <
Alinst :
g(1) <0
e gle)=e* —e?
Or:e ' <1<2 dou:
el > =2
Et, par stricte croissance de exp sur R :
e > e
Alnst :
g(e’w) >0 Petite remarque
On peut également raisonner
Par conséquent : par équivalences en partant de
—1 g(e™") > 0 pour arriver & une
g(e ) > g(a) > 9(1) "trivialité”.
Et donc, par stricte décroissance de g sur [0; +oq| :
el <a<
Conclusion : ™' < a < 1.
4.a. Démontrer que l'on a : uy > uy.
1
e ° .
On sait que ug = 1 et ainsi, uy = e~ puis : vy = — = el
o
Or:e ' <1, donc:
1—e'>0
Et, par stricte croissance de exp sur R :
617("1 > /I
Autrement dit :
u; > U

Conclusion : u; > uy.
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4.b. En déduire que la suite (u2,),en €st strictement croissante.
Démontrons, par récurrence : Vn € N, vz, < Uzpi2.

e Initialisation. Pour n =0 :
Fait dans la question précédente.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que 2, < Uz,12 et montrons que U2 < Uzpis.
D'apres l'hypothese de récurrence, on a :

Uzp < Uzpy2

Puis, en appliquant f, strictement décroissante sur |0; +o0], licite car u, > 0 et uy, > 0 (question
1.b.):
fuzn) > f(uzps2)

Autrement dit : = Pour info

On peut aller un peu plus vite
en appliquant directement f o f,
strictement croissante sur R} ...
Au passage, puisque l'intervalle
Uzni2 < Uzpia 10; +oq[ est stable par f, la fonc-
tion f o f est bien également
L'hérédité est ainsi établie. définie sur J0; +-odf

Uops1 > U2n+3

Puis, en appliquant a nouveau f, toujours strictement décroissante sur R, on obtient finalement :

Conclusion : Vn € N, us, < Uz,42.
Autrement dit : la suite (u2,),en est strictement croissante.

4.c. Justifier que la suite (U2,41)nen st strictement décroissante puis qu'elle converge vers un réel ¢ appartenant
afoe™)
e Soit n € N.
D'apres la question précédente :
Uon < U2pi2

D'ou, en appliquant f, strictement décroissante sur |0; +oc], on obtient :

U2n4 > U2n+3

Conclusion : la suite (Uz,41)nen est strictement décroissante.
e Or, d'apres la question 1.b., la suite (u,),en est minorée par 0; c'est donc également le cas de la suite

(UZIHH)HEN«
Conclusion : par théoréme de convergence monotone, la suite (u2,41),en converge vers un réel £ > 0.
Et comme (U2,+1)hen est décroissante, on a ¢ < uy.

Conclusion : la suite (U2,41)nen est strictement décroissante et converge vers un réel ¢ appartenant
al0;e ")

5. Pour x €]0; +00], on pose h(x) = f o f(x). On pose également h(0) = 0.
5.a. Justifier que la fonction h est continue sur [0; +od.

e La fonction f est continue sur |0; +oq| et a valeurs dans |0; +o0[; ainsi, par composition, la fonction h

est continue sur |0; +od. .
Petites remarques

o Fnsutie Clest un peu original cette com-
v lim f(x) = +o0 position de limite de f avec elle-
x=0 méme !
x>0
v lim f(X)=0
X—+00

D'oti, par composition :

lim 7 (f(x)) =0
x>0

Ainsi :
lim h(x) = h(0)
x>0

La fonction h est donc continue en 0.

Conclusion : la fonction h est continue sur [0; +oq].

5.b. Déterminer, pour tout x €]0; +oq|, une expression de h(x) en fonction de g(x).
Soit x €]0; +o0. On a :
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=X

=)
(,LX)

X

exp
= xexp

Conclusion : Vx €]0; 400, h(x) = xexp (_@ )

5.c. Résoudre alors l'équation h(x) = x d'inconnue x € [0; +oq].

e Remarquons déja que h(0) = 0, donc 0 est solution de cette équation.

e Soit ensuite x €]0; +00[. On a, en commencant par la question précédente :

h(x) =x < xexp (f

= exp(f@) =1

-

X

Jx%o

=

X x+#0
— g(x)=0 J
=

J injectivité de exp sur R

J x = 0 et travail fait en question 3.b.

Conclusion : les solutions de l'équation h(x) = x sur [0; 400 sont 0 et a.

5.d. En déduire que la suite (u2,41)nen converge vers O puis déterminer la limite de la suite (u2,)nen-

e On sait que :
vV Vn €N, vz = h(uzn)
v dapres 4.c., la suite (Uz2q41)nen converge vers un réel £ € [0; e W];
v h est continue en ¢ (car continue sur [0; +-o0| et que ¢ & [0; +o0)
Dot : ¢ = h(¥).
D'apres la question précédente, on a donc :

/=0 ou V=a

Mais on sait que ¢ € [0;e'] et, d'apres la question 3.c., a > e~ ",
Par conséquent ¢ # a et donc :

=0

= Rappel...

Sl

eVneN, uyp1 = h(up)
® (u,) converge vers ¢

e /) est continue en ¢
ALORS : h(¢) = ¢.

Conclusion : la suite (U2,41)pen converge vers 0.

e On a aussi :
Yn €N, uyio = f(uzni)
Or lim wup,41 = 0 et lim f(x) = +00; donc par composition :
—+00

n xX—
x>0

lim f(uzp41) = +00
n—+o00
Autrement dit :
lim uzpsr = +00

n—+o0

Conclusion : la suite (us,),en diverge vers +o0.

6. Qu'en déduire sur la suite (uy)pen?

D'apres la question précédente :

lim uy, =+ lim vz, =0
o0

n—+o00 n—-+

Conclusion : par propriété de recouvrement, la suite (u,),en diverge sans avoir de limite.

= Rappel...
La suite (u,) a pour limite £ si,
et seulement si, les suites (uz,)
et (uzp41) ont toutes deux pour
limite ¢ (ol ¢ € RU {£o0}).
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EXERCICE 10 - INSPIRE D'EXERCICES DE CONCOURS

Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on définit la fonction f, sur U'intervalle [0; +o0] par : f,(x) = x" — nx + 1.

1. Ecrire une fonction Python de sorte que l'exécution de la commande f(n,x) renvoie la valeur de f,(x), oli

n € [2;+oof et x € R,

def f(n,x):
2 return xskn—n*x+71

2. Soit n € [[2; +oo[. Dresser le tableau de variations complet de f, sur [0; +oq].
La fonction f, est dérivable sur [0; +o0| car cest une fonction polynomiale, et, pour tout x € [0; +oq| :

Petite remarque
Ees nécessaire de traiter les cas

ol n ¢ [[2;400[ et x < 0 en fait...

1

fiix)=nx"""—=n
=nx"" =1 &

Dot (la limite en 400 étant obtenue en factorisant f,(x) par x") :

x [0 1 +oo‘

ffix)) — 0 +

1 400
i \2717/

3. 3.a. Résoudre, dans R, l'équation f,(x) = 0.

Soit x € R. On a :

Hx)=0 & x> —2x+1=0
= (x—1)°=0
— x=1

0<a,<1<B,

e Sur [0;1]:
v 1, est continue sur Uintervalle ]0; 1],
v f, est strictement décroissante sur ]0; 1.

D’apreés le théoréme de bijection f, est bijective de ]0; 1] dans 7,(]0;1]) =]2 — n; 1].

Or, puisque n > 3,ona 2—n < 0. Ainsi, 0 €2 — n; 1.

3.b. Soit n € [3; +oo[. Démontrer que l'équation f,(x) = 0 posséde exactement deux solutions, notées a, et B,,
vérifiant :

Par conséquent, l'équation f,(x) = 0 admet une unique solution a, sur |0; 1[.

e De méme sur |1; +oq|, l'équation f,(x) = 0 admet une unique solution B, sur [1; +oq.

Conclusion : pour tout n > 3, 'équation f,(x) = 0 possede exactement deux solutions, notées a, et

By, vérifiant : 0 < a, <1< B,.

3.c. Démontrer que pour tout n € [3; +oo[, B, < 2.
Soit n € [[3; +oo. On sait que B, > 1, et ainsi, par stricte croissance de f, sur |1;+oq, on a :

Br <2 & h(Br) < fo(2)
— 0<2"=2n+1
— 2n-—-1<2"
& 2n<2"

e Initialisation. Pour n = 3, c'est immédiat.

e Hérédité. Soit n € [3; +oco[. Supposons que 2" > 2n et montrons que 2" > 2(n + 1).

Par hypothese de récurrence, on a :

2" > 2n
Dot :
2" > 4p
Matis :
4n—2(n+1)=2n—-2
=2n—1)
>

D'ott 4n > 2(n + 1), et par transitivité :

2" > 2(n +1)

['hérédité est ainsi établie.

Hum... Langons-nous dans une récurrence pour démontrer que pour tout n € [3; +oo[, 2" > 2n.

deux cas, mais pas l'autre !

# Rédaction ———
+7On rédige proprement un des

— O Astuce du chef ! O —
Pour éviter d'avoir a justifier

les inégalités strictes par un
argument supplémentaire, on met
en place le théoreme de bijection
sur les intervalles ouverts.

— v Rigueur !

La phrase "par stricte croissance
de f," sur ]1; +oq|" n'est pas
rigoureuse. En fait, il n'y a pas
qu'une bijection réciproque ici, il
yena?2

La bijection réciproque de la res-
triction de f, sur ]0; 1] et celle de
la restriction de f, sur ]1; +09]...
On préfere donc l'argument sur
f, ict (qui est équivalent, et plus
simple a énoncer).

o
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P(N’ (()I]S(-’,‘(]LI(—“I]T .
Vn € [3;+oof, 2" = 2n

Conclusion : par équivalences, on a établi que pour tout n € [3; +oof, B, < 2.

4. 4.a. Recopier et compléter les lignes 4,7,8,10,11,12 de la fonction Python ci-dessous (ol f est la fonction Python
créée & la question 1. afin qu'elle renvoie une valeur approchée a 107> prés de a,, pour n € [3; +oof.

1|def alpha(n):

2 a=0

3 b=1

4 while ......

5 m=(a+b)/2

6 if f(n,m==0:
7 | S

8 elif ......

9 b=m

10 elif ......

11 |

12 return ......

1|def alpha(n):

2 a=0

3 b=1

4 while b—a>10%%(—5):
5 m=(a+b)/2

6 if f(n,m==0:
7 a,b=m,m

8 elitf f(n,m)xf(n,a)<0:
9 b=m

10 elif f(n,m)*xf(n,a)>0:
n a=m

12 return (a+b)/2

4.b. On admet que l'on a écrit une fonction beta(n) qui renvoie une valeur approchée de B, (pour n € [3; +o0])
4107 prés.
Proposer un programme dont Uexécution permettrait d'obtenir le graphique ci-dessous :

16

. . + alphan
141 3 . ® betan
® .
b ]
124
104
0.8 1
0.6 1
0.4 4
-
*
0.2 4 -
*
* * * *
3 4 5 6 7 8 9 10

1|tmport matplotlib.pyplot as plt

2

3|N=range (3,11)

s|A=[alpha(n) for n in N]

5 [B=[beta(n) for n in N]

splt.plot(N,A, 'rx ", label="alpha_n")

7|plt.plot(N,B, "go’,label="beta_n")

s|plt.legend () Important !

o th .ShOW() %savol]r.compléter correctement
sans hésiter |

5. 5.a. Justifier que la série E B, est divergente.
n>3 v Rigueur !
D'apres la question 3., la suite (B,),en est minorée par 1, elle ne peut pas converger vers 0. Par conséquent, | A ce stade, nous ne savons pas

E B, diverge grossierement. PR la suite (8,) a une limite en

- +oo... Il ne serait donc pas rigou-

n=3 reux d'écrire lim B, # 0...
n—+00
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5.b. Démontrer que la série E a, est divergente. Indication : on pourra chercher & la comparer ¢ la série

n>=3
harmonique.

e Soit n € [3;4+00[. On a : f,(a,) =0, ce qui donne :

n
al +1
n

ap =

a4+ 1

Or a, = 0, donc > — et ainsi :
n

ap =2

e On a ainsi :
1

v Vn e [3 +oof, a, = ; >0,

1 : : .
v E — est une troncature d'une série de Riemann divergente car d'exposant 1.
n

n>=3

Conclusion :

la série > a, est divergente.
n>=3

par critere de comparaison (par inégalités) sur les séries a termes généraux positifs,

6. Etude de la suite (0tn)n>3-

6.a. Démontrer que : ¥n & [3;+oof, Vx €]0;1], fo1(x) < £, (x).
Soient n € [3; +oof et x €]0;1[. On a :

an(X) 7 fn(X) - X””

:XHH

7)(,77)(
=x"(x—=1)—x

Or, x €]0;1[, donc :

X">0: x—1<0
Et ainsi :
Xn-] o XH < O
Par conséquent, puisque x > 0 :
XNM 7X”7X<0

—n+Ix+1T—=Kx"—nx+1)

Conclusion : Vn € [3; +oo[, Vx €]0;1[, f1(x) < fu(x).

6.b. En déduire que la suite (a,),>3 est décroissante.

Soit n € [3; 4+o0o[. D'aprés le résultat de la question précédente appliqué a ¢, licite car a, €]0; 1] (question

3.), on obtient :

foer(an i) < falan)
Or f,(a,) =0 = f,11(a41). Dot

fm—1(0{u) < fuﬂ(auﬂ)

Et puisque f,11 est strictement décroissante sur |0; 1], on en déduit :

ay = An1

Conclusion : la suite (a,),>3 est décroissante.

2
6.c. Démontrer que pour tout n € [3; +00[, @, < — puis en déduire
n

e Soit n € [3; +oo[. On sait que f,(a,) = 0, et, de plus :
2 2\" 2
f”(i):(i) _ni+1
n n n

(o) -
n

<0

Ainsi :

fﬂ (g) < fn(an)
n

2
Et comme f, est strictement décroissante sur |0; 1] (on a bien = et a, dans ]0; 1]).
n

Par conséquent :

*>O,7
n

lim a,.
n—+o00

J car n > 3, donc % <1
n

o

v Rigueur !
Ne pas oublier de mentionner que
a, €]0; 1] pour pouvoir utiliser la
question précédente !

— Petite remarque
On pouvait aussi faire ainsi :
al +1
==
Or a, € (0;1], donc o € [0;1] et
al +1

donc < —. Par consé-
n

quent : o, < —

Ce sont des arguments plus élé-
mentaires, mais j'at plutot vu la
méthode exposée a gauche dans

les copies.
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e On a ainsi, puisque (@,),>3 est minorée par 0 :

mRéflexe !
On obtient une majoration et
on veut une limite.. Théoréme

2 d ! "’ [

. Lo ) . encadrement ? Relisons 'énoncé

Or, lim — = 0. Le théoréme d'encadrement permet finalement de conclure... . . oo
n—o400 N a la recherche d'une minoration...

Vin € [3;+oo, 0< a, <

SN

Conclusion : la suite (a,),>3 converge vers 0.

6.d. Démontrer que lim na, =1.

n—+o0
On a, pour tout n € [3; +oo], f,(a,) =0, dou na, = o + 1.
Or:a) =exp (n ln(a”)) et (a,),>3 converge vers 0. Ainsi, par composition et opérations :

lim a) =0
n—>+00 = Pour info...
Pour n suffisamment grand, on
Conclusion : lim na. — 1 a donc na, =~ 1, autrement dit
T 0o " 4 a, ~ —
n = —.
n

1
L'an prochain, on dira que — est
n

- Qpn
6.e. La série E — est-elle convergente ? .
n un équivalent de a, en +o0.

n>=3
Ona:
2

v dapreés la question 6.c. : ¥n € [3;+o0f, 0 < % < X

v la série E — est une troncature d'une série de Riemann convergente car d'exposant 2.
n
n=3

Conclusion : par critére de comparaison (par inégalités) sur les séries a termes généraux positifs,

s Qp
la série E — est Convergen‘[e.
n>3

7. Convergence de la suite (B,),>3.

7.a. Etablir : Vn € [3;+oo[, B, < N
Soit n € [3;+o0[. On a:

1 1
fn(nﬁ) =it —poxpit

Et comme f,(B,) = 0, on obtient :

fo(Ba) < fo (07

Puis, par stricte croissance de f, sur J1; +oq|, on obtient :

)

A
'8” < nn-1

. 1
Conclusion : Vn > 3, B, < niT.

7.b. En déduire que la suite (B,),>3 converge vers 1.

e D'aprés ce qui précede et la question 3.b. : Vn € [3;+oo[, 1< B, < n
e Or, pour tout n € [3; +o0] :

1
nmT = ex n(n)
P ( n—1 (
Et, par croissances comparées :
) In(n
i () =0
n—+oo [] — 1
Ainsi, par composition :
1
lim nm1 =1
n—-+o00

Conclusion : par théoreme d'encadrement, on obtient que la suite (B,),>3 converge vers 1.
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Il ALGEBRE LINEAIRE

ExercicE 11 - FAIT MAISON

0 1 0
On considére la matrice A= | 0 0 1
-1 1 1

1. Calculer (A— KX A+ k).

Conclusion : (A — 1)?(A+ 5) = 0s.

2. Résoudre les équations AX = X et AX = —X d'inconnue X € M5+(R).

X

e Soit X= [y | €M34R).Ona: & Méthode !

z Pour résoudre un systéme, on met
TOUJOURS en place la méthode
du pivot de Gauss : elle permet

y =X de s'assurer que la résolution est
AX = X e 7 = correcte. En aucun cas on tentera
y des raccourcis foireux...
—X+yt+z=2z
—Xx+y =0
S —y+z=0
L3 L3—14
—X+y = J
—X + y -
—
—y+z=0
—x+y=0
Samd
y==z
X =7
= y =z
z=7z
— X=z|1
1
1
Conclusion : l'ensemble des solutions de l'équation AX = Xest4z[1], z€R
1
e On procede de la méme facon...
1
Conclusion : l'ensemble des solutions de l'équation AX = —Xest 4z | —=1], zeR
1
1 1
3. Notons U= [ =1 | etV =1{1
1 1

3.a. Résoudre l'équation AX = X + V, d'inconnue X € M3;(R). On notera W la solution dont la premiere
composante est égale a —1.

e On procede de la méme facon qu'en question précédente...

Conclusion : lensemble des solutions de léquation AX = X + V est
1 —1
z|1]+( 0], zeR
1 1
—1
e Posons alors W = | 0 | (obtenu avec z =0 dans ce qui précede).
1
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3.b. Pour les khiibes. Montrer que la famille (U, V, W) est une base de M5+(R).

3.d.

Montrons que la famille (U, V, W) est libre dans M5 +(R).
Sotent a, b, c € R. Supposons all + bV + cW =054. On a:

a+b—c=0
aU+bV+cW=03; & {—-a+b =0
a+b+c=0
a+ b— ¢c=0
= 2b— ¢=0
2¢=0
a =0
= b =0
c=0

Dola=b=c=0.

Par conséquent, la famille (U, V, W) est :
v libre d'apres ce qui précede,
v de cardinal 3, égal a dim (MM(R)).

J par remontées successives

Mettons en place la méthode de Causs :

Conclusion : la famille (U, V, W) est une base de M5 (R).
T 1 -1
. Notons P= | =1 1 0 |. Démontrer que P est inversible et calculer P~
T 1 1

= Rappel...

La famille (U, V, W) est libre
lorsque :

Va,b,c €R,

(aU+bV+cW=0) = a=b=c=0

= Pour info... ———
A partir de cette étape, on sait
que P est inversible. En effet,
grace aux opérations élémentaires
sur les lignes, on a réussi a la
rendre trianqulaire supérieure a
coefficients diagonaux non nuls.
On dit que la matrice triangulaire
obtenue est sa réduite de Gauss.

1 1T -1 70 0
-1 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1
. LZ — LZ + Lq
Puis, en effectuant { e b L
71 -1 1T 0 O
0o 2 -1 1 1 0
0o 0 2 -1 0 1
. L1 — 2[1 + L3
Ensuite, en effectuant «[ L e 20+ Ly
2 2 0 1T 0 1
0 4 0 1T 2 1
0 0 2 -1 0 1
En effectuant [y « 2L — L5 :
4 0 0 1 -2 1
0 4 0 1 2 1
0 0 2 -1 0 1
Reste a diviser chaque ligne par 4..
] 1 -2 1
Conclusion : P est inversible et P~ = 7 1 2 1
-2 0 2

Calculer P7"AP. On notera T la matrice obtenue.

On obtient :
. -1 2 -1
PA= -1 23 PAP =
-2 0 2

o = O
IR )
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-1 0 0
Conclusion : T = 0 1 1] 00T =P AP
0 0 1
-1 0 0 0 0 0
3e. Posons D=0 1 0] etN=/{0 0 1] Déterminer, pour tout k € [2; oo, la matrice N*.
0 0 1 0 0 0

Calculer alors, pour tout n € N, la matrice T".

e Sans difficulté, on trouve N2 = 05 et donc :

Vk € [2; +oo, N* =05

e Ensuite, on remarque que :

0 0 O
DN=10 0 1| =ND
0 0 O
e Soit n € N.
* Stn>2:
Ona:
T" = (D+ Ny’
" formule du bindme de Newton, licite car D et N
= Z (/7) /\/k D”*/\' commutent
—0 k J relation de Chasles, licite car n > 2
n
_ ([))N()D/7+(n)/\/0n 1+ (”)Dk/\/n k
0 1 k J Wk =2, N =0
k=2 Za
= D" +naND""

* Stne{01}:

x Stin=0:

D°+0x« ND'=D°
=k
=70

x Sin=1:

D'+ ND* =D+ N
=7

L'expression obtenue est donc encore valable st n € {0;1}.

Par conséquent :
VYneN, T"=D"+ npND"!

Conclusion : aprés calculs, on obtient :
(=" 0 O
YneN, T"= 0 1 n
0 0 1

3.f. En déduire, pour tout n € N, l'expression de A" en fonction de n.

e On sait que
T=PAP

D'ou :
A=pPTP!

e Démontrons alors, par récurrence, que : ¥n € N, A" = PT"P~".

* Initialisation. Pour n =0 :

PTP! =

L'initialisation est vérifiée.

— O Astuce du chef ! O —
On peut également faire la dis-
jonction 'n > 1" et 'n = 0". Dans

n
le premier cas, la somme Z

k=2
serait alors nulle st n = 1 puis-
qu'indexée sur un ensemble vide.
Cependant, il est sans doute
plus simple de se souvenir que
la disjonction se fait au niveau
de l'indice de nilpotence de la
matrice N. Ici, puisque N? =0,
on distingue les cas 'n > 2" et
‘n e {0;1}"

& Méthode !

Pour une expression aussi simple,
'énoncé aurait également pu
demander de conjecturer une
expression de 7" (en calculant
72,72, ..) puis de la démontrer
(par récurrence).

Petite remarque

Elle pourrait passer en récurrence
immédiate ici.. Je la fais simple-
ment pour que vous puissiez vous
assurer qu'elle est bien immédiate
pour vous |
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% Hérédité. Soit n € N. Supposons que A" = PT"P~" et montrons que A""' = PT"H1 P~

Ona:

AT = A" A
=PT"P~" « PTP!
=PT" « TP
_ p7r+ip-
L'hérédité est ainsi établie.
Conclusion : Vn € N, A” = PT"P~ .
e On calcule ensuite en utilisant le résultat de la question précédente..

J hypothése de récurrence et point précédent

(=1)"=2n+3  2(=1)""+2 (=1 +2n—1
Conclusion : Vn € N, A" = — | (=1)""" —=2n+1  2(-1)"+2 (-1 +2n+1
(=1)"=2n =1 2(=1)""+2 (=1)"+2n+3

Vérification
On vérifie U'expression pour n =
0 (on doit trouver /5, car A est
inversible..) et pour n = 1.

4. Déduire des questions précédentes l'expression du terme général de la suite (u,),en définie par :

up=0; uy=0; wu=1,; VneEN, up3=—Us+ Uy + Un2

up
Posons, pour tout n € N, X, = | tp+1 |. On a ainsi :

Upy2
vneN, X, =AX,
Puis, par récurrence immédiate :
VneN, X,=A"X,

0
Avec la question précédente et puisque Xp = | O |, on obtient :
1

(=1)"+2n =1
VneN, X, = | (=1)""" +2n+1
(=1)"+2n+3

La premiere ligne nous fournit le résultat voulu...

Conclusion : Vn € N, u, = (—1)" +2n — 1.

Veérification
Les deux autres lignes servent de
vérifications, puisqu'elles doivent
correspondre a u,41 et upqo St
up = (—=1)" + 2n — 1.. Ce qui est
bien le cas | Ouf |
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Il PROBABILITES

Exercice 12 - EML 2009 E

Une urne contient des boules blanches en proportion p et des boules noires en proportion g = 1 — p avec p €J0;1].

1. Dans cette question, on effectue des tirages successifs avec remise et on s'arréte des que l'on a obtenu une boule
noire. On note T la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués et U la variable aléatoire égale au
nombre de boules blanches tirées.

1.a. Reconnatltre la loi de T. Donner son espérance et sa variance.
e Expérience. L'expérience s'assimile a une infinité de répétitions indépendantes de la méme épreuve
de Bernoulli dont le succes “obtenir une boule noire” a pour probabilité g.
e Variable aléatoire. La variable aléatoire T prend alors comme valeur le rang du premier succes.

Conclusion : T suit la loi géométrique de parametre g et :

T(Q)=N"; VneN" ; TP([T:/{):(],D’M BT =—

1.b. Exprimer U en fonction de T. En déduire que U posséde une espérance et une variance et les donner.

e Puisque U prend comme valeur le nombre de balles blanches obtenues, on a :
U=T-1

e La variable aléatoire U admet alors une espérance et une variance, comme transformée affine d'une
variable aléatoire admettant espérance et variance; et :

E(U) = E(T — 1)
—E(T) -1
1
-1
q
P
q

J linéarité de l'espérance

V(U) = V(T = 1)

= V(T7)
_ P
=2
) | , _ p , p
Conclusion : U admet une espérance et une variance, et : E(U) = =, V(U) = =.
q aq-

2. Dans cette question, on effectue des tirages successifs avec remise et on s'arréte dés que l'on a obtenu au moins
une boule de chaque couleur. On note :
e X la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués,
e Y la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues,
e / la variable aléatoire égale au nombre de boules noires obtenues,
e pour tout i € N*, B; l'événement "obtenir une boule blanche au i-eme tirage’ et N; = B;.

2.a. Ecrire une fonction Python prenant en argument un réel p €]0; 1 et renvoyant une réalisation de la variable
aléatoire X.
2.b. Loi de X.

— % Subtil... 5

L'issue consistant a n‘obtenir
que des boules noires et celle a

2.b.i. Sans justifier, donner X(Q).
On a X(Q) = [2; +o9].

2.b.ii. Montrer que pour tout k € [2;+oo, P([X = k]) = gp" " + pg

Soit k € [2; +o0].
[X = k] est réalisé

si, et seulement si,

si, et seulement si,

Dol :

si, et seulement si,

o

k=1

on obtient la deuxiéme couleur de boule pour la premiére

n'obtenir que des boules blanches
n'ont pas d'image par X. Ces
deux issues forment un événement
quasi-impossible ; on peut donc
sans probleme omettre de les
évoquer.

fois au k-ieme tirage

les tirages 1 a kK — 1 ont donné la méme couleur et le
k-ieme tirage l'autre couleur

(les tirages 1 a k — 1 ont donné une boule blanche et le
k-ieme tirage une boule noire) ou (les tirages 1 a kK — 1
ont donné une boule noire et le k-ieme tirage une boule
blanche)

(81 n...N B/\,1 N /’\/’;\) U (/NH n..N /\"’A,q N Bk>
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Par conséquent :

P([X = k]) = ]P((B1 NN By NN U Ny NN Ny mBk))
—P(BN ... Biei N NG) « PNy N ... Ny 0 By)
=p g +q"p

évenements en jeu

Conclusion : pour tout k € [2; +o0], IP([X = k]) = qp*" + pg-".

+00
2.b.iit. Vérifier par le calcul que Z]P([X =k]) =1.
k=2
Ona:
+00 +00
Y P(X=k)=) (e " +pg"") o
k=2 k=2 changement d'indice i = k — 1

linéarité de la somme, licite car puisque

p.q €10;1], les séries Zp’ et Z q' sont des
i=1 i=1

I
i
B
+
=
=
NN

séries géométriques convergentes

oo oo
qb:ﬁ1+p§:¢q

i=0 i=1

1 1
_q(mi )+p(1_q 1) Jq:1fp,p:1fq
=1—qg+1—p
=1-q+gq
=1

1 1
2.b.iv. Montrer que X admet une espérance et que E(X) = .E + E -1
e On sait que :

X admet une espérance  si, et seulement si, la série Z |KIP([X = k])| est convergente
neXx(0)

la série ZkIP([X = k]) est convergente, car
k>2

Yk > 2, klP([X = k]) >0
e Soit N € N, suffisamment proche de +oc0. On a :

si, et seulement si,

S KP(X = k) =3 k(ap"" +pa)

N N
:qzkpk1+pqukW
k=2 k=2
Or p, g €]0; 1], donc les séries Z kp =" et Z kq*=" sont des troncatures de séries géométriques
k=2 k=2
convergentes. Par conséquent, la série Z kIP([X = k]) est convergente.
k=2

e On en déduit que X admet une espérance et :

+00 +00
EX)=q) kp"'+p) kg*
k=2 k=2
q
—1

+ “+00
k k=1
1 1
- —1 + «——ffw)
"(wmz ) Pli=qp Ja=i-pp=i-q
1 1+1
- - —p
q p
1 1
— =1
q p

J incommpatibilité de Ny et By, donc des évenements en jeu

tirages avec remise, donc mutuelle indépendance des

Important !

Il est indispensable de justi-

fier (ou a défaut mentionner) la
convergence des séries en jeu
lorsqu'on utilise la linéarité (pour
décomposer) sur des sommes infi-
nies.
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Conclusion

: X admet une espérance et E(X)
p

L1y

q

2.c. LoideY.

2.ci. Pour tout k € [2; +oc[, déterminer P([X = k|N[Y = 1]). On distinguera les cas k = 2 et k > 3.

Soit k € [2; +o0f.

e Sik=2:

(X =2]N[Y = 1] est réalisé  si, et seulement si,

si, et seulement si,
Dol :
X =2nly =1 = (8
Par conséquent :
P(X =2In[Y =1]) =P((BinN,) U (N; N By))
=P(B NN+ PNy N By)

on a tiré deux boules dont une blanche
(on tirage une blanche puis une noire)
ou (on tirage une noire puis une blanche)

NN U (N N By)

J incompatibilité de By et Ny, donc des évenements en jeu

J tirages avec remise, donc mutuelle indépendance des évenements en jeu

=2pq
e Stk>3:
[X = k|N[Y =1] est réalisé  si, et seulement si, on a tiré k boules dont une blanche
si, et seulement si, on a tiré une seule blanche et kK — 1, avec
k —1> 2, noires
si, et seulement si, les tirages 1 a kK — 1 ont donné une boule
noire et le tirage k donne une boule blanche
Dol :
X =kKn[Y=1=Nn..NnNcynN B
Par conséquent, par indépendance des évenements Ny, ..., Ni_1, By, on obtient :
P(X = KNy =1]) = ¢p
L ) B oy | 2pg stk=2
Conclusion : Vk € [2;+oo[, P([X = kN[ =1]) = «[ o sik>3
2.cii. En déduire que P([Y =1]) = q(1 + p).
D'apres la formule des probabilités totales, avec ([X = k])k,gﬂszo[[ comme systeme complet d'évene-

ments, la série ZIP([X = k]N[Y = 1]) est convergen
k=2
P(ly =1)) =) P(X=kn[Y=1])
k=2
+0oo
=P(X=2n[Y=1)+) P(X=
k=3
+0o0
=2pqg+) _pq"
k=3
=2pq+p) ¢
i=2
+00
—2pq+p Zq‘1q)
i=2
R s q
=2pq+1—p—pg
=pg+1—p
=pg+q
=q(1+p)

te et :

J question précédente

J changement d'indice i = k — 1

Conclusion : P([Y = 1]) = q(1 + p).

2.c.iit. Déterminer la loi de Y.

e Puisque l'évenement "n‘obtenir que des boules noires’ est quasi-impossible, on peut considérer

que Y(Q) = N".
e % OnadéjaP([Y =1]) =q(1+p).

— X Attention !

On fait attention en remplacant :
il y a deux expressions différentes
de P([X = k]N[Y = 1]), selon
que k = 2 ou k > 3.. Cest une
erreur que L'on rencontre souvent;
on peut y remédier en concluant
précisément et visiblement la

question précédente.
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* Soit ensuite n € [2; 4o0[.
[V = n]est réalisé  si, et seulement si, on obtient n blanches a la fin du jeu
si, et seulement si, on obtient n blanches, avec n > 2, et les deux
couleurs
si, et seulement si, on obtient n blanches et une noire
si, et seulement si, les tirages 1 a n ont donné une blanche et le (n +
1)-iéme tirage a donné une noire
Dot :
[Y = I’I] = 81 n..N B,, N /\/,7+1

Puis, par indépendance des évenements By, ..., B,, N,.1 (tirages avec remise), on obtient :

P([Y =n]) =p"qg

Q© L’avis du chef ! O
Conclusion : Y(Q) = N*, P([Y = 1]) = q(1+p) et pour tout n € [2; +00[, P([Y = n]) = p"q. Exercice un peu répétitif sur la

fin.. Mais il faut bien cela pour
ancrer les méthodes !

2.d. Donner la loi de Z.
En échangeant les réles des boules noires et blanches, on échange Y et Z...
Par conséquent, Z a la méme lot que celle de Y, en échangeant p et g.

Conclusion : Z(Q) = N*, P([Z = 1]) = p(1 + q) et pour tout n € [2;+oc[, P([Z = n]) = q"p.
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EXERcICE 13 - ECRICOME 2014 E

Soient p €]0;1[ et g =1 —p.

On dispose dans tout U'exercice d'une méme piece dont la probabilité d'obtenir PILE vaut p et on procéde a lexpérience
suivante & : "On effectue une succession illimitée de lancers de la piéce’. On suppose les résultats des lancers indépen-
dants les uns des autres.

On note :

e pour tout entier naturel non nul n, X, la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus lors des n premiers
lancers de la piece;

e pour tout entier naturel non nul j, F; l'‘événement : "La piece donne FACE lors du j-iéme lancer’; et P; = fj
e Y la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenus avant l'apparition du second PILE.

Par exemple, si les lancers ont donné dans cet ordre "'FACE, PILE, FACE, FACE, FACE, PILE", alors YV = 4.
On admet que les variables aléatoires X, (n &€ N*) et Y sont définies sur un méme espace probabilisé modélisant
l'expérience .
1. Soit n € N*. Reconnaltre la loi de X, puis donner IP([Xn = k]) pour k € X,(Q). Préciser E(X,) et V(X,).
v Expérience : l'expérience consiste en n répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli dont
le succes ‘obtenir PILE" est de probabilité p.
v Variable aléatoire : X, prend alors comme valeur le nombre de PILE obtenus sur ces n lancers.

Conclusion : X, — %B(n; p)
n

Xo(Q) =1[0;n] ; Vke[0;n], IP([X,7 = k]) — (k)pk(] —p)" P
E(X,) = np et V(X,) = np(1 — p).

2. Donner Y(Q).
Ona Y(Q) =N
Pour lentratnement (non demandé ici, car l'énoncer dit de "donner’), démontrons cette égalité. Procédons par
double-inclusion.

Y prend comme valeur le nombre de FACE avant l'apparition du second PILE, donc on a immédiatement
Y(Q) C N.
Soit k € N. Montrons que k € Y(Q).

L'issue consistant a obtenir k FACE puis 2 PILE puis une infinité de FACE réalise '‘évenement [V = k].
Par conséquent : [Y = k] #+ @. On a ainst établi :

VkeN, [V =k+o

Dot :
N C Y(Q)

& Méthode !

On s'imprégne bien de cette mé-
thode, assez classique.

Petite remarque

Il s'agit de trouver UNE issue
pour justifier que [Y = k] est non
vide, et donc que k est bien dans
Y(Q)..

Conclusion : Y(Q) = N.

3. Soit n un entier naturel. Justifier que les événements [Y = n] et [X,11 = 1]N P,12 sont égaux.
[V = n]est réalisé  si, et seulement si, on obtient n FACE avant l'apparition du second PILE

si, et seulement si, le (n 4 2)-ieme lancer a donné PILE et on a obtenu n FACE sur les

n + 1 lancers précédents
Ona:

n + 1 lancers précédents
si, et seulement si,  P,2 N[X,41 = 1] est réalisé

Conclusion : [Y = n]=[X,11 = 1N P, 2.

4. Prouver que :
Vn €N, P([Y =n]) = (n+1)p°q"

Soit n € N. D'apres la question précédente, on a :

P([Y = n]) = P([X,s1 = 1]N Poi2)
- IP([X/7+'1 - ”)IP(PHJJ)
(HT1)P(1 =p)" =p

(n+ 1)p2q”

J indépendance des lancers, et X, .1 ne fait intervenir que les lancers 1 a n+1

d'apres la question 1: X114 — AB(n +1;p)

Conclusion : Vn € N, P([Y = n]) = (n + 1)p’q".

5. Démontrer que la variable aléatoire Y posséde une espérance et la calculer.

si, et seulement si, le (n + 2)-ieme lancer a donné PILE et on a obtenu 1 PILE sur les
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e On sait que :

Y admet une espérance  si, et seulement si, la série > |nIP 1])| est convergente
neY(Q
si, et seulement si, la série > nIP = n] est convergente, car Vn &
n=>0

N, nP([Y =n]) >0
e Soit N € N, suffisamment proche de +00. On a d'apres la question précédente :

N
Zn Y =n]) = ZnnJrT 2q"

n=0 n=0
N+1
k=

>

1
N-+1
k=1

J changement d'indice k = n + 1, linéarité de la somme
_ pZ k — »])kq/\ 1

2 k=2
=p’q) _(k=1)kg

Or, p €]0; 1], donc g €]0; 1]. Ainsi, la série Z k(k —1)g* 2 est une série géométrique convergente.
k>1

Par conséquent, la série Z nIP([Y = n]) est convergente.
n=0
e On en déduit que Y admet une espérance et :

+00
=p’q) kk—1)g""
k=1

- plg s
(1—q)’ J p=1-q
_ 29
p
. . 2q
Conclusion : Y admet une espérance et E(Y) = ;

6. Soit k € N*. On note Y, la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenus avant l'apparition du k-ieme
PILE. En particulier,on a Y, =Y.
6.a. Soit Z la variable aléatoire égale au rang du premier PILE. Rappeler la loi de Z ainsi que son espérance
et sa variance.
v Expérience : lexpérience consiste en une infinité de répétitions indépendantes de la méme épreuve
de Bernoulli dont le succes "obtenir PILE" est de probabilité p.
v Variable aléatoire : Z donne le rang du premier succes.

Conclusion : Z — ¥(p)
Z(Q) = N*; Vk € N*, ]P([ ]):(1*P)Mp

1 1
E(Z) = — et V(7) = —.
p p

6.b. Exprimer Y; en fonction de Z puis en déduire la loi de Y5 ainsi que son espérance.
Puisque Z est le rang du premier PILE et que Y; compte le nombre de FACE avant l'apparition de ce

premier PILE, on a :
Yy =7—-1
Ainsi :
e Yi(Q) =N et, pour tout n € N :
IP([YW = n]) = IP([Z71 = n])

=P(Z=n+1]) )
:(']—p)”p J!7}1LN

e puisque Z admet une espérance et que Y; est une transformée affine de Z, Y7 admet également une
espérance et :
E(Yy)=E(Z-1)

linéarité de l'espérance
(Z) -1 / ‘

—1

S g | = m

=P
p
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Conclusion : ¥;(Q) =N; Vn €N, P([Y; =n]) =(1—p)'p
1—p

E(Yq) = .

(Y1) B

6.c. En généralisant la méthode utilisée dans les questions précédentes, déterminer, pour tout kK € N*, la loi de
Yi.
Soit k € N™.
e De la méme facon qu'a la question 2, on a : Y, (Q) = N.
e Soit n € N.
[Vi = n] est réalisé  si, et seulement si, on obtient n FACE avant Uapparition du k-iéme PILE
si, et seulement si, le n+k-téme lancer a donné PILE et on a obtenu n FACE
sur les n + k — 1 lancers précédents
si, et seulement si, le n 4 k-ieme lancer a donné PILE et on a obtenu k — 1
PILE sur les n + k — 1 lancers précédents
si, et seulement si, P, N[X, -1 = k — 1] est réalisé
Dot :
[Yk - n] - [X/7+k71 =k— ” N ’DnAk
Par conséquent :
— % Pour I'oral d’HEC x —

P([Yk - ’7]) - IP([XHMJ =k— ” n PﬂH’) o | . On peut justifier autrement ce
tndependance des lancers A .
= P([Xoik1 = k—1]) « P(Py1) J e et
Xosx1 > B0+ k—1:p) ® les issues e [Ye = n]sont
n+k—1 P " ' toutes équiprobables
= p (1 =p)" xp o chaque issue de [Y, = n] est
k=1 constituée de n FACE et k PILE;
la probabilité quelle apparaisse
n+k—=1\, P q PP
— ( N ) pk(1 —p)’ est donc égale & p*(1—p)”
k—1 e chaque issue de [V, = n]se
termine par une PILE; pour le
reste, il suffit de placer k — 1
n4+k—1 . PILE sur les n + k — 1 tirages
. . * o . o o k o n _
Conclusion : pour tout k € N*, Y(Q) =Net:Vn €N, P([Y =n]) = ( P )p (1—=p)". précédents - il y a (n:f1 1)
< combinaisons possibles.
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Exercice 14 - EDHEC 2018 E

On dispose de trois pieces indiscernables au toucher :

1
e une piece numérotée 0 donnant PILE avec une probabilité 5 et FACE avec une probabilité

N —

e une piece numérotée 1 donnant PILE a coup sir

e une piece numérotée 2 donnant FACE a coup sir
L'expérience consiste a choisir de facon équiprobable l'une de ces trois pieces puis la lancer indéfiniment. On note
(Q, A, IP) un espace probabilisé associé a cette expérience.

Pour i € {0;1;2}, on note A; l'événement "on a choisi la piece numérotée (. Ainsi, (Ag, A1, Az) est un systéme complet
d'évenements.

Pour tout k € N, on note P, l'événement : "on obtient PILE au lancer numéro k" et Fp = Py.
On consideére les deux variables aléatoires :

e X donnant le rang d'apparition du premier PILE
e Y donnant le rang d'apparition du premier FACE

On convient de donner a X la valeur O si l'on obtient jamais PILE et de donner a Y la valeur O si l'on obtient jamais
FACE.

1. Loi de X.
1.a. Donner X(Q).
X(Q)=N

1.b. Déterminer IP([X = 1]).

D'apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d‘évenements (Ag, A1, Az), on a :

[==

P(X =1]) = P(A N[X = 1]) + P(A N [X = 1]) + P(A, N [X = 2)

Vie [0;2], P(A) +0
=P(A) x Py ([X = W]) + P(A) x Py, (X = W]) + P(A) x Py ([X = W]) J R
1T 1 1 1
= — x — - X 1 - X O
372737773
1
2
. 1
Conclusion : P([X = 1]) = 5
1(1\"
1.c. Montrer que : Vn € [2;+oo[, P([X =n]) = 313
Soit n € [2;+oo[. D'aprés la formule des probabilités totales avec le systeme complet d'événements

(Ao, A, Az), ona

e la piece 1 donne PILE deés le premier lancer et n > 2, d'oli P4, ([X = I)D =0
e la piece 2 ne donne jamais PILE, donc Py, ([X = n]) =0

Par conséquent :

: 1 1 1
IP(VX:n]):?xTP,\o(Hﬂ.A.ﬂF” '\ﬂll),7)+§x0+§xo
1
=3 x ]P,_'\O(F]) X ...]PAO(F,,,]) X PA(/(/D,,)
B J par indépendance des lancers une fois Ay réalisé
/l W n
3 (j) *Subtil... %

Les évenements Py, P>, ... sont
indépendants pour P4, ; mais
) n < pas pour P. Il suffirait pour cela

Conclusion : Vn € [2; +oo[, P([X = n]) = de verifier que P(Py N P2) +

P(Py) x P(Py).

1.d. En déduire la valeur de P([X = 0]).

+00
N est un systéme complet d'évenements, on a Z]P([X = n}) =1
n=0

Puisque ([X = n])

ne

Or:
+00 o0
Y P(X=n])=1 ¢ P(X=0)+P(X=1))+) P(X=n])="1
n=0 n=2 X Attention | ——
AR L'expressnlon P(X = n)) =
= ]P([X - OJ) + 2 + 3 (Z) =1 (] n'est pas valable quand

312
n=11
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T 1T (1)
= Plx=0)= 23 ; (i) ) changement d'indice i = n — 2
= e(x=0)=3-373 (3]
=0
o P(X=0) =515 2
— P(x=0)=1
Conclusion : P([X = 0)) = <

2. Montrer que X admet une espérance et la calculer. Interpréter le résultat obtenu.

e On sait que :

X admet une espérance  si, et seulement si, la série Z }nIP = n] | est convergente
nex(Q X . |
si, et seulement s, la série ZnIP = n] est convergente, car Vn & ) A.ttentnon.
= Lexpression P([X = n]) =
1 "
N, ,ﬂp( — n]) 3|3 nestpas valable quand
si, et seulement si, la série Z nIP est convergente n = 1.. Puis, de toute facon,
pour étudier la nature d’une série,
n>2 inutile de regarder les premiers
termes...
e Soit N € N, suffisamment proche de +o00. On a :
N N 1 1\"
> nB(X=n) =Y 1n (i)
n=2 n=2
N n—1
1 1
= = ni=
527 ()
n=2
1 1 n—1
Or, 5 €] —1;1], donc la série Z n (i) est une série géométrique dérivée convergente.
n=2
Par conséquent, la série Z nIP([X = n]) est convergente.
n>=2
e On en déduit que X admet une espérance et :
00 X A i ]
. _ ttention !
E(X) = Z nIP([X o ”]) Ne pas oublier que E(X) =
=0 Z nP([X = n)) et que
B neEX(@Q)
=0« P(X=0))+1«P(X=1)+) nP(X=n|) X(0) -

n=2

1 1 +00 1 n—1
:§+6 ;H(Z) 01)
T 1 1
AL (1;)2“)
=1

Conclusion : X possede une espérance et E(X) = 1.

Interprétation : en moyenne, sur un grand nombre de répétitions de l'expérience, le joueur obtiendra son
premier PILE au premier lancer.

3. Montrer que X admet une variance et la calculer.

e Par théoreme de transfert :
X? admet une espérance  si, et seulement si, la série Z !nzlP([X = n])‘ est convergente

neX(Q)

si, et seulement si, la série ZnZIP([X = n]) est convergente, car Vn &
n=0

N, n”P([X =n]) >0

si, et seulement si,  la série ZnZIP([X = n]) est convergente

n=2
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e Soit N € N, suffisamment proche de +00. On a :

N N

> Bl =) = Z%nz (})

n=2

1 1 n—2 1 n—1
Or, 5 €] — 1,1, donc les séries Zn(n -1 (z) et Zn 5 sont des séries géométriques
n=2
convergentes.
Par conséquent, la série Z nZIP([X = n]) est convergente.
n>=2

e On en déduit que X? admet une espérance et :

X%) = inZIP([Xf
0« P(X=0)+1«P(X="1)+) n’P(X=n]

n=2

n—1
n—2 —> ) calcul de la question précédente
1 2
= ——"— +EX)

Conclusion : X posséde une variance et V(X) = 3

4. Justifier que Y suit la méme lot que X.
Les roles PILE et FACE sont symétriques ici (car équiprobabilité du choix de la piece initiale, puis équiprobabilité
sur la piece 0). Donc il est équivalent de compter le rang du premier PILE ou le rang du premier FACE...

Conclusion : X et Y suivent la méme loi.

5. 5.a. Montrer que pour tout j € [2;+oo[, P(IX = 1]n[Y = j]) = P([Y = j)).
Soit j € [[2; +o0].
Puisque j > 2, c'est la piece 0 qui a été choisie... Ainst :
Y=Jjl=AnkPn..NnP_.NF
Or X =1]=Py.
Dot
X=1nlY=j=Pin(ANPiNn..NP_NF)
=ANPiN..0P_ 1 NF
=Y =]

Les évenements étant égaux, leurs probabilités sont ainsi égales.

Conclusion : pour tout j € [2;+ool, P(X = 1]N[Y = j]) = P(Y = ).

5.b. Montrer que pour tout i € [2;+oo, P([X = i|N[Y =1]) = P([X = i]).
Raisonnement analogue.
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5.c. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

1
Puisque P([X = 1]) = 5 et que X et Y suivent la méme lot :

P(X = 1) < By =1]) = §

Mais : [X =1]N[Y = 1] = &, car il est impossible d'avoir PILE et FACE au méme lancer. D'ot :
P(X =1]n[Y =1]) =P(@) =0

Par conséquent : # Méthode !

P(X = 1)) « P([Y =1)) £ P(X = 1]n[Y = 1])

parmi les cas simples.

Il n'est pas rare de procéder ainsi,
en cherchant une intersection vide

Conclusion : les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

6. On considére la variable aléatoire Z = X + Y.

6.a. Expliquer pourquoi Z prend toutes les valeurs entiéres positives sauf O et 2.
Raisonnons par double inclusion.

* X(Q) = Y(Q) =N, donc Z(Q) C N.

* [Z=0]=[X=0/Nn[Y =0]= @ (impossible de n'obtenir aucune PILE et aucun FACE)

* [Z=2]=(X=0n[Y=2)U(X=2nY =0]) U (X =1nY =1]) et ces trois intersections
sont vides (impossible de n'avoir aucun PILE et le premier FACE au second lancer... et impossible
d'avoir le premier PILE et le premier FACE au premier lancer...).

Dol [Z =2| = @.
On a ainsi :
Z(Q) C N\ {0;2}

Soit i & N\ {0;2}.
* St i=1:lissue consistant a choisir la piece 1 puis a n'obtenir que des PILE réalise ['‘événement
[Z = 1], car cette piece ne donnera jamais FACE.
Dot : [Z = 1]+ @.
* Sii > 3: lissue consistant a choisir la piece 0 puis a obtenir PILE des lancers 1 a i —1 et FACE
ensuite réalisé l'évenement [Z = i, car elle réalise l'évenement [X = 1]N[Y =i —1].
Dot : [Z = i] + @.
On a établi :
Vie N\{0;2}, [Z=i+@
Par conséquent :
N\ {0;2} € Z(Q)

Conclusion : Z(Q) = N\ {0; 2}.

6.b. Montrer que P([Z = 1]) = %

D'aprés la formule des probabilités totales avec ([X = 0],[X = 1]) comme systeme complet d'événements, { = Réflexe !

. On s'intéresse a la lot d'une
ona-. somme de variables aléatoires
discrétes : on utilise la FPT !

P(1Z = 1) = B(IX = 0l [y = 1)) + B(X = 1In [y = 0] 1
= (XX = 0) « Picq1Y = 1) + (1Y = 0) « Byofix = 1)) ) X =00 0PI =0) £0otet5)
1 1 J X et Y suivent la méme loi et P([X = 0]) = 3
=3 % Poeo([Y = 1)) + 3« Pr—g (X = 1))
Mais st [X = 0] est réalisé, cela implique d'avoir FACE dés le premier lancer, et donc [V = 1] est réalisé.

Par conséquent :
Ppg([Y =1]) =1

De méme :
Py (X = 1)) =

Conclusion : P([Z =1]) = =.

6.c. Justifier que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on a :
[Z=nl=(X=1nY=n=1)U(Y=1nX=n-1]
Peti
Soit n € [3; +oo[. Puisque (P4, Fy) est un systéme complet d'évenements, on a : { etite remarque
1]

On voit l'intérét d'avoir travaillé
[Z=n]=(Pin[Z=n])U(FN[Z=n])

avoir cette idée...

la démonstration de la FPT pour

= (X=1nX+Y=n)U(X=1nX+Y=n) J PNl Rl =

— (X =1n[Y =n—1)Uu (Y =1n[X=n—1]
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6.d

Conclusion : Vn € [3;+oo[, [Z =n]= (X=1]n[Y=n—=1)U (Y =1n[X=n-1]).

. En déduire que :

n € [3;+ool, P(Z = n]) = %

Soit n € [[3; +oo.

D'apres la question précédente :

P(Z=n])=P((X=1n[Y=n=1)u(Y
P(X =1n[Y=n—-1)+P(Y

=P([Y=n—-1)+P(X=n—-1]
2
3

1N[X =n=1))
11N

questions 5.a., 5.b., licite car n —1 > 2

N N

Conclusion : Vn € [3;+oo[, P([Z = n]) =

7. Simulation informatique. On rappelle que, en Python, la commande rd.random() renvoie un réel aléatoire de
J0; 1], et que la commande rd.randint (a,b) renvoie un entier aléatoire de [a; b.

7.a

1
2
3
4
s|def simulX ():
6
7
8
9

. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme Python suivant afin que la fonction simulX

renvoie une réalisation de la variable aléatoire X.

X et Y ont méme loi, et question 1(c) car n —1 > 2

import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

ptece=rd.randint (... ,... )
x=1
if plece==0:
lancer=rd.random ()
10 while ... ... ... ..
A = s :co0cocococaczoooo
ks 5 0500500000009 0
13 else:
14 if piece==2
15 | T
16 return (x)

7.b. Justifier que le cas ot l'on joue la piece numérotée 1 ne soit pas pris en compte dans le script précédent.
Dans le cas ou la piece 1 est jouée, le programme renverra 1, car x prend la valeur 1 deés la ligne 7. Si
U'instruction x=1 avait été placée a l'intérieur du if piece==0, il aurait fallu traiter le cas de la piece 1.

7.c. On souhaite obtenir un histogramme des fréquences des valeurs de X sur 10000 réalisations de l'expérience.

7.c.i. Créer une liste L contenant 10000 réalisations de la variable aléatoire X (on pourra faire appel a la
fonction simulX précédente).

7.c.ii. A laide d'une écriture en compréhension, recopier et compléter les lignes manquantes du programme
suivant afin que la liste Labs contiennent les valeurs —0.5,0.5, ...,9.5.

1llabs = ..o o
2|plt. hist(L,Labs, density=True,6 edgecolor="k")
3|plt.show ()

Voici le programme complet qui répond également aux questions précédentes :

incompatibilté de 3( = \ et [> = 1], donc des deux évenements en jeu
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import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

def simulX ():
piece=rd.randint (0,3)

x=1
if piece==0:
lancer=rd.random ()
while lancer <1/2:
lancer=rd.random ()
x=x+1
else:
if piece==2:
x=0
return (x)
L=[simulX () for k in range(10000)]
Labs=[—0.5+k for k in range(0,11)]

plt.hist(L,Labs,
plt.show ()

density=True , edgecolor="k")

L'exécution des lignes précédentes permet d'obtenir le graphique suivant :

0.5 4

0.4 4

0.3 4

0.2 4

0.1+

0.0 - i T

Expliquer U'intérét des options density=True et edgecolor="k’.

density=True permet d'obtenir un histogramme de fréquences, et pas un histogramme d'effectifs.
edgecolor="k’, cest pour faire joli : on dessine les contours des rectangles pour plus de lisibilité...
Ce graphique permet-il de confirmer la lot obtenue pour la variable aléatoire X?

Mais carrément!! On vérifie en particulier que pour tout n € [0; 9], P([X = n]) est trés proche de la
fréquence observée sur 10000 répétitions...

5 Pour info...

¢ Cest encore la loi faible des
grands nombres !
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Exercice 15 - EDHEC 2009 E

Dans cet exercice, p désigne un réel de |0; 1] et on note g =1 — p.
On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme espace probabilisé (QQ, A, P), indépendantes et
suivantes toutes deux la méme lot géométrique de parametre p.
1. On pose Z = min(X; Y) et on admet que Z est une variable aléatoire, elle aussi définie sur (Q, A, IP).
1.a. Pour tout entier naturel k, calculer IP([Z > k])
Soit n € N.Ona:
[Z > k]=[X>k|N[Y > k|

Ainsi :
X > KN[Y > k])

P(Z > k) = P(
P([X > k) P([Y > k)

J indépendance de X et Y

?

J X et Y suivent la méme lot

= (P(X > k]))
Or X(Q) = N*, donc : ‘
X>k= =1
i=k+1

Ainsi, par incompatibilité des évenements de la famille ([X = i) _.. la série Z P([X = i]) est conver-
i>k+1
gente et :

(X > k) = > (X =)

i=k+1
+0Q
o i—1
=) q7p ,
i—k+1 J changement d'indice j = k — (n + 1)
+00
=p Z qj +n
j=0
1
n
=Pq9 57—
1- q J p=1-gq
- q/Y

On obtient ainst :

Conclusion : pour tout entier naturel k, IP([Z > /x]) =q*.

1.b. Etablir :
Yk eN', P([Z =k]) =P(Z>k—1]) —P([Z > k]

Soit k € N™.
Ona:
[Z=kl=[Z=kU[Z> K|

Or, les évenements [Z = k] et [Z > k] sont incompatibles, d'ot
P([Z > k]) =P([Z =k)) + P([Z > k])

Et ainsi :
P([Z =k]) =P([Z > k) —P([Z > k])

Mais, X(Q) = Y(Q) = N*. Donc Z(Q) € N*. En particulier, Z est a valeurs entieres, donc

Z>K=[Z>k-1]

Conclusion : Vk € N*, P([Z = k]) = P([Z > k—1]) = P([Z > k).

Petite remarque

1.c. En déduire que Z suit la loi géométrique de paramétre 1 — g°. A ce stade, Uinclusion réciproque
S e . n'est pas établie, et cette inclusion
e On a déja justifié : Z(Q) € N". est suffisante : elle sert essentiel-

lement a la quantification en n
qui suit...
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e Soit ensuite n € N*. D'apres la question précédente :
P([Z =k]) =P(Z > k—=1]) = P([Z > k)
_ 2k-2 _ %k
=4q —q
=q¢* 1= ¢
k=1 )
=(¢*)" (1—¢°)
k=1 ;
=(1-0-9¢))" (1-4q)
On obtient en particulier : P([Z = k]) # 0, et donc [Z = k] # @. Ce qui prouve que N* C Z(Q).

J question 1.a., licite car k — 1,k € N (k € N¥)

Conclusion : 7 suit la loi géométrique de paramétre 1 — g°.

Petite remarque
On ne tarde pas trop sur U'inclu-
sion réciproque ; qui n'est méme
pas vraiment nécessaire...

2. On définit la variable aléatoire T de la fagon suivante :

2.a.

2.b.

X

Xw) st X(w) est pair
WweEQ T =1 13 xu

— st X(w) est impair

Expliquer soigneusement ce que renvoie la fonction Python suivante.

import numpy.random as rd
def mystere(p):
n=1
while rd.random()<1—p:
n=n+1
return n

La variable n débute a 1 puis est incrémentée a chaque répétition de la boucle while. On sait que la
commande rd.random() renvoie un réel aléatoire de |0;1[; par conséquent, les lignes 4 et 5 modélisent
des répétitions indépendantes d'une épreuve de Bernoulli dont l'échec est de probabilité 1 — p, donc le
succes de probabilité p, tant qu'on obtient un échec. A la fin du programme, la variable n sera égale
au nombre de répétitions nécessaires a l'obtention du premier succes dans cette répétition d'épreuves de
Bernoullt identiques et indépendantes de parametre p.

Conclusion : la fonction mystere renvoie une réalisation d'une variable aléatoire suivant la loi
géométrique de parametre p.

Ecrire une fonction Python prenant en argument un réel p de |0;1[ et renvoyant une réalisation de la
variable aléatoire T.

Ce programme pourra utiliser la fonction mystere précédente et on rappelle qu'en Python, l'exécution de
a’b renvoie le reste de la division euclidienne de a par b.

def simulT (p):
X=mystere (p)
if X%2==0: #cad si X est pair
return X/2
else
return (1+X)/2

. Montrer que T prend des valeurs entiéres positives non nulles.

Montrons que T(Q)) C N*. Soit w € Q. Distinguons deux cas :
e Si X(w) est pair :
Puisque X est a valeurs dans N*, il existe alors un entier naturel non nul k (que l'on considére ensuite)
tel que X(w) = 2k. Ainst :

=k

D'oti, puisque k # 0 : T(w) € N*.
e Si X(w) est impair :
Puisque X est a valeurs dans N*, il existe alors un entier naturel k (que lon considere ensuite) tel
que X(w) = 2k 4+ 1. Ainsi :
T4+ X(w)
2
=k+1

Iw) =

%

D'ot, puisque k € N : T(w) € N™.
Dans les deux cas : T(w) € N*.

= Pour info... ————
On pourrait aussi rapidement
T+ X
|
et utiliser cette expression pour
simuler une réalisation de T.

démontrer que T = [

Autrement dit :
Montrons :

Vwe Q, T(w) € N
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Conclusion : T prend des valeurs entiéres positives non nulles.

2.d. Réciproquement, justifier que tout entier naturel non nul k est élément de T(Q) et en déduire que T(Q) = N*.

e Soit kK € N*. Montrons que k € T(Q). N Autrement dit : ——
On a 2k € N7, et puisque X(Q) = N, il existe w € Q (que l'on considére ensuite) tel que 2k = X(w). ontrons -
Mais, dans ce cas : Yk e N*, ke T(Q)
Autrement dit, montrons :

THw) = o) Vke N, JweQ/k=T(w

2
=k

Par conséquent : k € T(Q).
e On vient d'établir : N* C 7(Q). Or, a la question précédente, on a établi : 7(Q) C N*.

Conclusion : T(Q) = N*.

2.e. Pour k € N*, exprimer l'évenement [T = k] en fonction de certains évenements [X = ] puis montrer que T
suit la méme loi que Z.

e Soit kK € N*. On a immédiatement :
[T =k|=[X=2kJU[X =2k —1]

e x On a déja, dapres les questions 1.c. et 2.c. : T(Q)) = N* = Z(Q).
* Soit ensuite k € N*. On a :

P([T = k) = P([X = 2k]U[X = 2k — 1))
= P([X = 2k]) + P([X = 2k —1])
=pg”™ "+ pg
=" plg+1)
= (") (1= a1 +q) St
— ()"0 - ¢
=P([Z =k

J [X = 2k] et [X = 2k — 1] sont incompatibles

L J 2k, 2k —1 € N*

Conclusion : T suit la méme lot que Z.
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Exercice 16 - INsPIRE DE EML 2010 E eT EDHEC 2007 E

Une gare dispose de deux quichets. Trois clients notés C;, C,, G5 arrivent en méme temps. Les clients G et G, se font
servir tandis que le client G; attend puis effectue son opération dés que l'un des deux guichets se libére.

On définit X7 etX; les variables aléatoires égales aux durées respectives des opérations des clients C; et C,. Ces durées
sont mesurées en minutes et arrondies a l'unité supérieure ou égale. On suppose que les variables aléatoires X; et X,
suivent la loi géométrique de parameétre p, avec p €]0; 1] et qu'elles sont indépendantes. On note g =1 —p

Toutes les variables aléatoires de l'exercice sont supposées définies sur un méme espace probabilisé (Q), A, P).

1. 1.a. Rappeler la loi de la variable aléatoire X; ainsi que son espérance et sa variance.

. 1
Conclusion : X;(Q) = N* ; Vk € N*, P([X; = k]) = ¢ 'p ;. EX) = B ;o V(X)) = [i—]

1.b. Etablir : ¥n € N*, IP([X1 < n]) =1—q". Cette relation est-elle encore valable quand n =07
e Soit n € N*. Puisque X;(QQ) = N*, on a:

P(Xi <nl) =) P(X =
:ZqA 1

J changement d'indice i = k — 1

J g+1lcarp+0
17(] J/):Wf(/

e Ensuite, on sait que X;(Q) = N*, donc IP([XW < O]) = 0. Et1—¢"° = 0. La relation est donc encore
valable quand n = 0.

Conclusion : Vn € N, P([X; <n]) =1—q".

2. On note T la variable aléatoire égale au temps d'attente du client G5 avant de pouvoir se présenter a un guichet.
De cette facon, T = min(Xj, X3).
2.a. Sans utiliser la commande min, écrire une fonction Python telle que l'exécution de simulT (p) renvoie une
réalisation de la variable aléatoire T dans le cas ol Xj et X, suivent des lois géométriques de parametre
p.

import numpy.random as rd

s|def simulT (p):

4 X1=rd.geometric(p)
5 X2=rd.geometric(p)
6 it X1<X2:

7 return X1

8 else:

9 return X2

2.b. Déterminer, pour tout n € N, la probabilité P([T > n]).
Soit n €N. On a:

P([T > n]) = P([min(X;, Xo) > n])
([Xw >n] NX; > /7])

P
P
]P({X > n]) x P([XZ > n])
= (1-
= (1-
(7

J indépendance de Xj et Xy

P(X < al)) < (1 =P (X < nl))

2

J question 2.a., et Xj et X; ont méme loi
(1-q")°

Conclusion : Vn € N, P([T > nl]) = ¢™".

2.c. En déduire que T suit la loi géométrique de paramétre 1 — g°.

e Puisque Xj et X suivent des lois géométriques, on a déja 7(Q) C N™.

Petite remarque

On peut également détailler
ainsi :
e Puisque X1(Q) = Nona:

U[X1 = k]

® par mcompatlbtute on obtient..

— & Méthode !
St Z = max(X, Y), on travaille
sur P([T < «]) (la fonction de
répartition) pour ensuite avoir la
lot de T.
St Z = min(X,Y), on travaille
sur P([T > x]) (ou P([T > x])
pour ensuite avoir la loi de T
(ou reconnaltre sa fonction de
répartition).
Clest bien ce que demande
'énoncé dans cet enchatnement
de questions.

o
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e Soit n € N*.
Ona:
[T =n]=[T=n]U[T >n]

Or, les évenements [T = n] et [T > n] sont incompatibles, d'oti :
P([T = n]) =P([T =n]) + P([T > nl)
Et ainsi :

IP([T = n]) = IP([T > n}) - IP([T > n])
J T(Q) © N*
=P([T >n—1)=P([T > n)
J question précédente, licite car n —1,n € N

. 2n=2 2n
=9 -9

=q - q°)
—(1-(1—=¢)""(1—¢)

2n—2 (/I

Conclusion : T suit la loi géométrique de parameétre 1 — g°.

3. On définit maintenant la variable aléatoire A par A = |X; — X;|.

3.a. Calculer la probabilité P ([A = 0]). »Réflexe !

Ona: On s'intéresse a la probabilité
que deux VA soient égales, on
IP([A:O]) :IP(HX1 - X5 :O]) pense a la FPT !

—P(X = X))

J formule des probabilités totales, avec ([X; = ki)w—N‘ comme sce

= P(Xi = XN [X; = k))

+00
=Y P(X =kn[X; = k)
o J indépendance de Xj et X)

J Xi et X5 suivent des lois géométriques de parametre p

J changement d'infice i = k —1

(17q)(1+q) Jp:17q

Conclusion : P([A = 0]) = ——.

3.b. Soit n un entier naturel non nul. Etablir :

1+g¢
Ona: 1= Rappel...
) VYx €R, Ya € R
[A=n]=[XI = X;| =n] N x=a
X|=a ou
:[X1 7XZ:I7] U[X17X1 :n] X =—a

Or n # 0, donc les évenements [X; — X5 = n] et [X; — Xi = n] sont incompatibles, d'ol :
IP([A = 17]) = ]P([Xq — XZ = 17]) + IP([XZ — Xq = n])
Mais X et X, suivent toutes deux la méme loi, donc X; — X, et X; — X également et ainsi :

IP([XZ — X1 = 17]) = ]P([Xq — XZ = ﬂ])
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Par conséquent :
P(A = n]) = 2P(X = X, + n])
23 P(X = KN = X 4 )
k=1

=2 P(X; =kIN|X; =k+n
; ([ ’ ] [ ' ]) Jlndépendance de X et Xo

+o0
=2y P(Xo=k))P(X; =k+
; (P (P gl J kEXo(Q) et k+n e X(Q)

+00
-2 Z qk—1qu+n—Wp
k=1

+00
= 2p%g* Z g2

J formule des probabilités totales avec ([XZ = k])kEN* comme sce

k=1
=2 2._n
P Z J calcul fait en question précédente
=2 2 /7
Pq T—q?
2pq"k
T 1+4gq
Conclusion : Vn € N*, P([A = k) =2 P9
T+gq

3.c. Justifier alors que A(Q) =
Par double-inclusion..

Immédiat X et Xy sont a valeurs entieres et que A = | X; — X3|.

Soit n € N. D'apres les deux questions précédentes, on a IP([A = n]) #+ 0, donc [A = n] #+ @. Ainsi,

n e AQ). Dou :
N C AQ)

Conclusion : A(Q) = N.

3.d. Montrer que A admet une espérance et la calculer.

e On sait que :

A admet une espérance  si, et seulement si, la série E }nIP | est convergente
neAQ
si, et seulement si, la série > nIP est convergente, car ptn €
n=0

N, nP([A=n]) >0
e Soit N € N, suffisamment proche de 4+00. On a :

N N

quﬂ
nP([A=n]) = n
; ; 1+4¢q
24 v
1 +qzn

n=0

Or g €] — 1;1], donc la série an”’1 est une série géométrique convergente. Par conséquent, la

n=0

série Z nP([A = n]) est convergente.
n=0
e On en déduit que A admet une espérance et :

+00

E(A) =) nP(A=n))

n=0

qu +00
[ e n—1
1+g 2"

n=0

2pq 1

1+q(1_q)2 Jpzﬂfq

2q
1—¢q?
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Conclusion : A admet une espérance et E(A) =

1—g°

1
4. Dans cette question, on suppose que p = 5 Ainsi, d'apres le résultat de la question 77 la variable aléatoire T

3

suit la lot géométrique de parametre 7 Afin de compenser son attente, le client G5 se voit proposer une réduction
sur son prochain billet de train.
St n € N* désigne l'attente subie par G5 (représentée par la variable aléatoire T), alors celui-ci pioche au hasard
un jeton dans une urne composée de n jetons numérotés de 1 a n.
Pour tout k € [1;n], le tirage du jeton numéro k entratnera une réduction de k euros. On note R la variable
aléatoire égale au montant de la réduction obtenue par le client Gs.
4.a. Soient (n, k) € N* x N*. Déterminer Pr_,|([R = k]). On distinguera les cas k > n et k < n.

Soit (n, k) € N* x N*.

Supposons l'évenement [T = n] réalisé. Dans ce cas, l'urne est composée de n jetons numérotés de 1 a k.

e Stk>n:
Puisque k > n, il est impossible de tirer un jeton dont le numéro est k. D'ou :

Pr_(R=k]) =0

e Sik<n:
L'évenement [R = k] est ainsi réalisé si, et seulement si, on tire le jeton numéro k parmi les n jetons
possibles.
Par équiprobabilité du choix des jetons dans l'urne, on a alors :
1

P (R = k) = -

0 stk>n
1

Conclusion : pour tout (n, k) € N* x N*, P 7,,7J([R = /\}) = { k<n
stk<n

n

+0o0 n
1 (1
4.b. En dédui . tout k e N, P([R=k])=3) — (-] .
n déduire que, pour tout k € (I ) nik . (4)
Soit k € N*. D'apres la formule des probabilités totales, avec ([T = n])m,N comme systeme complet

d'événements, la série ZI}’([T = n]N[R = k]) est convergente et :
n>1

o J Yk e N, P(T =n]) 0
1

J question précédente : Vn < k, alors P, ([R =k))=0

+00
= ]P([/ —n])IP,,,,‘ﬂR—k]) ‘ .

n=k J question précédente
Sy 2y
B 4 \1 n

n=k

+00 n
_3y ! (1)
n\4

Conclusion : pour tout k € N*, ]P([R = k}) =3

i f
~ 3
S| -
—_—
A=
—_

4.c. Ecrire une fonction Python telle que L'exécution de simulR() renvoie une réalisation de la variable aléatoire
R.

import numpy.random as rd

def simulR ():
T=simulT (1/2)
return rd.randint (1,T+1)

g e W

4.d. Ecrire un programme Python dont l'exécution permettrait d'obtenir le graphique ci-dessous, représentant
'histogramme des fréquences sur 10000 réalisations de la variable aléatoire R.
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N

n
4f 441 Soient n € N* et x € R\ {1}. Ecrire explicitement en fonction de x et n la somme Zxk_1.

import numpy.random as rd

LR=[stmulR () for k in range(10000)]
Labs=[—05+k for k in range (0,7)]

plt.hist (LR, Labs,edgecolor="k",density=True)
plt.show ()

. On considere la fonction mystere écrite en Python :

def mystere ():

LE=(]

for n in range(1,501):
LR=[stmulR () for k in range(n})]
E=sum (LR)/n
LE . append (E)

plt.plot(range(500),LE)

plt.show ()

L'exécution de mystere() affiche le graphique ci-dessous :

154

144

134

124

114

104

Interpréter ce graphique. On veillera en particulier a décrire le contenu de la liste LE apres l'exécution de

mystere().

e Ici, n parcourt [1;1000]. Pour chaque n € [[1;1000], LR sera une liste de n réalisations de la variable

500

aléatoire R; et E sera la moyenne des valeurs de R sur ces n réalisations.

e Ainsi, la liste LE contient 1000 moyennes de réalisations de R sur des répétitions de plus en plus

nombreuses.

Le graphique permet alors d'observer que la moyenne empirique semble se stabiliser autour de 1, 15.

espérance environ égale a 1, 15.

Conclusion : d'apres la loi faible des grands nombres, on peut donc penser que X possede une

Petite remarque

Ni lexpression moyenne em-
pirique, ni la mention de la loi
faible des grands nombres ne sont
exigées en 1A; mais en fin de 2A,
out.

On a, en commengant par le changement d'indice i = k — 1 :

n n—1

JX,M

= Pour info...

On trouve E(R) = Z calcul qui

peut étre fait d'ailleurs, en admet-
tant simplement la permutation
des sommes nécessaire... apres
avoir justifié l'existence de l'es-
pérance de R bien entendu. Bon
exercice a faire !
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) n ' 1 - n
Conclusion : Vn € N*, ¥x € R\ {1}, ZXAfw _ X

k=1

1T—x

NN T
4.fii. En déduire : Vn € N*, — (—) = [n(4) — In(3 —/ dx.
;k 4 ) (3) o 1—x

Soit n € N*. D'apres la question précédente :

N — e _ 1=
VXE[O,Z],ZX -

k=1

1 1
D'ot, en intégrant de 0 a 7 licite car les fonctions en jeu sont continues sur le segment {O; 1} :

1 n 1
7 11 —x"
/ > xdx :/ X dx
0 k=1 o T—x

Par linéarité de l'intégrale, on obtient :

1

n 1 1 1

7 7 ’I 7 n
E / xTdx :/ dxf/ . dx
—Jo 0 1 —x o 1—x

Autrement dit :

Et ainsi :

k=1
. ’ n 1 1 k % "
Conclusion : ¥n € N7, —1=1 =@ —W3)— dx
k \4 o 1T—x
k=1
;
Ay . X i
4.fiit. Démontrer que Llim / dx =0. wRéflexe !
n=reo Jo X L'intégrande est positive.. On
e Soit n € N. cherche donc a encadrer l'inté-
1 grale (et donc l'intégrande au-
% Soit x = |0:=1]. On a ainsi : paravant) par une expression de
' limite nulle quand n — +oc... Ce
3 x" nous fait de leeil !
D'ou, par décroissance de la fonction inverse sur R} :
! > ! > 1
37 1—-x7
Puis, comme x" > 0 :
n
ﬂX” > XS X"
37 71 —x 7
On a donc établi, par transitivité :
1 X" 4
Vx e [0;-], 0K < =x"
4 T—x

1
* Par croissance de l'intégrale, licite car 7 > 0 et que les fonctions en jeu sont continues sur le

1
t {0, =1
segmen [ ,4]

1 1
T X" 1
0< / X dx < j iX”dx
0 T—x 0 3

1

j1 ix”dx— ‘
o 3 S 3(n+1)

e On a ainsi :

O
><\
~

< ’ <
/VHGN,O\/O 1—de\3(n+1)
4

v n [Erp% 3(/7 + 1)
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1
7

. L , : Tox!
Conclusion : par théoreme d'encadrement, lim / dx = 0.
n—-+o00 0 — X

4.fiv. Etablir alors que P([R = 1]) = 3(n(4) — In(3)) puis donner la valeur de P([R=2]).

e D'apres la question 4.b. :

Conclusion : P([R = 1]) = 3( In(4) — In(3)).

e De la méme fagon :

211\
=3 32(4) ‘4)
:3]P([R:”),§

Conclusion : P([R = 2]) = 3P([R=1]) — % =3(n(4) —n(3)) — %

4.fv. Utiliser les résultats précédents pour donner une valeur approchée de ]P([R > 3]) On donne : IP([R =
1]) =~ 0, 86.
Puisque R(QQ) = N" on a :

P(R>3]) =1—(P(R=1]) +P(R=2]))

—1- (2p(r=1) -3
7

- L-2p(R=1)

~1,75—-2x 0,86

obtenir une grosse réduction a la

Petite remarque
Vous pensiez vraiment pouvoir
SNCF 2!

Conclusion : P([R > 3]) =~ 0, 03.
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Exercice 17 - EDHEC 2019 E

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

Une urne contient une balle noire non numérotée et n — 1 balles blanches, dont n — 2 portent le numéro 0 et une porte
le numéro 1. On extrait ces balles au hasard, une a une, sans remise, jusqu’a l'apparition de la balle noire.

Pour tout i € [1,n— 1], on note B; l'événement : 'le i-éme tirage donne une balle blanche’, on pose N; = B; et on note
X, la variable aléatoire égale au rang d'apparition de la balle noire.

1. Donner l'ensemble X,(Q) des valeurs que peut prendre la variable Xi,.
On a X,(Q) =[1;n].

s ; A . T , Méthode !
Justifions ce résultat (méme si ce n'était ict pas demandé). *

Il s'agit d'établir l'égalité de deux
ensembles, raisonnons pas double
inclusion.

Puisque X, est le rang d'apparition de la balle noire, on a déja X,(Q)) C N™. Mais, puisque les tirages sont

effectués sans remise et qu'il y a n balles dans l'urne, on a en fait :

X (Q) C [1;n]

Soit k € [1;n].
#* Stk =1 lissue consistant a tirer la balle noire au premier tirage réalise 'évenement [X, = 1]
Ainst [X, = 1]+ @.
* Stk € [2;n] : Uissue consistant a tirer pour tout i € [1; k—1], la balle blanche numérotée i au i-eme
tirage puis la noire au k-iéme tirage réalise l'évenement [X, = k.
Ainst [X, = k] + @.
On a établi :
Vke[l;n] X, =k|+2
Dol :
[1; n] € X,(Q)

Conclusion : X,(Q) = [1; n].

2. 2.a. Pour tout i € [2;n —1], déterminer Pg,n...n5,_, (B:).
Soit ( € [2; n— 11. o _ o o ) Petite remarque
Supposons L'évenement By N ... N Bi_y réalisé. Les i — 1 premier tirages ont ainsi tous donné une balle 4 |snoncs sous-entend ici que
blanche. Par conséquent, les tirages étant effectués sans remise : pour le i-eme tirage, l'urne est composée

P(BiN..NBi1) 0.
de n — (i — 1) balles, dont toujours la notre.
D'oli, par équiprobabilité du choix des balles dans l'urne, on a :

n—i
Psn (B) = ————
80081 (B) n—i+1
. ) n—.i
Conclusion : pour tout i € [2;n — 1], Pg,n.ns ,(Bi) = i
n—i

2.b. Etablir alors :

1
Yk € X,(Q), P([X, = k]) = o
Soit k € [[1;n].
e Sik=1:
L'événement [X, = 1] est réalisé si, et seulement si, on pioche directement la balle noire.
Alnst
X, =11=N,
Et alors :

J équiprobabilité du choix des balles

o Sike[2n]:
L'évenement [X, = k] est réalisé si, et seulement si, les k — 1 premiers tirages ont donné des balles

. S - . Petite remarque
blanches et la balle noire a été tirée au k-iéme. D'our : 9

En prétant un peu attention a
'énoncé, on remarque que l'‘évene-

k—1
ment N, n'est pas défini. Simple
[Xn - k] - ﬂ Bz’ N /\/A oubli semble-t-il, utilisons-le
i=1 quand-méme, sa définition est
implicite.

1810520,.,ﬁ8k71ﬂ/\/k
Ainsi, d'apres la formule des probabilités composées (puisque P(By N ... N By_1) # 0) :

P([X, = k]) =P(By N B, N ...N By N N)
=P(By) x Pg,(B2) x ... x Pg,n_n, ,(Bi—1) x Pgn_ns,; (Nk)
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n—1

n
* et, par un raisonnement analogue a ce qui a été fait en question précédente :
Poyn sy, (N = ——
Bin-nBa VR e

D'oti, d'apres la question précédente, licite car k < n, donc k — 1 € [[2; n— 1]] :

n—=1 n=2 n—(k—1) |
P([X, =k]) = x
( ) n n—1 n—(k=1+1 n—k+1

n—=1 n=2 n—k+1 1

n n—1""n—k+2 n—k+1 J télescopage

1
=—x1

n
1
T n

1

Conclusion : Yk € X,(Q), P([X, = k]) = p

2.c. En déduire l'espérance et la variance de X, notées respectivement E(X,) et V(X,).
D'aprés la question précédente, on voit que X, suit la lot uniforme sur [1; n].

. . , : n+1 n% —1
Conclusion : X, possede une espérance et une variance et : E(X,) = > et V(X,) = .

3. On note Y la variable aléatoire qui vaut 1 si la balle numérotée 1 a été piochée lors de l'expérience précédente,
et qui vaut O sinon.

3.a. Pour tout k € X,,(Q), montrer que :
n—k

P [X,,=k]m[Y=0]) =T

Soit k € [1;n].
[X, = k]N[Y = 0] est réalisé  si, et seulement si, la balle noire est tirée au k-ieme tirage et la balle
numéro 1 n'a pas été tirée
si, et seulement si, les tirages 1 a kK — 1 ont donné une balle blanche
numérotée O et le k-ieme tirage la noire
En notant, pour tout i € [1;n—1], Bio : 'le i-éme tirage donne une balle blanche numérotée 0', on a ainsi :

(Xo =kN[Y =0l=BigNBoN...N0 Bioao NN
D'oli, d'apres la formule des probabilités composées (puisque P(Bio N ... N Bi_19) #+ 0) :

P([X, = k]N[Y =0]) = P(Bio N ByoN...N By o N N)
=P (Big) x Pg, ((Bao) x .. x P on.n0(Br—1.0) x P on.nB_; (N

Or :
n—2

e par équiprobabilité du choix des balles dans l'urne : IP(Byg) =

1
o Pg n.ns_ o(Nk) = ——— :eneffet, st BjgN ...N By est réalisé, alors, au tirage k, l'urne est
composée de n — (k — 1) balles, dont une seule noire.. Dans ce cas, par équiprobabilité du choix des

balles, la probabilité de tirer la noire au k-ieme tirage est —————.
n—k+1
n—i—1
e pour tout i € [2;n = 1], Pg 0.8, ,(Bio) = P cen effet, st Big N ... N B est réalisé,
alors, au tirage i, l'urne est composée de n — (i — 1) balles, dont la noire, la blanche numérotée 1, et
le reste étant des blanches numérotées O (il y en a donc n—(i—1)—2 =n—i—1). Dans ce cas, par

—i—1
équiprobabilité du choix des balles, la probabilité de tirer une blanche au i-ieme tirage est Zﬁ
—i
Par conséquent :
n—2 n-—3 n—(k—=1 -1 1
P([X, =kn[Y =0]) = x X e X x
([ Inl D n n—1 n—(k-=1+1 n—k+1
~n—=2 n—3 n—4 n—k+1 n—k 1
n n—1 n—=2 """ n—k+3 n—k+2 n—k+1 J télescopage avec décalage de 2
11
= — x (n—k) x 1
nn—1 (n )
_ n—k
T on(n—=1)
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3.b.

3.c.

4.a.

~

ES

4.b.

n—k

Conclusion : Yk € X(Q), ]PUXH =kN[y = O]) - m

En déduire, grace a la formule des probabilités totales, la valeur de P([Y = 0]).
D'apres la formule des probabilités totales, avec ([X,, = k])w[“ ,] comme systeme complet d'évenements, on

a .

P(y = 0)) = ip([x,, — K[y =0)

1 J question précédente

i n—k
B nn—1)

=1 J linéarité de la somme, changement d'indice i = n — k
1 n—1 ‘
_ : ;
nn—1) —
B 1 (n—"1)n
Conn—1) 2
1
-2
. 1
Conclusion : P([Y = 0]) = 5
Déduire alors la loi de Y. :
On sait que Y(Q) = {0;1}. Or, d'aprés la question précédente : P([Y = 0]) = 5
Dol : :
P(lY =1]) = =
v =1)=1
. : ‘ . o]
Conclusion : Y suit la loi de Bernoulli de parametre 5

Recopier et compléter le script Python suivant de sorte que l'exécution de simul_X(n) simule une réa-
lisation de l'expérience décrite ci-dessus, ol n est le nombre total de balles, et renvoie la valeur de X,
associée. On admettra que la balle noire est codée tout au long de ce script par le nombre N.

mRéflexe !
Grdce a la question précédente,
on connait tous les IP(A; N B), et
on veut P(B) : FPT Il Est-ce que
(Ai)i est bien un sce? Oui, alors
on fonce !

de faire : Z(n — k) = Zn -
1 pc

import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

def simul_X(n):
N=n
u=rd.randint (1 ,N+1)
X=1
while ul=N:
N=...
u=...
X=...
return X

import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

def simul_X(n):

N=n

u=rd.randint (1 ,N+1)

X=1

while ul!=N:
N=N-1
u=rd.randint (1 ,N+1)
X=X+1

return X

En utilisant la fonction créée a la question précédente, écrire une fonction Python telle que lexécution de
esp_var_X(n) renvoie une valeur approchée de E(X,) et une de V(X,).

— Petite remarque

Le changement d'indice n'était pas
nécessaire. Il est aussi possible
n n

k=1

k=1

Mais c'est plus calculatoire...
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4.d.

def simul_esp_var(n):
L=[simul_X(n) for k in range(10000)]

L2=[x#**2 for x in L] #liste pour th de transfert
E=sum(L)/len (L)

V=sum (L2)/len (L2)—Exx2 #KH

return E,V

. Recopier et compléter le programme suivant afin que son exécution affiche l'histogramme obtenu a partir

de 10000 réalisations de la variable aléatoire X, oli n est saisi par l'utilisateur.

n=int (input( 'n=27"))

Labs=

LX=

plt.hist(LX, Labs,edgecolor="k",density=True)
plt.show ()

n=int (input("'n=7"))

Labs=[—05+k for k in range(1,n+2)]
LX=[simul_X (10) for k in range(10000)]
plt.hist(LX, Labs,edgecolor="k",density=True)
plt.show ()

On a exécuté le programme de la question précédente en saisissant n = 10 et on a obtenu le graphique
qui suit. Expliquer en quot le graphique est cohérent avec la loi de X, obtenue en question 2.b..

Puisque cet histogramme de fréquences est obtenu sur un grand nombre de réalisations de la variable
aléatoire Xjp, on peut légitimement penser qu'il se rapproche de la distribution de probabilité de la variable
aléatoire Xjg.

} 1
Or, on avait trouvé : Xio(Q) = [1;10] et Yk & [1;10], P([X;o = k]) = 0 Ceci est bien cohérent avec

l'histogramme des fréquences obtenu.

. Ecrire une fonction de sorte que l'exécution de simul_XY(n) simule une réalisation de l'expérience décrite

ci-dessus, ol n est le nombre total de balles, et renvoie les valeurs de X, et Y associées.

import numpy.random as rd

def simul_XY(n):
N=n
u=rd.randint (1 ,N+1)
X=1
Y=0
while ul=N:
if u==1:
Y=1
N=N-1
u=rd.randint (1 ,N+1)
X=X+1

return X,Y

X Attention !
Clest un histogramme de fré-
quences, et non de probabilités !!

Pourquoi 7 ———
E'est la loi faible des grands

nombres qui justifie cela.

Petite remarque
Le numéro N correspond toujours
a la balle noire; et le numéro 1 a
la balle blanche numérotée 1.
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Exercice 18 - EDHEC 2018 S

Un mobile se déplace aléatoirement sur un axe dont l'origine est le point O d'abscisse 0. Au départ (instant 0), le mobile
est situé sur le point O. Le mobile se déplace selon la régle suivante : a linstant n (n € N¥), il se place de fagon
équiprobable, sur l'un des points d'abscisse 0,1, ..., n.
Pour tout entier naturel n, on note X, l'abscisse de ce point a l'instant n (on a donc Xy = 0).
On admet que, pour tout entier naturel n, X, est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q2, A, P) que
l'on ne cherchera pas a déterminer. On admet aussi que (X,),en est une suite de variables aléatoires mutuellement
indépendantes.
1. Soit n € N*. Reconnattre la loi de X, puis donner son espérance et sa variance.
Soit n € N*.
e On a déja, d'apres l'énoncé : X, (Q) = [0; n].
e [t puisqu'a l'instant n, le mobile se place de facon équiprobable sur l'un des points d'abscisse 0,1,..,n, on

a .

1

vk € 0] B =K) = oD

1?2 —1
Conclusion : X, suit la lot uniforme sur [0; n] et on a ainst : E(X,) = % et V(X,) = % =
n(n+ 2)
12

2. On note Y l'instant auquel le mobile se trouve pour la premiére fois a lorigine (sans compter son positionnement
initial), et on attribue a Y la valeur O si le mobile ne revient jamais a lorigine. On admet que Y est une variable
aléatoire définie sur (Q, A, P).

2.a. Justifier que Y(Q) = N.
Raisonnons pas double-inclusion...

Y désigne l'instant auquel le mobile revient a lorigine, donc on a Y(Q) C N.
% D'aprés l'énoncé, 0 € Y(Q).

* Ensuite, on remarque que l'issue consistant a rester sur l'origine a l'instant 1 réalise l'évenement
[Y =1] donc[Y =1]+ 2.
* Soit j € [2, ool
L'issue consistant a étre au point d'abscisse 1 des instants 1 a j — 1, puis a lorigine a l'instant j
réalise l'évenement [Y = j| Ainsi, [Y = j] # @.
On a ainsi établi :

Par conséquent :

N C Y(Q)
Conclusion : Y(Q)) = N.
2.b. Pour tout entier naturel i non nul, exprimer l'événement [Y = ] a l'aide des variables aléatoires X, X, ..., X;.
Soit i € N™.
e Sti=1:

L'évenement [V = 1] est réalisé si, et seulement si, le mobile reste a lorigine a l'instant 1. D'ol :

e Sii>2:
[V = (] est réalisé  si, et seulement si, le mobile revient pour la premiere fois a l'origine a l'instant
n
si, et seulement si, des instants 1 a { — 1 le mobile ne va jamais a lorigine,
puis il y retourne a l'instant i

Par conséquent :

i—1
Y =i= (X0 | nlX =0]
k=1
TR o]
2.c. En déduire : Vi € N, P([Y = i]) = A
Soit i € N,
e Sii=1:

D'aprées la question précédente, on a alors :

P([y = 1]) = P(1X; = 0]

question 1.
1 J

4

— Important !

Jat envie de dire que l'on rai-
sonne toujours pas double-
inclusion pour ce type de ques-
tion. Il faut au moins en étre
conscient et le rédiger dans ce
sens.

— & Meéthode !

€Il faut exhiber une issue pour jus-

tifier que l'événement [Y = j] nest
pas vide. Et pour exhiber une is-
sue, on explicite le déroulement
de lexpérience depuis le début !

v Rigueur !

Pour que cette phrase ait bien du
sens, il faut que i —1 > 1, donc

que ( > 2 : cas dans lequel nous
nous sommes bien placés et ca en
est méme la raison.

Petite remarque

Avec la convention m =0
kea

on pourrait regrouper les deux

cas.
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e Sii>?2
D'apres la question précédente, on a alors :

i—1
P(Y=1i)=P Xe 0] Nn[Xi=0
([ D D[ ! % ] [ ]) J indépendance mutuelle des variables aléatoires X, Xz,
i—1
— ([P(x £ 0) | (x =0)
k=1
i—1
= (|_|(1 (X = 0]) | (X = 0)) ) aston
P question 1.
i—1
(i)
L k41 i+1
B |i| k 1
1 k+1 (+1 J télescopage
1
i+
Les deux cas peuvent se regrouper...
Conclusion : Vi € N*, P([Y = i) = 1
i(i+1)
+00
2.d. Vérifier par le calcul que lon a: Z]P ([Y=1) =
i=1
Soit Ne N Ona:
N N 1
P([Y =1i) =
g (v=1) ; i(i+1)
-
- L i+1 J linéarité de la somme
N N
1 1
B 1 ! ; i+1 J télescopage
B 1
N+
Or: :
+00
Conclusion : la série ZIP([Y = i) est convergente et ZIP([Y =) =1
i1 =1
2.e. Déterminer alors P([Y = 0]) et interpréter le résultat.

On sait que Y(Q) =

+0o0

N, donc la série ZIP([Y =

la question précédente, ZIP([Y

i=1

i=0

= z]) = 1. Par conséquent :

P([Y =0]) =0

i]) est convergente et ) P([Y

= i]) = 1. Mais, d'aprés
=0

Conclusion : P([Y

0]) = 0. Le mobile reviendra presque-slirement au moins une fois a lorigine.

2.f. Démontrer que la variable aléatoire Y n'admet pas d'espérance.

e On sait que :
Y admet une espérance

si, et seulement si,

si, et seulement si,

ie€Y(Q)

la série > lIP

i=0

la série Z !1]?

= i ‘ est convergente

1' est convergente, car Vi &

N, iP([Y=1i) >0

Xi

— Petite remarque

Il n'est pas nécessaire de men-
tionner la convergence de la série
Z]P([Y = {]), pour deux rai-
i>1

Sons :

e ce n'est pas demandé,

e elle est une conséquence di-
recte du fait que Y(Q) = N et
de la convergence de la série

Y P(y=i)

>0

TRAVAIL ESTIVAL - Page 82/85



e Soit N € N, suffisamment proche de +00. On a :

N
)_iP
i=0

P/Il\ﬂ/

J changement d'indice k = i + 1

/A
Il

=

— Petite remarque

L'argument ‘la série Z % est

. 1 : ) )
Or, la série > — est une troncature d'une série de Riemann divergente car d'exposant 1. k22
une troncature de la série harmo-
k=2 nique, qui est divergente’ convient
Par conséquent, la série g iP([Y = i]) est divergente. parfaitement également.

=0

Conclusion : la variable aléatoire Y n'admet pas d'espérance.

. On note Z l'instant auquel le mobile se trouve pour la deuxiéme fois a lorigine (sans compter son positionnement
initial), et on attribue a Z la valeur O si le mobile revient au plus une fois a lorigine. On admet que Z est une
variable aléatoire, définie, elle aussi, sur (Q, A, IP) et que ]P([Z = 0]) =0.
3.a. Sans justifier, donner Z(Q).
=N\ {1}.
3.b. Soient (i, j) € N* x [2;+oo[ tel que i > j. Déterminer la probabilité Pjy_;([Z = j]).
Le second retour a l'origine doit avoir lieu a un instant strictement supérieur a celut du premier...

Conclusion : pour tout (i, j) € N* x [2; +oc[ tel que i > j, Py_y([Z = j]) = 0.

[+ 1
3.c. Soient (i, j) € N* x [2; +oo[ tel que i < j— 1. Etablir : Pjy_y([Z = j]) = j(l/i 0
Supposons 'évenement [V = (] réalisé. Autrement dit, le premier retour a lorigine a lieu a l'instant i.
e Sij=i+1:

Sous cette condition ([Y = ] réalisé) : l'évenement [Z = j] est réalisé si, et seulement si, le mobile
reste a lorigine a l'instant i + 1. Par conséquent :

Pyy_y([Z = j]) = P([Xus1 = 0])

) J question 1.

P (X,
L
+1

—.

v Rigueur !

e Sij>i+2: o
. RIS . T . ) Pour que cette phrase ait bien du
Sous cette condition ([Y = ] réalisé) : [Z = j] est réalisé si, et seulement si, le mobile se place en | gens, il faut que j—1 3 i+1, donc
dehors de lorigine des instants i + 1 a j — 1 puis revient pour la seconde fois a lorigine a Uinstant j. 4 que j > i +2: cas dans lequel
Par conséquent . nous nous sommes bien placés et
' Ga en est méme la raison.

—1

Pyy(z=j) =P

indépendance mutuelle des variables aléatoires X1, ...,X/

télescopage

— P X =
k=i+1 ) question 1.
1
1
1— o

Les deux cas se regroupent...

Conclusion : pour tout (i, j) € N* x [2; +oo[ tel que i < j—1, Py_y([Z = j]) =
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3.d. Ecrire, pour tout entier naturel j supérieur ou égal & 2, la probabilité IP([Z = j]) comme une somme finie.
Soit j € [2;+o0of. D'apreés la formule des probabilités totales, avec ([Y = [])ch comme systeme complet

d'évenements, la série Z P([Y = {N[Z = j]) est convergente et : mRéflexe !
i>0 On connatt la loi de Y et les
valeurs de Pjy_([Z = j]).. On
pense donc a utiliser la FPT pour

P(Z=j)) = fp([v =in[Z =) caleuler P([Z = j)).

relation de Chasles

j—1

=P(y=0n[Z=0)+)> P(Y=in[Z ZIP[Y—[ =)

i=1

:ZIP([Y:i]m[Z:/])+ZP([Y:i]ﬂ[Z:/])

j—1 +00

=Y P(Y =i)Pyy(Z=4)) + Y _P(Y = i)Pyy(Z = j])

Py questions 2.b., 3.a. et 3.b.

N N N N

j—1
Conclusion : pour tout j € [2; +oo[, P([Z =j]) = Z

= uu
3.e. La variable aléatoire Z admet-elle une espérance?
e On sait que :
Z admet une espérance  si, et seulement si, la série Z }/IP /])‘ est convergente
J€Z(Q)
si, et seulement si, la série Z /IP([Z = /]) est convergente, car Vj €
JEN\{T}

N\ {1}, jP([Z=]) =0
e Soit N € N, suffisamment proche de +o00. On a :

N N
> JP(Z=j)=) jP(Z=]) B
j=0,j41 =2 J question précédente
N j—1 1
N /,sz ; U(/ + 1) J linéarité de la somme
AR R
Tl
j=2 =1
Or :
j—1
v pour tout j € [2; 400, Z (car le premier terme de la somme vaut 1 et les autres sont
i=1
positifs), d'ou :
j-1 1
Vj € [[2; +oof, - >0
[

i=1

la série E

/>Z

est (a décalage d'indice pres) une troncature de la série harmonique. Par

1
conséquent, la série E T
jz2 -

est divergente.

Ainsi, par crit‘ere de comparaison (par inégalités) sur les séries a termes généraux positifs, la série
E > — est divergente.
S

Par consequent, la série Z /IP([Z = /]) est divergente.
JEN{T}

Conclusion : la variable aléatoire Z n'admet pas d'espérance.

4. 4.a. Recopier et compléter le programme suivant de sorte que l'exécution de simulYZ() renvoie une réalisation
de Y et Z

TRAVAIL ESTIVAL - Page 84/85



~

N

ES

import numpy.random as rd
def simulYZ ():
n=1

return Y,Z

Voict :

import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

def simulYZ ():

n=1

while rd.randint(0,n+1)!=0:
n=n+1

Y=n

n=n+1

while rd.randint(0,n+1)!=0:
n=n+1

/=n

return Y,Z

. En utilisant la fonction de la question précédente, écrire un programme Python dont U'exécution permettrait

d'obtenir Uhistogramme des fréquences sur 10000 réalisations de la variable aléatoire Y. Proposition :

import matplotlib.pyplot as plt

Labs=[—05+k for k in range(0,20)]
LY=[simulYZ ()[0] for k in range(10000)]
plt.hist(LY,Labs,density=True, edgecolor="k")
plt.show ()

= Rappel...

En Python, les éléments des
listes sont indexés a partir de 0.
Ici, pour extraire la valeur de Y
suite a l'exécution de simulYZ(),
il faut extraire le terme indexé

0 de la liste.. Autrement dit :
simulYZ () [0]
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