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RAND CLASSIQUE

FONCTION GENERATRICE

On prendra comme convention : 0° = 1.
(Q, A, IP) désigne un espace probabilisé, X et Y sont deux variables aléatoires définies sur cet espace.

| CAS DISCRET FINI

DEFINITION 1 FONCTION GENERATRICE

Soit n € N*. Supposons que X(Q) C [0; n].
La fonction génératrice des probabilités de X, notée Gy, est la fonction définie sur R par :

ZtIP[X—l

vVt €R, GX

PROPRIETES 1

Avec les notations précédentes :
P1# La fonction Gy est €°° sur R.

P2# Vt € R, Gy(t) = E(t)
P3#

Gx(1) =1 G =EX) ; GY1)=E(X(X 1))
P4# St X et Y sont indépendantes, alors : Gyyy = Gx x Gy.

at'(0)

P5# Pour tout k € N, P([X = k]) = o

*
DEMONSTRATION :

P1# On remarque que, pour tout t € R, Gx(t) est une expression polynomiale en ¢ (de degré au plus n).
La fonction Gy est une fonction polynomiale, elle est donc € sut R.

P2# Soit t € R. Puisque X(Q) est fini, d'aprés le théoréme de transfert, la variable aléatoire t¥ admet une espérance et :

E(t)= > P(X =x)

xeX(Q)

i tP(X =
i=0

J X(Q) € [0;n] et P([X = i]) = 0si i ¢ X(Q)

P3# e Déja:

c [0;n]

J X(Q)

e On a, pour tout t € R :

=)

Gx(t)

P(x =)

=0

=P(X=0])+ i tP(X =
i=1

J 0° =1
i)
Or, Gx est €*° sur R... Par linéarité de la dérivation, on obtient :

Ztt‘ 1IP (X =1)

Vi e R, Gi(t)

Par conséquent :

n

Y _iP(X=1])

i=1
=> iP(X=1)
i=0

— E(X)

Gy(1) =

c [0;n]

J X(Q)

Petite remarque

Puisque la somme est finie, la
fonction Gy est bien définie sur
R.

Petite remarque

Ainsi, d'apres la formule de
Koenig-Huygens :
Gy (1) + Gy (1) —

VI(X) = (GL ()’

Important !

La fonction génératrice caractérise
donc la loi.

Petite remarque
On pouvait ausst procéder ainsi :

Gx(1) =E(1*) =E(1) =1

X Attention !
On pense a isoler le terme
constant avant de dériver... Si-
non, on arrive a écrire des choses
confuses.
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X Attention !

e On sait déja que Gy est €°° sur R.. Par linéarité de la dérivation, on obtient, en dérivant Gy précédemment obtenue : Chlty = P(X = 1)) +
n 0
VR GUO =3 ili— )X = ) > (B = ). das tespres-
i=2
i=2

ston de la dérivée seconde...

Par conséquent :

Gy =S ii—MP(IX = 1))

s |
N

i(i—=NP(X =1)
=0
=E(X(X—1)

P4# Supposons que X et Y sont indépendantes. Montrons : Vt € R, Gxyy(t) = Gx(t) x Gy(t).

Soit t € R. Puisque X et Y sont indépendantes, d'aprés le lemme des coalitions, les variables aléatoires X et t” sont également

indépendantes. Ainsi : E(tX x tY) = E(tX) x E(tY). Autrement dit :

Gy () = Gx(1) x Gy (1)

Conclusion : X et Y sont indépendantes, alors Gx.y = Gx x Gy.

P5# e Remarquons déja que :
* puisque X(Q) C [0; n], on a : pour tout k € [n + 1; +oo, P([X = k]) = 0;

J théoreme de transfert, car X(Q) C [0; n]

% puisque Gy est polynomiale de degré au plus n, on a : pour tout k € [n + 1;+o0[, Vt €R, G(Xk)(t) =0.
En particulier : Yk € [n + 1; +o0[, GX'(0) =0
Par conséquent : :
Yk € [n + 1; +o00[, P(IX = k]) = Gi(0)

N ; Important !
e Montrons : Yk € [0;n], YVt € R, Cg(k)(t) = Z i L/()I ti’k]P([X = i]). Procédons par récurrence finie.. { b (i )o(i—k +1)
— (i—k)! (—&)

* Initialisation. Pour k =0 :
G{(0) = Gx(0)

=) 0P(X =1
i=0
n X Attention !
=P(X=0])+) 0P(X=i) JHz10-0 (00:1

i=1

=P(Xx =0])
L'initialisation est ainsi vérifiée.
n

« Hérédité. Soit k € [0;n — 1]. Supposons : ¥t € R, G'(t) =) [
i=k

n

i! )
Montrons : Vt € R, Cg<k+1)(t) = Z ([_Ii%_thH]P([X = i).
i=k+1 »

Par hypothese de récurrence, pour tout t € R :

alin=>" 7 _“k)l (R P (X = )

i=k : 200:1

= KIP([X = K]) + Z tRP (X = 1))

i=k+1

!
(i— k)

D'oti, Gx étant € sur R, en dérivant, on obtient par linéarité de la dérivation, pour tout t € R :

G = (6o

_ I A _
- Z i k71)!t P(X =) Pourquoi ?
4H_k)[:(i—k) (i —k—1)!

['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : Vk & [0;n], Vt € R, G{(1) = =T £FP (X = i)
i=k ‘
En particulier, pour tout k € [0; n] :
n i Pourquoi ?
Aoy=Y — 0 FP(X =i "
x (0 Z (i — k)! ([ ]) J 0% =1, et la somme est nulle si k = n St k = n, la somme Z [...] est
) < s
k! il indexée sur un ensemble vide, elle
= —P(X=k)+ _ 0 kP(X =1 ion.
0! ([ ]) Z (i— k) ([ ]) J Wisk+1 05 =0 est donc nulle par convention
i=k+1
= KIP([X = k])
k
Gy'o)

Conclusion : Yk € N, P([X = k]) =
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I CAS DISCRET INFINI

PROPRIETE 2

Supposons que X(Q)) C N.
Pour tout t € [—1;1], la série Z t'P([X = i]) est convergente.

i>0 ) )
Q Astuce du chef ! O
La série Zt’]P([X = {]) nest
* >0
DEMONSTRATION : Soit t € [—1;1]. 1 ;

pas a terme général positif quand
t < 0, on pense donc a étudier sa
0t <1 convergence absolue...

On a ainsi :

Puis, pour tout i € N, par croissance de la fonction x — x' sur R :
0< |t <1

Et ainsi, une probabilité étant un réel positif :

VvieN, 0< [tf|fP(X =) <P(X=i)
Autrement dit : )

VieN, 0 [tP(X =) <P(X=1)
Or X(Q) € N, donc la série Z]P([X = l]) est convergente (de somme égale a 1).

i=0
Ainsi, d'apres le critere de comparaison sur les séries a terme général positif, la série Z |ti]P([X = L]H est convergente.
>0

Conclusion : pour tout t € [—1;1], la série Z tiIP([X = t]) est absolument convergente, donc convergente.

=0 N
DEFINITION 2 FONCTION GENERATRICE

Supposons que X(Q) C N.
La fonction génératrice des probabilités de X, notée Gy, est la fonction définie sur [—1;1] par :

5 Pour info...

+00

Yt € [—1; 1], Gx(t) = Z tiIP([X = l]) Il se peut que Gy soit définie
0 < sur un intervalle plus grand que
. [1;1], méme si X(Q) = N.

On admet ensuite que les propriétés vues dans le cas discret se généralisent. Pour démontrer ces propriétés, il faudrait
+o0

que L'on soit capables de dériver sous le signe Z ce qui n'est pas le cas en ECC...
i=0

PROPRIETES 3

Avec les notations précédentes :
P1# La fonction Gy est € sur R
P2# VYt € R, Gy(t) = E(tY)
P3#
Gy(1)=1; G =EX) ; G1)=E(X(X-1))

P4# St X et Y sont indépendantes, alors : Gyyy = Gx x Gy.

C(k)(O) Important !
P5#% Pour tout k € N, IP([X = k]) = );<| {Ta fonction génératrice caractérise
’ donc la loi..
QUELQUES CAS PARTICULIERS...
e Soit X — Z(p). Dans ce cas : X(Q) = {0;1} et, pour tout t € R :
Gx(t) = P (X =0]) + t'P([X = 1))
=1—p+tp
e Soit X — Z(n; p). Dans ce cas : X(Q) = [0; n] et, pour tout t € R : Petite remarque

On peut retrouver celle-ci en
no utilisant le fait qu'une VA suivant
Gx(t) = Z tIIP([X = L]) une ZB(n; p) est une somme de VA
0 indépendantes suivant une Z(p)
- et en utilisant P4.

— Z ti (Iz)pl(»] _p)nfi
i=0

I
—_—
-3
_——
<
=
=
|
=
El
1

J formule du bindme de Newton
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e Soit X — ¥(p). Dans ce cas : X(Q) = N* et, pour tout t € [—1;1]

Gx(t)=) t(1—p)
1

3

+
3

_ tk+1(f| _

i*WP

J changement d'indice ki —1

p)p

J linéarité de la somme

e Soit X — Z(A). Dans ce cas : X(Q) = N et, pour tout t € [—1;1] :

e Soient X — Z(A) et Y — Z(u). Montrons que si X et Y sont indépendantes, alors X + Y «— Z2(A + p).

Gix(t) = i
=0 ’

+00 [
Ale

J linéarité de la somme

+00
i (A
—eL

— el

— M=)

Supposons que X et Y sont indépendantes. D'apres P4, on a alors :

Gxyy = GxGy

Or X — Z(A) et Y — P(u), dong, pour tout t € R :

Ainsi :

On reconnalt la fonction génératrice d'une variable aléatoire suivant la lot Z(A + p).
Puisque la fonction génératrice caractérise la loi, on en déduit que X + Y — (A + ).

Gx(t) = Gy(t)

— A=) =)

— QlHm(=1)

Vt € R, Gyiy(t) = et

Petite remarque

Valable sur ] _—1; 1 [
T—p' 1—=p
car il faut et il suffit que (1 —
p)t €] — 1,1 pour assurer la
CVide Y ((1—p)t)* (série
k>0
4 géométrique)..

Petite remarque
Valable sur R, car pour tout
rery W

' il
>0
4 exponentielle convergente.

est une série
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