s HEC/ESSEC 2024

Dans tout le sujet on considére un espace probabilisé (Q), A, IP), toutes les variables aléatoires qui interviennent dans
la suite sont définies sur cet espace.

Soit n un entier supérieur ou égal a 3 et p un réel appartenant a |0, 1[.
Pour générer des graphes non orientés de maniére aléatoire, on se donne :
e S=1[0,n—1] les sommets du graphe;

e pour toute paire de sommets {u, v} avec u < v, T,, une variable de Bernoulli de parametre p.
Les variables T,,, pour {u, v} décrivant les paires de sommets avec u < v, sont supposées indépendantes ;

e les arétes d'un graphe G ainsi généré sont les paires {u, v} telles que T,, =Tsiu<vouT,,=1siv<u.

Dans tout le probleme, par convention, une somme portant sur un ensemble d'indices vide vaut 0, un produit vaut 1, une
intersection vaut Q, une réunion vaut &.

PARTIE 1 - NOMBRE ALEATOIRE DE TRIANGLES

On note T lensemble des parties {u, v, w} a trois éléments de l'ensemble des sommets, r le nombre de ses éléments et
on pose
T={t, ..t}

Etant donné t = {u, v, w}, un élément de T, on dit que t est un triangle dans un graphe G généré aléatoirement si
{u,v}, {v,w} et {w, u} sont des arétes de G.

Pour tout k € [1, r]], on note Y; la variable aléatoire de Bernoulli associée a 'événement « t, est un triangle de G » et
Z, la variable aléatoire égale au nombre de triangle de G.

Par exemple si n =5 et le graphe de G est représenté ainsi,

alors Z5 = 3.

1. Quelle est la valeur de r en fonction de n?

]

r est le nombre de parties a 3 éléments de S, qui est de cardinal n.

Conclusion : r = (n).

2. 2.a. Soit k € [1,r]. Posons t, = {u, v, w} avec u < v < w. Montrer que Yx = T,, Ty Tuw-
Soit w € Q. Distinguons deux cas :

e StwelYe=1]:
Dans ce cas :
* Yi(lw) =1,
x t est un triangle de G, donc les arétes {u, v}, {u, w} et {v, w} existent.
Ainst : T, (w) =1, Tyw(w)="1et T, ,(w) =1
Dol :
Vi(w) = To(w) Ty, (w) Ty w(w)
e Stwé [V =1]:
Dans ce cas :
* puisque Yi(Q) = {0;1}, on a alors Yi(w) =0,
* t; n'est pas un triangle de G, donc au moins une des arétes {u, v}, {u, w} et {v, w} n'existe pas.
Ainst: T, (w)=0 ou T,,(w)=0 ou T, ,(w)=0.
Par conséquent :

sz ((U)T\ W (W)Tuwk ((,U) =0

— Q L’avis du chef | O —

<Un sujet intéressant méme si les
notations sont parfois lourdes...
Une longueur correcte, mais la
difficulté de certaines questions
est parfois un peu démesurée.
Sur la forme, des parties as-

sez déséquilibrées... La partie 4
contient bon nombre de questions
abordables a traiter !

= Pour info...

4 Répartition des points de ba-
reme :

e partie 1:23%

® partie 2 : 8%

e partie 3: 19%

e partie 4 : 50%

Le 20/20 était a 49% des points

de baréme.

— & Méthode !

i s'agit d'établir une égalité de
variables aléatoires, qui sont des
applications de Q dans R.

On met donc en place la méme
méthode que pour établir 'égalité
de deux fonctions !

Montrons donc :

Ywe Q, Yi(w) = Ty (w)Tyw(w) Ty
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D'ou :

Dans tous les cas, on a

Yk(w) -

Vi(w) =

TLI‘\' (UJ) T\/,W (UJ) 7VU‘V\' (UJ)

Tup(w) Ty (W) Ty w(w)

Conclusion :

Yk - Tu,r Tv,w Tu,w-

2.b. En déduire que, pour tout k € [1,r], Y; suit la loi de Bernoulli de paramétre p’.

Soit k € [[1;r]. On sait que Yi suit une lot de Bernoulli, elle suit donc la lot de Bernoulli de parameétre

]P([Yk = 1}) Or, d'aprés la question précédente :

IP([YA - ”) - IP([TL/» Txgw Tu‘w - ”)

- IP([TM - ”n[Tu,w - ” m[Tv,w - ”)
=P (7o, = )P([Tuw = NP([Tow =

J Tuv, Tuw et T, sont a valeurs dans {0; 1}
J indépendance de T,,, Tyw et T,

1)

Conclusion : pour tout k € [1,r], Vi suit la loi de Bernoulli de paramétre p’.

2.c. Justifier que Z, = Y_ Y. En déduire que E(Z,) = (”
k=1

e Les r triangles possibles de G sont ty, t5, ..., t,.
Or, pour tout k € [1;r], Yx prend la valeur 1 si t, est un triangle et O sinon.
r

|

Par conséquent, Z Y, compte le nombre de triangles de G; c'est également ce que fait Z,.

k=1

Conclusion : 7, = Z Y.

k=1

e lavariable aléatoire Z, est une somme de variables aléatoires finies qui admettent donc une espérance,

elle admet ainsi également une espérance et, d'apreés ce qui précede :

E(

Z)=E Z Y
k=1

=) EM)
k=1

- Zpi
k=1

J linéarité de l'espérance

J Vk e [1;r], Y — %([)3)

J question 1

Conclusion :

E(Z))

I
—
w
- =

=

W

» On s'intéresse a la variance de Z,.

Si i et j appartiennent a [1, r] et sont différents, on note i = j lorsque t; et t; ont exactement deux éléments en

commun et i # j dans le cas contraire.

On note £ l'ensemble des couples (i, j) tels que i = j, et F l'ensemble des couples (i, j) tels que i # j et i & j.

On désigne par a, le nombre d'éléments de £.

3. 3.a. Montrer que :

La variable aléatoire Z, est une somme de variables aléatoires finies qui admettent donc une variance, elle

V(Z,) = Cov Z Y., Z Y,
i=1 j=1

admet ainsi également une variance et :

V(Z,) = Cov(Z,, Z,)

= Cov :Ki Y
i= j=1

= ) Cony)

(iL)er]?

J question 2.c

J linéarité a gauche de la covariance

o

o

— Petite remarque

On peut aussi dire que Z, est
une variable aléatoire finie (car
Z,(Q) C [0; r] ou car cest une
somme de VA finies) et admet
ainsi une espérance.

— % Subtil...sk ———

La linéarité de l'espérance néces-
site que chaque espérance en jeu
existe, ce qui est le cas ici, nous
l'avons mentionné. St nous disons
simplement que Z, admet une
espérance car elle est finie, il faut
mentionner, dans la linéarité de
l'espérance, que chaque espérance
existe.

En effet, en considérant plus gé-
néralement X une variable aléa-
toire qui n‘admet pas d'espérance
et en posant Z = X — X, Z est fi-
nie et admet une espérance; mais
E(X) n'existe pas, donc impossible
d'appliquer la linéarité de l'espé-
rance.
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= iCov Y, i Y/
i=1 j=1
-3y cor(n)

=1 j=1

> Cov(Y;, V)

(1‘/)6[1,@]7

J linéarité a droite de la covariance

Conclusion : V(Z,) = ) Cov(¥, V)
1/)5[[1,@]2

3.b. Montrer que si (i, j) € F, Y; et ¥; sont indépendantes. En déduire que :

=iV( + 3 Cov(Y,, V)
i=1

(i.j)e€

e Soit (i, j) € [1; r]%. Supposons que (i, j) € F.
Dans cecas i # jeti=j Ainsi t; et t; sont deux éléments distincts de 7 avec 0 ou 1 sommet de G
en commun. Distinguons deux cas :

* st t; et t n‘ont aucun sommet en commun :
Posons alors t; = {u,v,w} et t; = {uv/,v,w'} avec u < v < wetu < Vv < w. Dapres la
question 2.a, on a ainsi :

Yz - Tu,v Tu,w Tv‘w ’ Y/ - Tu’,v’ TL/’,W’ Tv’,w’

Puisque t; et t; nont aucun sommet commun, on a f; N t; = & et ainsi, les variables aléatoires
Tuv, Tuw, Tuw, Tww, Tww et Ty, sontdeux a deux distinctes; et donc indépendantes (énoncé).
D'aprés le lemme des coalitions, les variables aléatoires T, , Ty Ty et Ty Ty T sont donc
également indépendantes.

Conclusion : Y; et Y; sont indépendantes.

* st t; et t; ont exactement un sommet en commun :

Posons alors t; = {u,v,w} et t; = {u,v,w'} avec u < v < wetu < Vv < w. Dapres la
question 2.a, on a ainsi :

Yi - Tu,v Tu,w Tv,w ' Y/ - Tu,v’ Tu,w’ T\/’,w’

Puisque ; et t; n'ont qu'un seul sommet commun, on a v # v/, w’ et w #+ v/, w’; et ainsi, les
variables aléatoires T,., Tuw, Tow, Tuv, Tuw et T, sont deux a deux distinctes; et donc
indépendantes (énoncé).

D'apres le lemme des coalitions, les variables aléatoires T, , T, w Ty et Ty Tyw T sont doc
également indépendantes.

Conclusion : Y; et Y; sont indépendantes.

Dans les deux cas, ¥; et ¥} sont indépendantes.

Conclusion : si (i, j) € F, Y; et ¥} sont indépendantes.

e En reprenant avec le résultat de la question précédente :

ViZ)= ) CovY,Y)

En gros...

Les éléments de T sont des en-
sembles a trois points distincts de
G qui peuvent étre ou non reliés
entre eux.

v Rigueur !

On préfere écrire v ¢ {V/, w'}
plutét que v + v/, w/, mais je
trouve cette derniére écriture plus
‘pédagogique’.

[ /1% = {(i, i), i € [1;r]} UEUF, cette union étant une

(i)enn?
. union d'ensembles deux a deux disjoints
=Y Cov(Yi, Y+ > Cov(Y, V) + Y  Cov(¥, V)
1 (i))e€ (L)eF d'apres ce qui préceéde, si (i, j) € F, alors Y; et Y; sont
. indépendantes, donc Cov(Y;, Y]) =0.
=3 V(¥)+ Y Cou¥.,Y)
i=1 (i./)e€
B
Conclusion : V(Z,) = Z Z Cov(Y;, Y)).
i=1 (i.)e€

3.c. En conclure que :

VIZ) = rp’ (0 =p’)+ | Y E(MY) | —anp°
(ij)e€

En reprenant avec la question précédente :

Z):iV( + ) Cov(V,, V)
i=1

(L)€ ) formule de Koenig-Huygens
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liinéarité de la somme

pour tout i € [1;r], Vi — B(p*), donc
E(Y) = p’ et V(i) = p’(1 = p)

Card(€) = a,

NN N

=mp’(1=p’) + E(VY) | — anp®

Conclusion : V(Z,) = rp*(1 — p°) + Z E(V,Y) | —anp®

» Onnote A, = Y E(VY)).
(i)
4. Montrer que si i = j, alors E(Y}Y)) = p° et en déduire que A, = a,p°.
— A retenir...

Profitons de cette question pour
rappeler quelques petites choses

En conclure que : V(Z,) = (g) (p* = p°) + a,(p® — p°).

e Soit (L)) € [[1, /’ﬂ : Supposons L=J qu'il est bon de connattre sur les
Dans ce cas, les ensembles t; et t; ont exactement deux sommets de G en commun. Notons alors f; = | Bernoulli..
{uv,v,whetti={u,v,w} aecu<v<w u<v<w etws#w. ;lsrls);zsuit;”e lot de Bernoull,
Ainsi, d'apres la question 2.a : ® Si X et Y suivent des lois de

Bernoulli, alors XY suit une
Yr = Tu,\/ Tu,w Txr,w ) Y/ - Tu‘v Tuw’ Tv,w/ loi de Bernoulli de paramétre

P(X =1]n[Y =1]).

Puisque Y; et Y; suivent des lois de Bernoulli, la variable aléatoire Y;Y; également et donc son espérance | e Si X — ZB(p), alors (1 — X) —

est égale a son parameétre, lui-méme égal a P([V; = 1]N[Y; = 1]). {20 -p)
Or:
IP([YI - ” N [Y/ - 1]) - ]P([P/‘Vﬁ/‘w v,w ]m [TU v Tu M’Tx w = ])
T = {0;1
:IP([TL/J/:HQ[K/,W :1]m[7—v,u _/I]Q[TU\:’I]Q[ u‘w’:”m“—\uw’_”) J { }
- IP([TLH - 1]m [Tu,w - ” ﬂ[Tx w = ” m[Tu,w’ - ” m[Tv,u" - 1])
u<v<wu<v<wetw#w,
- IP([TU‘ ”)IP([TU w = ”)IP([T\ w = ”)IP([T“ w =1 )IP([TL w = ”) J donc les variables aléatoires 7 en
_ pﬁ jeu sont indépendantes

Conclusion : st i = j, alors E(V;Y)) = p”.

AUTRES METHODES...

Donnons deux autres fagons de procéder, les trois méthodes étant intéressantes, a comprendre et a savoir
faire! Le début reste identique en introduisant les notations et la décomposition de Y; et Y; avec les variables
aléatoires 7 .

1# Ona:
E(Tu vTuw vauvTu w Tyw/ )
=E(TZ,T, Ty
( Ty “ w7 Tow u v ) J Ty,v suit une loi de Bernoulli, donc Tf]v = Jgpe
=E(TuvTuwTvWTuw’va’) << <v<w et + / donc les
u<v<w,u<v<w w# w,

= E(Tuy,v)E(Tu,w)E(Ty, w)E(Tu,w’)E(Tv,W') J variables aléatoires T en jeu sont

_ indépendantes

= P
Conclusion : si i = j, alors E(Y;Y))
27 Par théoreme de transfert :

EiY) = > keP(Yi=Kn[Y; =)

(k)Y@ % Y;(0) J V@)=Y = o)

=P(vi=1]n[y; =1)
Or:
P(Yi=1nlY; =1]) = il
I _ p5 J détails ci-dessus

Conclusion : si i = j, alors E(Y;Y)) = p5

e On a ainsi :

_ 5
u%p J Card(€) = a,
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w

5
= dapp

e En reprenant avec la question précédente :

) EMY)

(i.)e€

V(Z,) = rp’(1 = p) + —a,p’

J point précédent
J question 1

=rp’(1=p’) + a,p’ — anp’

n 3 5 )
- (3)(P)*P())+017(P -7

Conclusion : V(Z,) = (I;) (p® — p°) + a,(p® — p°).

5. Calcul de a,,.

5.a. Déterminer le nombre de triplets ({u v} w, g) ol (u, v, w, y) sont quatre éléments distincts de l'ensemble
[0,n—1].

Chotsir un tel triplet c'est choisir successivement :

2
e un élément de [0;n — 1] différents des deux précédemment choisis :

n
e une partie a 2 éléments de [0;n — 1] : ( ) choix possibles,

n — 2 choix possibles,
e un élément de [[0; n — 1] différents des trois précédemment choisis : n — 3 choix possibles.

Ily a donc (g) (n — 2)(n — 3) tels triplets possibles.

Conclusion : le nombre de triplets ({1/, viw, g) ol (u,v,w,y) sont quatre éléments distincts de
n(n—1)(n—2)(n —3)

lensemble [0, n — 1] est égal a > .

n(n—"1)(n—2)(n—3)

. 2 . y;' 7 . 2
On sait que a, est le nombre de paires d'éléments de T différents ayant exactement deux sommets en
commun.

5.b. En déduire que a, =

Or, choisir deux éléments de 7 différents ayant exactement deux sommets en commun, c'est :

e choisir ces deux sommets en commun, donc choisir une partie {u, v}, avec u,v € [0;n — 1],
e choisir deux autres sommets différents et différents des deux premiers, un pour chaque élément de 7.

Par conséquent : a, est égal au nombre de triplets évoqués en question précédente.

nn—"1)(n—2)(n—3)
5 .

Conclusion : a, =

PARTIE 2 - NOMBRE ALEATOIRE DE TRIANGLES

On se donne un graphe G généré par le procédé décrit dans le préambule.

On définit la fonction supprimeDer (L) qui, si L est la liste des listes d'adjacence du graphe G dont les sommets
sont 0,1, ...,n — 1 modifie L afin qu'elle devienne la liste des listes d'adjacence du graphe G’, dont les sommets sont
0,1,...,n — 2, obtenu en supprimant dans G le sommet n — 1 et les arétes contenant ce sommet.

Petite remarque

Pas st simple de rédiger cette
question sans tomber dans des
banalités. Qu'attendaient les
correcteurs ?!

def supprimeDer(L):

s = len(L)—1
L.pop() # supprime le dernier élément de la Lliste L
for a in L:
if s in a:
a.remove(s) # supprime s dans la Lliste a

6. Compléter la fonction suivante pour qu'elle retourne le nombre de triangles dont un des sommets est le sommet
s dans le graphe G dont la liste des listes d'adjacence est L :

1|def triangles2s(s,L):

2 cpt =0

3 adj = L[s]

4 for i in range(len(adj)):

5 for j in range (... ,len(adj)):
6 if in L[...]:

7 cpt +=1

8 return cpt
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Voici :

def triangles2s(s,L):
cpt =0
adj L[s] #adj=liste d'adj de s
for © in range(len(adj)):
for j in range(i+1,len(adj)):
if adj[i] in Lladj[j]]:
cpt +=1

return cpt

DEUX AUTRES PROPOSITIONS, UN PEU DIFFERENTES

Voici deux autres programmes, tres proches, qui fonctionnent également et testés sur le graphe initial.

au pire, il suffit de les ordonner...) :

17 St les sommets dans les listes d'adjacences sont rangés par ordre croissants (ce qui n'‘est pas une contrainte forte,

S=range (0,5)
L=[[2.4].[2.3.,4].,[0,1,4],[1.,4].,[0,1,2,3]]

1
2
3
4|def triangles2s(s,L):
5 cpt=0

6 adj=L[s]

7 for x in adj:

8 for y in adj:
9 if y>x and y in L[x]:
10 cpt+=1
1 return cpt

2# St on parcourt a chaque fois tous les sommets et on divise alors le compteur par 2 :

S=range (0,5)
L=[[2.4].[2.3.4].[0,1,4],[1.4].[0,1,2,3]]

def triangles2s(s,L):

1 return cpt/2

. Ecrire une fonction nbTriangles (L), utilisant les deux fonctions précédentes, qui retourne le nombre de triangles

du graphe G dont la liste des listes d'adjacence est représentée par L.
Voict :

def nbTriangles (L):

cpt=0

n=len (L) #nb de sommets du graphe

for i in range(n):
s=n—1—i #supprimeDer supprime le dernier sommet, pas le premier
cpt+=triangles2s (s, L)
supprimeDer (L)

return cpt

. On suppose que la fonction graphe(n,p) généere un graphe aléatoire suivant les hypotheses décrites dans le

préambule. Expliquer ce que retourne la fonction suivante :

def fonctionMystere(n):
cpt =0
for i in range(1000):
L = graphe(n,1/n)
if nbTriangles (L) ==
cpt += 1
return cpt/1000

La fonction ci-dessus simule la création de 1000 graphes aléatoires a n sommets, avec une probabilité de création

1
de chaque aréte égale a —.
- n

— Petite remarque

Pas si simple... Il ne faut pas
s'embrouiller, puisque i et j par-
courent les rangs des sommets
dans les listes d'adjacence, et pas
les sommets |

On pourrait faire autrement, en
parcourant les sommets plutt que
leurs rangs a condition que :

® soit les sommets dans les listes
d’adjacences sont rangés par
ordre croissant,

® soit on parcourt a chaque fois
tous les sommets et on divise
alors le compteur par 2 (car on
aura compté 2 fois chaque tri-

4 angle).

= Pour info...
< La commande L.sort () renvoie
la liste L ordonnée dans l'ordre
croissant...
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Elle renvoie ensuite la fréquence, sur ces 1000 graphes, du nombre de graphes ne contenant aucun triangle.
Par conséquence de la loi faible des grands nombres, la fonction fonctionMystere renvoie une valeur approchée
de la probabilité qu'un tel graphe aléatoire ne contienne aucun triangle.

Conclusion : la fonction fonctionMystere renvoie une valeur approchée de P([Z,, = O]) lorsque p = —.
n

PRrEcisioNs sur LA LFGN...

Rappelons 'énoncé de la loi faible des grands nombres.

N
Soit (Xi)ken+ une suite de variables aléatoires sur (Q, A, P). Pour tout n € N, on note X, = — g Xk
n
k=1

St (Xk)ken= est une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant toutes la méme espérance m
et la méme variance ¢° (c'est le cas si elles ont toutes la méme loi) alors :
Ve >0, lim P([X,—m|>¢])=0
n—+o00

Conséquence : pour n suffisamment grand, on peut considérer qu'une réalisation de X;, fournit une valeur
approchée de m.

Appliquée dans le cas ot les X suivent des lois de Bernoulli de paramétre p, on a m = p et X, est le quotient du
nombre de succés sur le nombre de répétitions : X, est donc la fréquence de succés sur n répétitions.

Puisque la loi faible des grands nombres affirme que, lorsque n est grand, les réalisations de X, sont proches de m,
dans ce cas, elle permet d'affirmer que lorsque n est grand la fréquence d'apparition du succes est proche de p, qui

est la probabilité du succes.

PARTIE 3 - INEGALITE DE HARRIS

k désigne un entier naturel non nul.

e Soit f une fonction définie sur une partie D de R* & valeurs dans R. En gros...
Si k > 2, on dit que f est k-croissante sur D si, pour tout (xi,...,x) élément de D et i € [1,k], t — | est k=croissante sur D lorsque
f : ble de définiti toutes ses applications partielles
(X1, ..oy Xi—1, £, Xi1, ..., Xg) est croissante sur son ensemble de définition. sont croissantes sur leur ensemble
St k =1, une fonction 1-croissante sur D est simplement une fonction croissante sur D. de définition (qui est un sous-

ensemble de R).

e On définit de méme la notion de fonction k-décroissante.

e On considére Xj, ..., X, des variables aléatoires finies.
On admet le résultat suivant (théoréme de transfert d'ordre k) :

St f est une fonction définie sur X;(Q) x ... x Xi(Q) et Yy = (X1, ..., Xi) alors
E(Yk): Z f(X1,..4,X/<)]P([X1 :x1]ﬂ,.‘ﬂ[Xk:xk])

(X1 X )EXT (Q) % x X (Q)
On note (Hi) la propriété suivante :

St Xy, ..., Xk sont des variables aléatoires finies indépendantes, f et g deux fonctions définies sur X7(Q) x ... x X (Q)
et k-croissantes sur cet ensemble, et si l'on pose Yy = (X, ..., Xk) et Z = g(Xy, ..., Xi), alors :
E(YiZ) = E(Yi)E(Z) (inégalité de Harris)
9. Dans cette question, kK = 1, on pose X = X;j une variable aléatoire finie, f et g sont deux fonctions croissantes
sur X(Q).
9.a. Montrer que pour tout (x, y) € (X(Q))Z, (f(x) = f(v)) (9(x) — g(y)) > 0.
Soit (x, y) € (X(Q))‘). Distinguons deux cas :
e Six<y:
Comme f et g sont croissantes sur X(Q), on a alors :
flx) < fly) & glx) < gly)
Dol :
(fx) = () (gx) — gly)) =0

e Six>y:
Comme f et g sont croissantes sur X(Q), on a alors :

Dot :
(F) = () (9(x) — gly)) =0

Conclusion : pour tout (x, y) € (X(Q))‘), (f(x) — f(g)) (q(x) — g(g)) > 0.
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9.b.

Montrer que pour tout y € X(Q),
E(7(X)g(X)) + f(y)g(y) = g(y)E(F(X)) + f(y)E(g(X))
Soit y € X(Q).
D'aprés la question précédente :
¥x € X(Q), (f(x) = 1(y)) (g(x) — g(y)) >0
Autrement dit, en développant et ajustant :
Vx € X(w), 1(x)g(x) +H{y)g(y) = 1(x)g(y) + f(y)g(x)
Dol -
¥x € X(w), Fx)g(x)P (X = x]) + f(y)g(y)P (X = x]) = F(x)g(y)P([X = x]) + f(y)g(x)P([X = x])

Puis, en sommant pour x € X(Q), licite car X(Q) est fint et par linéarité de la somme :

Y XgP(X = X)) + fly)gly) Y P(X = y) > flx =x|)+1y) > gk

xeX(Q) xeX(Q) xeX(Q) xeX(Q)
Or: * Classique ! % ————
Le théoréme de transfert (pour
Z IP =1, une seule VA ou pour un couple
XEX(Q) de VA) est un résultat trés sou-
vent utilisé dans les sujets TOP3.
e par théoréme de transfert : Z F)P (X = x]) = E(f(X)) et gx)P (X = x]) = E(g(X)), Attention a sa version ‘a densité’
vEX(0) «EX(0) qui nécessite la continuité de la
- - fonction en jeu sur X(Q)...
]
e et par théoreme de transfert sur les couples : Z f(x)g(x)P([X = x]) = E(f(X)g(X)).
XEX(Q)

Doli le résultat.

Conclusion : pour tout y € X(Q), E(/(X)g(X)) + f(y)g(y) = g(y)E({(X)) + F(y)E(g(X)).

AUTRE METHODE...

Procédons différemment...
Soit y € X(Q).
Pour tout w € Q, d'apres la question précédente appliquée avec x = X(w), licite car X(w) € X(Q), on a :

(70X (w) = 119)) (9(X(w) - 919)) >0
Autrement dit, en développant et ajustant :
Vw e Q, f(X(w)g(X(w) + Fly)gly) = F(X(w)g(y) + f(y)g(X (w))

Nous avons ainsi établi l'inégalité de variables aléatoires suivante :
f(X)g(X) + f(y)gly) = F(X)g(y) + F(y)g(X)

Dot le résultat, par croissance de l'espérance et linéarité de l'espérance, licite car chaque variable aléatoire en

jeu est finie donc admet une espérance...
Conclusion : pour tout y € X(Q), E(f(X)g(X)) + f(y)gly) > g(y)E(f(X)) + f(y)E(g(X)),

En déduire que (H;) est vrate.
Pour démontrer (H,), démontrons, sous les hypothéses de la question 9 :

E(7(X)g(X)) = E(f(X))E(g(X))
D'aprés la question précédente -
Yy € X(Q), E(F(X)g(X)) + f(y)gly) = g()E(1(X)) + F{y)E(g(X))
Dot -
Yy € X(Q), E(f(X)g(X))P([Y = y])+{y)g ()P ([Y = y]) = g(y)E(F(X))P([Y = y])+/(v)E(g(X))P([Y = y])

Puis, en sommant pour y € X(Q), licite car X(Q) est fini et par linéarité de la somme :

) > Pl + > Wg)P(Y =yl) ZE(F(X) Y g)P(Y = yl)+E(g(X) > FW)P([Y = y])

YEX(Q) yEX(Q) yeEX(Q) yEX(Q)
D'ou, par les mémes arguments qu'en question précédente :
E(f(X)g(X)) + E(f(X)g(X)) > E(f(X))E(g(X)) + E(f(X))E(g(X))

Autrement dit :
ZE(f(X)g(X)) > ZE(f(X))E(g(X))
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Petite remarque

Conclusion : (H;) est vraie : st X est une variable aléatoire finie et que f et g sont deux fonctions On retrouvait presque la méme
question dans la question 6 de

croissantes sur X(€Q), alors E(f(X)Q(X)) > E(f(X))E(Q(X))- ESSEC 2020 E, disponible ici et

dont un corrigé est visible la.

10. On suppose que (Hy) est vraie pour un certain k et on considere Xj, ..., Xi;1 des variables aléatoires finies
indépendantes, f et g deux fonctions définies sur X7(Q) x ... x Xi11(Q) et (k + 1)-croissantes.
On pose Vi1 = (X1, ..., Xier) et Zer = g(Xa, oo Xer):

N — = Rappels...

10.a. A l'aide des théoremes de transfert d'ordre k + 1 et k, montrer que : De facon générale :
o lexistence de E(X) et E(Y)
E(VirrZic) = ) E(F(X0, - X X)g(Xa, - Xe, X)) P ([(Xegr = x)) ne suffit pas & lexistence de

E(XY) (prendre X = Y pour
s'en convaincre)

si E(X?) et E(Y?) existent, alors
Notation : dans toute la suite, nous noterons T} = Xi(Q) % ... X Xi(Q) et Dey1 = X1(Q) X ... X Xi11(Q). .E()L(Y)( exfste (d(émlnsxtlraﬁon 3

Puisque Y1 et Z, 4 sont fintes, E(Yy1Zi11) existe et : 4 connaitre).
E(Yir1Zks1) = E(f(XL o Xiepr)g(Xa, ---erM))
= E((fg)(Xi, ..., X))

= Z (fg)(Xq,...,Xk,”IP([X] :Xq]m...ﬂ[XkJF] :Xk_1])

XEXk41(Q)

J théoréme de transfert a l'ordre k + 1

J indépendance de Xi, ..., Xi11

= Z (fg)(Xw,,..,XkA1)IP([X1 = Xw} n...N [X/\ = X/\r]) X IP([XWA = Xkr+1])

= Z (fg)(XW,...,X;HA)IP([Xq :xw]ﬂﬂ[Xk :Xk]) IP([Xk+1 :Xk_1])
BV . théoreme de transfert a l'ordre k appliqué
X1 EXp1(Q) \ (g ED J
a la fonction
= c, Xk 1= Xy (X1, ..o, xk) — (fg)(x1, ..., Xk41) (fonction
¥ {Q)E((fg)(xh ”"X/UX}\M))IP([X/‘A XAM]) de k variables) ‘
X1 € Xk

Conclusion : E(Y, 17 11) = Z E(f(X1, o X x)g(Xa, ...,XA,,X))IP([qu = X])

XEX11(Q)

10.b. Justifier que pour tout x € Xi11(Q) :
E(f(X1, X X)X X X)) = E(F(X - X X)) E(g(X, - Xk, X))

Soit x € Xk+1(Q)
Posons :

fola,oxe)— fxi, X)) 5 G i(xa, o xe) — gxa, .o Xeer)

Puisque f est (k + 1)-croissante sur D.., la fonction fest k-croissante sur T} ; de méme pour g. Ainsi,
d'apres (Hy), licite car X, ..., Xi sont finies et indépendantes :

E(F(X1, ., X)G(X0, - X)) = E(F(X, . X))E(G(X, 0 X))

D'oli le résultat.

Conclusion : pour tout x € X;1(Q) :

E(F(Xi, . Xe, X)g(X0, o Xe, X)) = E(F(X0, 0 X, %)) E (90X, o) Xe, X))

10.c. On pose pour tout x € X1(Q), u(x) = E(F(Xi, ..., Xk, x)) et v(x) = E(g(X1, ..., X, x)).
Montrer que u et v sont croissantes sur Xi.1(Q) et E(Yii1Zks1) = E(u Xi+1) (Xkﬂ))A

e Soient x, y € Xi11(Q). Supposons x < y.
Puisque f est (k + 1)-croissante sur T} 44, pour tout (xq, ..., x¢) € 1, la fonction t — f(x1..., x¢, t) est
croissante sur Xi1(Q). D'ot :

Yxa, .., x) € D, flxa, o xe x) < F(xa, o X, y)
Ainsi :
V(X1,...,Xk) EH, f(Xw,...,Xk,X)IP([Xj = xw]ﬂﬂ[Xk = Xk]) < I((Xq,...,Xk,g)]P([Xq :)q]ﬂﬁ[)q :XA])

Puis, en sommant pour (xq, ..., xx) € T}, licite car Dy est fini (produit cartésien d'ensembles finis) :

Z f(X],...,Xk,X)IP([X] :Xw]mﬂ[Xk :Xk]) g Z f(Xj,...,Xk,y)]P([Xj :xw]ﬂﬂ[Xk :Xk])

(1 Xk ) ED (1, Xk ) ED
Autrement dit, par théoréme de transfert d'ordre k appliqué a (xq, ..., X¢) — f(x1, ..., Xk, X) et (X1, ..., xx) —
fix1, . xe, y)

E(F(X1, . Xe, X)) S E(F(X0, .. Xe, )

Clest-a-dire :

HEC/ESSEC 2024 - Page 9/22


https://jeremylegendre.fr/wp-content/uploads/2024/06/DS04.pdf
http://rduroux.ovh/ECE2/annales/2020/ESSEC-II_2020_correction.pdf

Conclusion : u est croissante sur Xi,1(Q).

e On raisonne de la méme fagon pour v..

Conclusion : v est croissante sur Xi.1(Q).

e Ensuite :

* d'apres la question 10.a :

E(YerqukJrq) = Z E(f(X1,...,Xk,X)g(Xw,4.,,Xk,X))]P([Xk+1 :XD

XEXe41(Q)
% d'apres la question 10.b :
VX € Xt (Q), E(F(X1, oo X, X)g(Xh, oo Xi, X)) = E(F(X0, o X, X)) E(g (X0, o Xi, X))
Autrement dit :

Vx € Xi1(Q), E(f(Xw, o X x)g( X, .,A,Xk,x)) = u(x)v(x)

Et ainsi :
Z E(F(X1, ... Xe, X)g (X1, .o, Xe, X)) P ([Xer = x]) = Z u(X)V)P([Xesr = x])
xEX+1(Q) X€Xi41(Q)

% par théoreme de transfert :

> uVP([Xisr = x]) = E(u(Xir1v(Xein))

xEXi+1(Q)

D'ou le résultat, en combinant ces trois points.

Conclusion : E(Yy11Z1) = E(Ll(Xk»m)V(ka)).

10.d. En conclure que (Hg1) est vraie. Conclure.

e D'apres la question précédente, u et v sont croissantes sur Xi.1(Q), ainsi, d'apres (H;) :
E (X)W (Xeer)) > E(u(Xei1)) E(vXisr))
Ainsi, d'apres la question précédente et par transitivité :
E(Vis1Zis1) = E(u(Xesr))E(v(Xein))
Or, d'apres la question 10.a avec g : (X, ..., xp41) — 1, qui est (k + 1)-croissante sur T}, on obtient :
E(u(Xir1)) = E(Yir1)

et de fagon analogue :
E(V(Xkﬂ)) = E(Z11)

Petite remarque

Peut-étre que les liens auraient
mieux été apergus en introdui-
sant u et v en début de question
10.a..

Conclusion : E( Y/\u+"Zk+"> > E(Yk+1)E(Zk+1).
On a donc finalement démontré (Hy.+).

e On a ainsi établi :
% (Hy), en question 9.c;
* Vk € N*, ((Hi) = (Hi+1)) en question 10.

Conclusion : on a démontré, par récurrence, que pour tout k € N*, (H,) est vraie.

10.e. La propriété (Hy) reste-t-elle vraie si f et g sont k-décroissantes ? Justifier votre réponse.
Que se passe-t-il si l'une est k-croissante et l'autre k-décroissante?

e Sif et g sont k-croissantes, l'inégalité de Harris reste vraie.
En effet :

* (H,) sera vraie, car le résultat de la questin 9.a est encore valable si f et g sont décroissantes...

% on pourra établir Vk & N7, ((/—/k) == (Hk+1)) comme précédemment, en utilisant les fonctions
u et v qui seront cette fois décroissantes sur Xi,1(Q), mais (H,) étant valable pour les fonctions
décroissantes, on aboutira au méme résultat.

e Si l'une est k-croissante et l'autre est k-décroissante, alors 'inégalité de Harris est la suivante :
E(ViZi) < E(Vi)E(4)
En effet, le résultat de la question 9.a serait alors dans le cas ol f est décroissante et g croissante :

vixy) € (X1Q))" (f(x) = (1) (910 — gly) <O

Et le reste suivrait de facon analogue...
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PARTIE 4 - INEGALITE DE JANSON ET APPLICATION
On reprend les notations de la partie 1.
De plus, pour tout i € [1, ], on pose Z,; = i Yi. On remarquera que Z,, = Z,.

k=1

Dans cette partie on établit un encadrement de P([Z, = 0]).

11. Justifier que m

0<u<vn—1

[T.. =0]C[Z, = 0] En déduire que
P(Z,=0) = (1—p)¥ >0

[Ty, = 0] réalisé.
0<u<vsn—1

e Supposons l'évenement

Autrement dit, pour tout (u, v) € [0; n — 1] tel que u < v l'événement [T,, = 0] est réalisé. Par conséquent,

le graphe en question ne contient aucune aréte; et donc ne contient aucun triangle.
L'événement [Z, = 0] est donc également réalisé.

o

Conclusion : ﬂ

0<u<vsn—1

[Tu =0]C[Z, =0

e D’apres ce qui précede, par croissance de IP, on obtient :

P m [Tu‘\' - O} < ]P([Zm - O])
o<u<vsn—1
Or, par indépendance des T
Oéu(og/zf'\ U<LI<\|_,|§/17W J Tf‘f o ;%(/1)

[1 a-p

Puisque p €]0; 1], on a bien (1 — p)(g) > 0.

L n
0<u<v<n—1 choisir 2 éléments distincts de [0;n — 1] (2
(’] - p)(?) possibles; puis une seule facon de les ordonner

) choix

Conclusion : ]P([Z,, = O]) >(1- p)(Q) > 0.

12. Montrer que pour tout i € [1,r], P([Y; =0]) = E(1 — V) et P([Z,;, =0]) =E (

Soit i € [1;r].
e D'aprés la question 2.b, Y} suit une loi de Bernoulli de parametre p?, d'oti :
P(Y,=0]) =1-p> ; E(Y)=p’

D'oli le résultat, par linéarité de l'espérance.

Conclusion : Vi;n[1; r], P([Y; = 0]) = E(1 — Y)).

e Ensuite :

% d'une part :

=P

(i = 0])

k=1

% d'autre part :

Pour tout k € [1; ], Yi suit une lot de Bernoulli; donc 1— Y, également. Par conséquent, |_|(1 —Y4)
k=1

suit une lot de Bernoulli de paramétre noté p’. Par conséquent :

E(|;|(1—m_1) —p

k=1

J Vk e [, Ye(Q) ={0;1}

— Q© Astuce du chef ! O —
L'énoncé mentionne de ‘justifier’
cette inclusion; une explication
suffit donc. S'il avait été question
de "démontrer’, on aurait mis
en place un raisonnement plus
mathématique (en considérant une
issue de ﬂ [Ty =0].).

ou<vn—1

— Petites remarques

e On peut justifier autrement le
cardinal de {(u,v) /0 < u<v <
n—1}:

u peut prendre les valeurs de 0 a
n—2.
Stu=0,ilyan—1choix pour
visiu = 1,ilyan— 2 choix
pour v..;stu = n—2ilya

un seul choix pour v. Il y a donc
n—1

Z i choix possibles...

‘ i=1

e On peut aussi s'amuser a co-

lorier les cases d'un tableau a n

lignes (pour u € [0;n — 1]) et

n colonnes (pour v & [0;n — 1])

qui satisfont u < v : il s'agit alors

du triangle supérieur strict de ce
n(n—1)

tableau, qui contient

cases (n® cases au total dans le

tableau, moins la diagonale, et on
divise par 2..).
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-P (1—Y) =1

D ' J Yk e [1:4], (1= Yi)(Q) = {0;1}
=P (1 —Yi=1]

k=1
=P ([ |Yi=0]

D'oli le résultat, en combinant les deux points ci-dessus.

Conclusion : Vi € [1;r], P([Z,; =0]) =E ﬁ“ = Yi)

k=1

13. 13.a. On pose m ;) Justifier brievement que, pour tout k € [1,r], Yx s'exprime comme une fonction m-

croissante sur {0, 1} des variables aléatoires T, pour u < v éléments de [0, n — 1].
i1
En déduire que, pour tout i € [2, r], 1= puis |_|(1 — Yi) s'expriment comme des fonctions m-décroissantes
k=1
des variables aléatoires T,, pour u < v éléments de [0, n —1].
e Soit k € [1;r]. Notons alors t, = {u, v, w}, avec u,v,w € [0;n — 1] tels que u < v < w.
D'apres la question 2.a,ona Ye = T, T w Tyw
Il existe donc ay, by, ¢ € [1;m] distincts tels que Yy = fi((Tyy)ocxey<n—1), 0l f est la fonction
définie sur {0; 1} par :

Vxr, o xm) € {0,117, flxr, oo Xim) = Xa, Xb Xe,

% Soit xp,, %, € {0;1}. Puisque xp, et x., sont positifs, la fonction t — tx,x, est une fonction
affine croissante sur R, donc sur {0;1}.

* De méme, les fonctions t —— x,, tx, et t— x, Xp, t sont croissantes sur {0;1}.

x Et la fonction f est constante en chacune des autres variables... donc chaque application partielle
est croissante sur {0; 1}.

On a ainst démontré que pour tout i € [1;m], la i-eme application partielle de f; est croissante sur

{0;1}.

Par conséquent : f; est m-croissante sur {0; 1}

m

m

Conclusion : pour tout k € [1,r], Y sexprime comme une fonction m-croissante sur {0, 1}
des variables aléatoires T,, pour u < v éléments de [0, n —1].

e Soiti e [2r].

% En reprenant les notations introduites dans le point précédent, on a :

T

X,y

T—Yi=1-£((

)U§x<g</171 )

Et, puisque pour tout j € [[1; m], la j-ieme application partielle de f; est croissante sur {0;1}, la
j-téme application partielle de 1 — f; sera décroissante sur {0; 1}.

* Ensuite :

(1 - fk ((TX,L/)UQ,\’(\L/Q/HW ) )
=1

i—1
[0 =Y
k=1

~
Il

i—

|_|U o f/\) ((TX,U)Og,\(ygn W)

k=1

i—1
Montrons maintenant que la fonction |_|(1 — fi) est m-décroissante sur {0;1}". Pour cela, mon-
trons que pour tout j € [1;m], sa j—l\eﬁ;; application partielle est décroissante sur {0; 1}.
i—1
Soit j € [1; m]. Soit x1, ..., X;—1, Xj41, ..., X € {0;1}. La fonction t — |_|(1 — )| (X, ..
est le produit des j-ieme applications partielles de 1—f;, ..., 1 —f,_4 quii&wt toutes décroissantes 4
et positives sur {0; 1} (car fi prend comme valeurs le produits de trois nombres de {0;1}). Par
i—1
conséquent, la fonction t — |_|(1 —f) | (a, ., Xj—1, b, Xj11, ..., Xp) est également décroissante
k=1

X1, 6 X

sur {0;1}.
D'ou le résultat...

< Je ne l'ai pas traitée ‘brievement’ |

QO L’avis du chef ! ©
Question difficile et sans trop
d'intérét. A fuir assez rapidement...

— Petite remarque

ag, by et ¢, sont respectivement
les rangs des variables aléatoires
Tuv, Tuw et Ty dans le m-
uplet (Tyy)ogx<yn—- Cest
moche, mais ['énoncé cherche

les embrouilles ausst...

— Petite remarque

Pas simple comme question... Je
fais le choix de la rédiger de la
facon la plus précise, malgré les
lourdeurs d'écriture que cela en-
tralne (on n'est pas a cela pres
dans ce sujet..). L'énoncé men-
tionne de "justifier brievement' :
les correcteurs veulent s'assu-
rer de la bonne compréhension
de l'idée par les candidates et
candidats. On pourrait donc se
contenter de moins... Mettre un
peu de vocabulaire, en parlant
d'application partielle, aide a
prouver la bonne compréhension.

Confusion d’objets !
Attention, il s'agit de l'‘évaluation
i—1
de la fonction |_|(1 — fy)enle
k=1

m’uplet ((Tx,y)0§x<g<n—1 )

+1, ---va)
— = Rappels...

e la somme de fonctions crois-
santes est croissante,

e la somme de fonctions décrois-
santes est décroissante,

o le produit de fonctions crois-
santes positives est croissante,

e le produit de fonctions décrois-
santes positives est décroissante.
Pour démontrer ces résultats,

on commence par le faire pour
deux fonctions puis on étend a N
fonctions par récurrence.
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i1

Conclusion : pour tout i € [2,r], 1 — Vi puis |_|(1 — Yi) s'expriment comme des fonctions
k=1

m-décroissantes des variables aléatoires T,, pour u < v éléments de [0, n — 1].

13.b. En conclure que, pour tout i € [2,r], P([Z,; = 0]) = P([Z,—1 = 0O])P([V; = 0]) puis que :

P(Z,=0)) > [ ]P([Yi=0]) pus P(Z =0]) > (1-p)0)

e Soit i € [2;r]. On a, d'apreés la question 12 :

P(Z,,=0]) =E (ﬁm - m)

k=1

précédente) des T qui sont finies et indépendantes

i—1
=E (=) (=Y)
=1 J inégalité de Harris, licite car les Yj sont des fonctions m-décroissantes (question

Or, d'apres la question 12 :

E(1-Y)=P(v.=0]) ; E (|_|(1 _—

Conclusion : pour tout i € [2,r], P([Z,; = 0]) = P([Z, ;-1 = 0])P([Y; = 0]).

e Procédons par récurrence finie, pour établir :

vie [, B(Z, = 0) > [ ]P(v =0)

=1

* Initialisation. Pour i = 1 :

k=1 J Zyn=N

['initialisation est ainsi vérifiée.
L

* Hérédité. Soit i € [1;r — 1]. Supposons que P([Z,; = 0]) > | |P([Vx = 0]) et montrons que

k=1
i+1
P([Z,ir = 0]) = [ |P(Ve = 0)). mRéflexe !
k=1 Pour établir une inégalité par ré-
Par hypothese de récurrence : currence, il est souvent préférable,
afin de n'oublier aucun argument,
i de débuter U'hérédité par 'HDR.

D'ot, puisque P([Yi11 =0]) >0 :

P((Z0: = O)P([Yesr = 0) > [ |P([¥i = 0))

k=1
Or, d'apres la question précédente, licite car i +1 € [2;r], on a :
P([Zy 01 = 0]) = P([Z,; = O))P([Viz1 = 0])

D'otr par transitivité :
i+1
k=1

[

Conclusion : Vi € [1;r], P([Z,; =0]) > |_|IP([Yk =0]).

Le résultat voulu en découle, en prenant i = r.
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Conclusion : P([Z, = 0]) > |_|1P([Yk =0]).

AUTRE METHODE...

Pour le plaisir, une autre méthode !
* Justifions que : Vi € [2 ], P([Zy—1 = 0]) > 0.
Soit i € [2;r]. On a:

20 = 0= (¥ =0/ C Zoi 1 =0]

D'oly, par croissance de IP :
P([Z,,i-1 = 0)) > P([Z, = 0])
>0
Conclusion : Vi € [2;r], P([Z,—1 = 0]) > 0.

%« D'apres la question précédente, on obtient ainsi :
P((Z,i = 0])
P([Z,i—1 =0])
En faisant le produit, pour i € [[2; r], licite car chaque facteur est positif :

|L| P(2i=0) |_|1P([Y‘ —0))

[Znt ‘I_O]

J question 11

Vie [2:r], }]P([Y[=O])

i=.

Or, par télescopage :

(2. =0)

_ P([Z, =0))
P(Zyi—1=0) P
P
P

[Z1 = 0]) J Zor=2petZyy =M

:|ﬁ

I
N

Ainst :

Petite remarque
L'énoncé aurait tres bien pu
quider ainsi, ga n‘aurait pas
été la premiere fois.. On peut
d'ailleurs rapprocher cette ques-
tion de Ecricome2024Appli,
Exercice 1, question6, dis-
ponible ici, avec le corrigé la.

Et comme P([V4 = 0]) > 0, on obtient le résultat voulu.

Conclusion : P([Z, = 0]) > |_| P([Ve = 0]).

e Enfin, d'aprés le point précédent :

Or:
% d'apreés la question 2.b - Vk € [1,r], Yi — B(p’),

n
3/

Conclusion : IP([Z” = 0]) (1— Pj)(”)

% d'apres la question 1 : r =

D'ou le résultat.

14. Inégalité de Boole. Montrer par récurrence sur k > 2 que st By, ..., By sont des événements, on a :

k k
U B,») <) P(B
i=1 i=1

% Classique ! %
4P}uestlon classique et facile...

e Initialisation. Pour k = 2 :
Soient By et B, deux évenements.D'apres la formule de Poincaré :

P(ByUBy) =P(By)+ P(B,) —P(By N By)
Or IP(31 N Bz) 2 0
Dot :
P(By U B,) < P(By) + IP(By)

L'initialisation est ainsi vérifiée.
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e Hérédité. Soit k € [2;+oo[. Supposons que 'si By, ..., By sont des événements, alors P

k

Z]P(Bf)” et montrons que ‘st By, ..., Byyq sont des évenements, alors P
i=1

Soient Bj..., Biyq des évenements. On a :

k+1

s

i=1

k+1 k
P JB|=P||JB]UBs
i i— J formule de Poincaré
k k
=P || B | +PBe) =P | [[ B | N B
i=1 i=1
Or:
k
* P UB, N By | 20;
i=1
k k
% par hypothése de récurrence, IP U B | < P(B).
i=1 i=1
Dol :
k+1 k+1
P JB] <) PB)
=1 i=1
['hérédité est ainsi établie.
k k
Conclusion : pour tout k > 2, si By, ..., By sont des événements, on a IP Bi| < P(B).
i=1 i=1

» Si A est un événement de probabilité non nulle, on rappelle que la probabilité conditionnelle sachant A est notée

15.

P, On admet qu'elle possede les mémes propriétés que la probabilité PP.
En particulier l'inégalité de Boole est vérifiée par Px.
De plus st X est une variable finie, on note E4(X) l'espérance de X pour la probabilité P4 ce qui signifie que :

EAX) = ) xP(X = x))

XEX(Q)

Cette espérance conditionnelle possede les mémes propriétés que l'espérance, en particulier 'inégalité de Harris
vue dans la partie 3.

Soient A, B et C trois événements tels que P(BN C) #+ 0 et P(AN C) # 0.

Montrer que Pgnc(A) = P (AP anc(B).

D'apres la formule des probabilités conditionnelles :

_PANBNC) o . ANC . PANBNQ)
Ppnc(A) = TPBNO) Pc(A) = P0) Panc(B) = TPANC)
o P(AN BN C)
Pe(APaqc(B) = P(C)

Or BN C C C, donc par croissance de IP :
P(BNn C) < P(C)
Ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur R}, on a :

R
P(BN () (C)
Et comme P(AN BN C) =0, on obtient :
PANBNC) . PANBNC)
PBNC) ~ P(C)

Conclusion : ]P[;(']C(A) > IP((A)]P,\((B)

» On admet que les probabilités conditionnelles qui interviennent dans la suite sont bien définies.

Pour tout i € [[1, r], on pose A; =[Y; = 0].
Onnote aussi ;= {j € [1,i—=1]/j =i} et j={je[1.i—=1]/j # i}.

i
Soit i > 2. On définit B = (A et G = [ | A, ainsiona: BN G = (A,
JjEl jeli Jj=1
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— & Méthode !

Comme habituellement, on débute
— — ce type de question dans loptique
IPBWQ(AI) = P(Ai)PEmC[(Bi) de démontrer que P(A; N G) =
P(A) x P(G).. Mais on se rend
compte que le raisonnement est
un peu différent. On ne rédige

16.a. Justifier que A; et G sont indépendants. En déduire que

e Ona: 4 donc pas ainsi !
A = [y _ O] S C o= m[y o O] Le travail des mathématiques peut
! ! o / se résumer en deux étapes :
IS Premiérement,, on construit des
réflexes |

Or, pour tout j € J;, j# i et j=#i;donc (i, ) € F. " .
S . . . . L o, Deuxiémement, on apprend a ne
Ainsi, d'aprées la question 3.b, pour tout j € J;, les variables aléatoires Y; et ¥; sont indépendantes. | pas se limiter & ces réflexes !

Par conséquent, les évenements [Y; = 0] et m[Y/ = 0] sont indépendants.
JEh

Conclusion : A; et C; sont indépendants.
Important !

Pas utile de vérifier que P(B;NG)
e D'apres le résultat de la question précédente : et IP(G;) sont non nulles, l‘énoncé
admet que els probabilités condi-

Psnc(A) = P (E)PWPC (By) tionnelles sont bien définies.

= Rappels...

Définition : A et C sont indé-
pendants lorsque P(AN C) =
PAP(C).

. — - Propriété : st P(C) + 0, alors
Conclusion : Pgnc (A) > IP(A[)IPT(WQ (By). A et C sont indépendants si, et
seulement si, Pc(A) = P(A) (im-
médiat par définition de IP¢(A)..).

Or, d'apres le point précédent, A; et C; sont indépendants, donc A et G également et ainsi : P, (A) =
P(A;). Dot le résultat.

16.b. Etablir que Prne (B) = 1—) Proe(A).
Jjel

Ona:
PIM(‘,(BI) =1- IPIM‘, (E)

IPA al® U A
J inégalité de Boole : ]PT"G <U > < Z G (Af/)
1= Z IPTF\(] (A7/) l j€l;
JEl

Conclusion : Pz (B) = 1= ) Py (A).

J loi de Morgan : m A= U»T/
JEl J€li

w

16.c. On admet provisoirement que pour j € [1,i—1] :

Prnc(A) < Pz(4) (1)

En déduire que Pgnc (A) <1 —PA) [ 1 - Z IPAT(E)

JEl
Ona:
IPB,m(; (Al) =1- IPB,N,] (E) o o
_— J d'apres la question 16.a : Pg;nc, (A) = P(A) P (Bi)
<1 - IP(AI)IPIMQ(BJ o
Or:
e dapres la question 16.b : Py ( 1fZIP4
JEI

e dapres (1) :
vie [l i—1], Prnc(A) < P

D’ou, en sommant sur /;, licite car /; est fini :

|
=

De ces deux points, on déduit :

Enfin, puisque P(A,) = 0, on obtient :
1= PA)Pr(B) <1-PA) [ 1= Px(A)
jel

D'ol le résultat, par transitivité.
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Conclusion : Py (A) < 1 — PA) [ 1— Z]P4

=

16.d. Justifier que pour tout x € R, 1 — x < exp(—x) et en déduire que :

Pgnc(A) <exp | —PA)+) PANA

IS

e On sait que la fonction exponentielle est convexe, donc sa courbe est partout au-dessus de toutes ses
tangentes, en particulier au-dessus de sa tangente au point d'abscisse 0, dont l'équation réduite est
y=x+1
Par conséquent :

VxeR, e >x+1

Et ainsi :
VxeR, e > —x+1

Conclusion : pour tout x € R, T — x < exp(—x).

e Dapres la question précédente :

Ppnc(A) <1T—PA) [ 1-) Py(A)

JEI

1=P(A) [ 1=)_Px(A) | =1— [ PA)—)_PAPx(A)

JE; 1= J formule des probabilités conditionnellles

el > J point précédent

D'otr le résultat, par transitivité.

Conclusion : Pg e (A) < exp | —P(A) + ZIP(ij NA)

17. On rappelle que A, = Z E(Y;Y)) ol € a été défini dans la partie 1 a la suite de la question 3.

(Lj)e€
17.a. Montrer que P([Z, = 0]) = P ﬂAi =P(A) |_| Pginc (A).
i=1 i=2
On a
P(Z, =0) =P Y, =0
( ) ; }) J vk e [1:r], Yi(Q CcR

-P [%ﬂ

i=1

=1 J formule des probabilités composées, licte car IP (ﬂA, ]P([7” = 0]) > 0 (question 11)
- IP(Aw)]P,\1 (A )]PAWQAZ(AVS) X ...0X PAWQ A i=1
= P(Aq) (AZ)IPBWC (A ) X % IPB,p( J Yi> 2, ﬂA =B NG

-

Conclusion : IF‘([Z,7 = O] A

i=1

= P(A)[ |Psnc(A)
=2
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17.b. En conclure que :

D'apres la question 16.d :

Vie [2:r], 0< Pgac(A) < exp <IP(AJ +) PEA

+Y PANA)

JEh

[ Psec(A) <[ |exp <P(AJ
=2 =2

Puis, comme P(A)) > 0 :
P(A) [ |Psac(A) < P(A) exp (
i=2 i

Mais :
o P(A)=1-P(A)
e d'aprés la question 16.d : 1 — P(A;) < exp ( —PA)

Z ~P(A)

i=2 i

D'oli, puisque exp <

r

Y —PA)+Y > PANA)

i=2

(1 —IP(Aj)) exp (

(inégalité de Janson)

nA)

|

|

Important !
Il est important de préciser la
positivité des facteurs en jeu
avant de ‘passer au produit".

On obtient alors :

P(A) [ [Panc(A) < exp (— PA)+Y Y PA
i=2 i=1 i=2 jel;
Or:
—Y_P@)+ 3 PENA) =~ 3 P(¥ = 1)+ 3 Y P =10
i=1 i=2 jel; i=1 i=2 jel;

> P

()elnr]?
JFL=

—E(Z,,)-i—% Y Py, =1

J ]Q[leﬂ)

J question 2.c

J vije [ P(Y; =1y,

1) = B([v = 1n[y; = 1)

par théoreme de transfert, puisque ¥;(Q) = ¥;(Q) = {0; 1},

on obtient E(Y;Y)) = P([¥; = 1]n[Y; = 1])
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A,
Conclusion : P([Z, = 0]) < exp (—E(ZH) + 7/)

17.c. En déduire l'encadrement :

(1—p) < P([Z, =0]) <exp (_(g)p3 + % 5)
Immédiat, en combinant les résultats des questions :
e précédente,
e 11,
o 2.
o 4

n

Conclusion : (1 — pg)(g) <P([Z,=0]) <exp (* (3)133 + %Pg)-

18. Soit ¢ un réel strictement positif.

A n\ jc\3 @, [c\5 c
18.a. Montrer que HLLTOO—(B) (;) -|-7 (;) =-5
Ona:
n c\3 o a, [c\d n(n—"1)(n—-2c a,c
(3)(17) Jr2(/7) B 6n? Jr2/75
nn—"Nmn-=2)c  nn—"1)(n—2)n->3)
- ; —+
n? 6 n°
Or :

_ . - _ 3 3
. n(n 1)j(n 2) ~ 1 donc lim — n(n 1)j(n 2) ¢ _ < ;
n- n—-+o00 n—+o00 n- 6 6 B
n(n—"1)(n—2)(n—3) n(n—="1)(n—2)(n—3) c

1 )
° ~ —,donc Llim - —
n5 n—+oo N n—+400 n> 4

=0.

J question 5.b

Conclusion : lim _(n) (E)g—&-&(g)sz—c—.

n—-+o0o 3

S , n c c
18.b. Etablir que nEToo (3) (n (1 — F) =%
On sait que lim —% =0, donc :
n—+o00 n | |
c c
n (1 E) DTS
D'ou ! !
c n\c
(S)Ln (/Iinig)ﬂ*:;oo (3)[}3
n\ _n(n—="1)(n—72) n n’
Or (3) 6 , donc N s Dot

n—+o00

. . n c I
Conclusion : lim (3) n (1 — —) =%

18.c. On suppose que n > cetp = % En déduire la limite de ]P([Z,7 = O]) quand n — +o0.

Ona:
c
e daprés la question 17.c, avec p = — :
n

([1-9)" <pz—0) <om () () + 2

e dapres la question 18.a :
l n (C)3+G,,(C)57 c
/riirnoo 3 n 2 n h 6

3

c
D'ol, par continuité de l'exponentielle sur R, donc en 5 :

oo (=(5) (5)+ 5 (5)) =ew (-5

ce qui permet de 'faire passer la

Important | —————
La continuité d'une fonction, c'est
limite a Uintérieur”.
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() 3
(7) 3 n 3
lim |1 — — = lim exp h|1——
n—+o0 n> n—+o0 3 n> ) L ) , , ,
question précédente et continuité de l'exponentielle en

( :

=exp | ——

6

3
Conclusion : par théoreme d'encadrement, on obtient lim ]P(\Z,, = O\) = exp (—— )

n—+o0

19. On reprend les notations de la partie 2.
L'exécution de l'instruction fonctionMystere (100) affiche dans la console Python 0.849. Est-ce cohérent avec
2
X
le résultat de la question précédente si on considére que pour x assez petit, e * est proche de 1 — x + 5?

D'aprés la question 8, l'exécution de fonctionMystere renvoie une valeur approchée de P([Z, = 0]) lorsque

1

p=—.
n

Or, en prenant c =1 :

3
)l |
6 6 J17%+(g) 61

61 2 72
—72
Enfin :
— Petite remarque
61 /2 Bon, je doute que les correcteurs
610 0847 attendaient de poser une divi-
340 ston... Mais ¢a ferait tellement
plaisir de la voir.
520 CEtil ne faut pas oublier que la
16 mission principale d'une candi-
date ou d'un candidat lors d'un
concours, cest faire plaisir aux
correcteurs |
Conclusion : le résultat obtenu en Python est cohérent avec celui de la question précédente.
20. Démonstration de (1).
Soit m un entier plus grand que 2. On considere X, ..., X, des variables de Bernoulli indépendantes et / un
sous-ensemble de [1, m]. On note J le complémentaire de / dans [[1, m]. On note A l'événement |_| X = 1]4
el
20.a. Montrer que, pour tout (xi, ..., x,,) € {0, 1}",
|_|IP([X[ = xl]) st |_|X[ =1
Pa([Xi =x]N .0[Xy = xa)) =4 & il
0 stnon
Soit (X, ..., x») € {0;1}". Remarquons déja :
A= |_| X, =1
. J vie [1:m], X(Q) = {01}
=X =1
icl
Distinguons ensuite deux cas.
e Si HX‘ =1
iel
Puisque x1, ..., x,, € {0;1}, on a alors :
Vie[l,m], =1
Alnsi :
Pa([Xi = x]0 0 [Xe = xal) = Pa | [ )x = 11) N X = x,) )
icl =)
P LAQ ()X =11 n [ )X _X[J) )
o el ic)
IP(A) J remarque ci-desssus
PX=1]n{()X= X,J) )
_ el i</
IP(/\) J indépendance des variables aléatoires X, ..., X,
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° Sl|l|x,:01

Il existe alors iy € /, que nous considérons ensuite, tel que x;, = 0.
Dans ce cas :

Am[xﬁozxto]: ﬂ [Xi =1] m([)(io:”m[xiozo])
iel,i+ip
-2
On obtient ainsi :
([XW - X1] {Xm - Xm]) =0

J remarque ci-dessus et indépendance de Xi, ..., X,

Conclusion : pour tout (xi, ..., x,,) € {0, 1}",

|_|IP v—xl si|_|x,:1

]PA([X1 = Xq] n...N [Xm = Xm]) = i/ icl
0 sihon
L . Lo S . e jon !
20.b. En déduire que les variables aléatoires X, ..., X, sont indépendantes pour la probabilité conditionnelle P 4. X Attention |
Tout comme pour les événements,
" l'indépendance de variables aléa-
, ) toires est toujours relativement a
Démontrons : V(xi, ..., x5) € {0;1}", IP“([XW =x]N..N[X, = Xm |_| IP = X[ une probabilité, celle de Uespace

Soit (X1, ..., x») € {0; 1}". Distinguons deux cas.

° SL|—|X‘:1:

iel
Dans ce cas,ona:Vie l, x; =1. Puis :

% d'une part, on a ainsi : Vi € /, IPA([X, = X,]) =1, donc : |_|]P,4([Xf = x,]) =1.

icl

* d'autre part, par indépendance de X, ..., X, (pour IP), pour tout j € J, les évenements A et [X; = x|

sont indépendants et donc : Vi € J, Pa([X; = x]) = P([X; = x]), dou :

Par conséquent :

m

[ ]Pa(X = xl) = [ [Pa(lXi = xi]) < [ ]Pa(lX = x))

il ic/ J points ci-dessus

7|_|IP 7X,

e J question précédente

=P4([Xi = x] 0. N [Xo = x0))

° SL|—|X,:O:

el

Il existe alors iy € /, que nous considérons ensuite, tel que x;, = 0. Dans ce cas : AN[X;, = x;] =

et alnst :
]PA([XiO = Xi()]) = O
Dot :

Et donc, d'apres la question précédente :

|_| PA([Xi = x]) = Pa([Xi = x]N...0 [ X = xn))

m

Dans les deux cas, on a obtenu : |—|IPA([X1 = x)
i=1

]P,q([Xw bl Xq] n..N [Xm = Xm]).

probabilité ambiant : IP. Ici, on
s'intéresse a cette indépendance
relativement a P4.

%]

Conclusion : les variables aléatoires X, ..., X, sont indépendantes pour IP4.

»  Soit i > 2. On reprend les notations de la question 16.
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kel

a«nﬂm—m)

20.c. Montrer que pour j € [1,i—1], IPAme(A_j) =

P7(C)
Soit j € [1;i—1]. On sait que la variable aléatoire Y; |_|(1 — Yi) suit une lot de Bernoulli. D'ou :
kel;
a«nﬂm—m)z:mm mﬂm—mﬁ)
keJ; xe{0;1} kel

=P

=

([Y/D(1Yk)1]) JVkE[%rﬂ, V(@) = {0;1}
M«W”““W””H

kel
_m‘m_ﬂm“wn_ﬂ)
kel;
=Ps(A NG
A ( / /) o J formule des probabilités conditionnelles, avec ]PT
- IPK(C/)IP/T,M(/ (A/)

awnﬂm—m)

kel

Pz (G)

Conclusion : pour j € [1,i— 1], Pz (A) =

=

20.d. En utilisant U'inégalité de Harris, montrer que pour j € [1,i—1] : ]PAjﬂCi(A_j) < P
Soit j€ [i —1]. Ona:
e d'apres la question 13.a :

* Y} est fonction m-croissante des T__,

* |_|(1 — Yk) est fonction m-décroissante des T .
keli
e les variables aléatoires T suivent des lois de Bernoulli, donc sont finies;
e les variables aléatoires T sont indépendantes pour Pz ; en effet :
* les variables aléatoires T sont indépendantes pour IP,
* et:

A =1V, =1]

en notant t; = {u, v, w} et donc, d'aprés la question 2.a Vi = Ty, Tyw Ty
- [Tu,v Tu,w Tv,w - 1] J

Par conséquent, d'aprés la question 20.b, les variables aléatoires T sont indépendantes pour IP5.

D'apres l'inégalité de Harris, dans sa version croissante/décroissante, on a donc :

m(mﬂmm

<Ex(V) < Eq [ [ ]01-Y)

kel JEJ;
Enfin, puisque Y} et |_|(1 —Y}) suivent des lois de Bernoulli, on a :
JE
Ex (V) =P ([v; = 1))
= Pr(4)
et
Ev([J0=v) | =Pg | |[]0-Y)=1
JE JEJi
=Py | [V, =0
IS
= P (G)

Petite remarque

Je détaille volontairement le dé-
but afin de bien montrer que
l'espérance conditionnelle d'une
Bernoulli relativement a A est
la probabilité du succes associé
sachant A.

Conclusion : d'apres la question précédente, on obtient pour j & [1,i—1], Pz, (AT) < ]PE(Ai/)A

Yk ko kk FIN Jede sk
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