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Dans cet énoncé r est un entier naturel, r > 2 et [1;r] désigne l'ensemble des entiers naturels k tels que 1 < k < r.

On s'intéresse dans ce probléeme aux chalnes de Markov homogénes a espace d'états fini [1; r] réversibles. Un probléme intéressant, mais
A . Lps ) " L t t b bre d -

Ce type de chatne intervient dans les marches aléatoires sur les sommets d'un graphe non orienté, les processus de | comenant bem nomore €e ques
tions assez difficiles.. D'autres

naissance et mort, la méthode de Métropolis par exemple. choix auraient pu étre faits (ordre
Le probléeme comporte trois parties. Les parties 2 et 3 sont indépendantes. Seules les questions 1 et 2 de la partie 1 | des questions, résultats faciles a

il L e 2 faire démontrer au début) pour le
sont utiles pour (a partie 2. rendre plus progressif sans déna-
turer lesprit souhaité. La partie 2
Un aide-mémoire Python se trouve a la fin de énoncé. est plus classique et mérite détre

. . . . . L, , , bien travaillée.

Pour les scripts et fonctions Python, on supposera que les instructions suivantes ont été exécutées :

import numpy as np, numpy.random as rd

On considere, dans la suite du probleme, une chatne de Markov (X)),cn, sur un espace probabilisé (Q), A, IP), vérifiant

les propriétés suivantes :

(H1) Pour tout n >0, X,(Q) = [1;r].

(H2) Pour tout i € [1;r], il existe n € N tel que P([X, = i]) # 0. On note S; l'ensemble des entiers positifs n tels
que P([X, = i) #0.

(H3) Pour tout (i, j) € [1;r]? la fonction n — Py, _;([Xy+1 = j]) est constante sur son ensemble de définition S; et
on note p;; cette constante.

La matrice P = (p; j)1<ij<r Sappelle la matrice de transition de la chatne.

On rappelle que lon a pour tout i € [1; ], Zpi,j =1

j=1
.

On note ST, l'ensemble des matrices M = (m, )1« <, @ coefficients positifs telles que pour tout i € [1; r], Z my; =1
=1
Donc P € 8T ,.

PARTIE 1 - MATRICE STOCHASTIQUE REVERSIBLE, EXEMPLES ET CA-
RACTERISATION DE KOLMOGOROV

On considére py = (m o u,) une matrice ligne appartenant a M ,(R) dont les coefficients sont strictement positifs
r
et tels que Z’Jk =1.
k=1

On dit que la matrice M = (m, ;)1 <, est p-réversible si M appartient a ST, et vérifie :

(i, j) € [ r]?, pmig = ppmy,
Dans cette partie M = (m,;)1<i j<- appartient a ST .

1. 1.a. Montrer que si M est p-réversible et si m;; # 0 pour un couple (i, j) € [1; r]? alors mj; # 0.
Supposons que M est p-réversible et qu'il existe (i, j) € [1;r]%, que Ll'on considére ensuite, tel que m;; # 0.
Puisque M est p-réversible, on a :
Lim ;= pm;,

D'ou, puisque les coefficients de p sont non nuls :

Hi
mj; = —m,
I
Enfin, on sait que :
ui#0; m;#0
Dot :
my; 0

Conclusion : st M est p-réversible et st m;; # 0 pour un couple (i, j) € [1; r]? alors m;; # 0.

1.b. On suppose dans cette question que M est symétrique. Déterminer p telle que M est p-réversible.
Donnons un p convenant a toute matrice symétrique de ST ,...

Posons p = (1 l) € M, (R). Montrons que M est p-réversible. On a :
r r

v MeST,;

v les coefficients de p sont strictement p()smfs;
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v la somme des coefficients de pr vaut 1;
v pour tout (i, j) € [1;r]*

pimi; = —my;
J M est symétrique, donc m;; = mj;
=-mj;
r
= [;mj,
. 1 1 : , :
Conclusion : pour y= | — ... —|, la matrice M est p-réversible.
r r

MAUVAISE FORMULATION...

La formulation de ['énoncé est confuse. On pourrait, légitimement, penser qu'il est demandé de déterminer toutes
les matrices p de M1 (R) telles que M soit p-réversible.
Mais ce ne peut étre la bonne question. Pour le comprendre, placons nous dans le cas r = 2.

e La matrice /» appartient a ST et est symétrique.
Toutes les matrices p = (m uz) a coefficients positifs telles que p1 + i = 1 conviennent...

e Pour la matrice (? 2)) il faut en revanche que p1 = pp et donc la seule matrice convenant est la
: (1 1 )
matrice | = = |.
2 2

1.c. On note A la matrice diagonale d'ordre r dont les éléments diagonaux sont (i, ..., 4. Montrer que M est
p-réversible si et seulement si AM = ‘MA.

Ona:
L 0) miq ... My, miq ... Mgy L (0)
MM=MA = | = |
0) 1, mey .. mg, my, ... mg, (0) 1,
Himaq 4 L Himaq Himaq 4 L Hrmpq
= —
UrMeq .. femg, thmy, o demg,

= Y(i,j) € [1;r]? wimi; = pymy,

Conclusion : M est p-réversible si et seulement st AM = 'MA.

2. Montrer que st M est p-réversible alors yM = p1.
Supposons que M est p-réversible. On a :

mq mq

pM = (o )

mey ... Mg,

r r

E HkMga oo § HieMy
k=1 k=1

r r

E bmye . E Hrmp
k=1 k=1

r

r
Nw§ mig - N/—E mrk
k=1

r
k=1 J M € 8T,, donc pour tout i € [[1;r], Zm,‘k =1
= (,111 ,u,,) el
=u

J M est p-réversible, donc pour tout j € [1;r] :
Vk e [1r], memgj = pemj i

Conclusion : si M est p-réversible alors yM = p.

— Petite remarque ——

Réciproquement, st M est
p-réversible pour p =

(1 1),alors/\/lest
r r
symétrique. En effet :
1 1
Vi, )€ [Lr]? —mij = —mj;
(i) € [T Ly =,
et donc :

(i, j) e [ ] mij=mj;

— O L’avis du chef ! O —
L'énoncé aurait pu éviter la confu-
sion et rendre la question plus
abordable (en début de sujet ce
n'est pas du luxe) en demandant
‘Démontrer que si M est symé-
tquueetu:(l 1

r r
alors M est p-réversible.” (et
méme demander de démontrer

'équivalence, d'apres la remarque

précédente).

Autrement dit :

Si M est p-réversible, alors s est
2>,
VP de M pour la VP 1..

AUTRE METHODE...

Supposons que M est y-réversible. Remarquons que : pM =y« My = ‘. D'aprés la question 1.c. :
AM = "MA
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1
Posons U = | : |. On obtient :
1
AMU = 'MAU
Mats :
e d'une part :
AU=1Y
e et, puisque la somme des coefficients de chaque ligne de M vaut 1, on a :
MU = U
On obtient ainst :
AU = My
Autrement dit :
= MYy
Conclusion : st M est p-réversible alors yM = p.

1T 2 0
1
3. Un premier exemple - On suppose que r = 3 et que P = 3 1T 0 2] estlamatrice de transition d'une chalne
0 2 1
de Markov.
3.a. Représenter le graphe probabiliste associé a cette matrice de transition.
Voict :
1/3 2/3
=0 @ O=}
2/3 2/3
3.b. Déterminer p telle que P soit p-réversible.
Utilisons la caractérisation de la question 1.c.. Soient a,b,c € R" et y = ((/ b r). Ona:
W”OOWZOW1WO a 0 O
(P est y-réversible) «= (0 b O 1T 0 2]=51{2 0 2 0 b O
e \o 0o ¢/\o 21/ “\o 2 1/\0 0 «
a+b+c=1
a 2a 0 a b 0
P b 0 2b)=1{2a 0 2c
0 2¢ c 0 2b c
a+b+c=1
2a =D
= b=c
a+b+c=1
1
N
<o b= §
C = =
o}
1T 2 2
= p=|- = =
o) )] )]
. R . . 1T 2 2
Conclusion : P est py-réversible si, et seulementsi, py=|= = Z|.
5 5 5
4. Un deuxiéme exemple - Soit G un graphe a r sommets 1,...,r, non orienté, connexe, simple (deux sommets ne

peuvent étre reliés que par une seule aréte). On considere l'expérience aléatoire qui consiste a se déplacer d'un
sommet a l'autre de la maniére suivante :

on choisit un sommet au hasard ce qui définit la valeur de Xp;

st on se trouve au sommet k aprés n déplacements, on a alors X, = k, on se déplace vers un sommet
adjacent au sommet k, ce qui définit X,,4. Tous les sommets en question peuvent étre choisis de maniere
équiprobable.

On admet que l'on définit ainsi une chalne de Markov et on note encore P = (p; ;)1<ij<r Sa matrice de transition.

4.a.

Ecrire une fonction Python Trajectoire(L,n) qui étant donnée la liste des listes d'adjacence L du graphe
G et un entier n, simule n déplacements sur le graphe et renvoie la liste des sommets visités.

On notera que les sommets reliés au sommet 1 par une aréte se trouvent dans la liste L[1-1].

Voici :

— Petites remarques

e On pourrait utiliser la question
2. et résoudre 'PX = X. Mais

la question 2. ne fournit qu'une
condition nécessaire... il faudrait
donc ensuite vérifier que le vec-
teur g1 trouvé convient. Autant
donc travailler ict directement sur
la CNS de la question 1.c..

e Le vecteur i trouvé est en fait
le seul état stable de la chaine de
Markov associée a P...
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1|def Trajectoire (L,n):

2 X=rd.randint(1,r+1) #choix du premier sommet

3 S=[X] #liste des sommets visités

4 for i in range(1,n+1):

5 j=rd.randint (len (L[X—1])) #choix d’'un rang d'un élément de L[X—1]
6 X=L[X—1][k] #cet élément de rang k est le nouveau sommet visité
7 S.append (X)

8 return S

la matrice d'adjacence de G et d; le degré du sommet i.
4.b. Montrer que pour tout (i, j) € [1;r]% pij = %

Soit (i, j) € [1;r]> On a :

pij = Py ([X" - /])

1
—  sij est adjacent & i
_ { d[ St J est adjacent a

» On note A = (Ui.j)1<i,j<r

J équiprobabilité du choix du projet sommet; le sommet i étant relié a d; autres sommets

0 sinon J 0 { 1 st j est adjacent a (
! 0 sinon
ag; o : o
R st j est adjacent a i
N 0—11’ sinon
d
_ iy
d
Conclusion : tout (i, | 1 = 9y
onclusion : pour tout (i, j) € [1;r]", pi; = e — Petite remarque
L
La encore, l'énoncé est confus
et laisse penser qu'on de-
4.c. En déduire p pour laquelle P est p-réversible. { mande toutes les matrices j qui
D’ ss | ti scédent tout (i 1 2 conviennent.. On demande en
apres la question précédente, pour tout (i, j) € [1;r] fait de trouver une matrice 1 qui
convient.
duUr,/ =, .
J A est symétrique car G est non orienté — X Attention !
= 0aji L 4 La matrice A est symétrique, car
question précédente . B )
=4 p J matrice d'adjacence d'un graphe
JE non orienté. En revanche, la ma-
K trice P ne l'est pas nécessaire-
S 3 . . A ) ment | On peut s'en convaincre en
Et ainsi, en notant s = Z di, on a s> 0 (car le graphe est connexe, donc possede au moins une aréte) : | janant le graphe G suivant :
O-O-0-®
o d d
v(i, ) e[ r]]zr —pij = */P i On aurait A =
j j
S S 0 1 0 O
d d o0 et la chatne
o 1 0 1)
Posons donc = | — ... 2|,
s s o 0 1 0
de Markov associée telle que dé-
v Pe ST, , crite aurait pour matrice de tran-
v puisque le graphe est connexe, aucun sommet de G n'est isolé, donc pour tout i € [2;r], d; > 0 et 1(/)2 (1) 1(/)2 8
ainst 9> 0; stion | o g0 ap
B ' 0o 0 1 0
v/ ensuite, par définition de s :
n
a4
s
i=1
v et d'aprés ce qui a été fait au début de cette question :
d d
P LoT2 i /
v(i,j) € [1;r]% ?/)t‘/ - ?P/,z
d r
Conclusion : pour p = (J — ) avec s = Z d;, la matrice P est py-réversible.
s s
i=1
QO L’avis du chef ! O —
» On note, pour tout n € N, m%n/ les coefficients de la matrice M". ) Tiens, o pour désigner un entier,
. . ' o . . . a change...
S'il existe 0 € N* tel que, pour tout (i, ) € [1; r]%, mﬁvj-) > 0, on dit que M est une matrice ergodique. g J
On définit aussi pour tout n € N* et (ig, ..., i,) € [1;r]"" : — = Pourinfo...
< La matrice de transition d'une

3

chaine de Markov est ergodique,
si, et seulement si, le graphe
associé a cette chalne de Markov
k=1 est fortement connexe...

Omlio, .. i) = Mgy x .o x My 4, = my i

En particulier, pour tout (i, j) € [1; ] Oul(i, j) = my,.
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5. Montrer que pour tous (n, s) € (N*)?, g, ..., iy et jo, ..., js éléments de [1;r] tels que i, = fo.
Omlio, - in)Onilfo. v js) = Omlios - ins f1s o js)
Soient (n, s) € (N*)” ainsi que iy, ..., i, et jo, ..., j éléments de [1; r] tels que i, = jo. On a

Omlio, .-, 0n)Omljo, -0 Js) = (m,w X ox My, m) x (mm‘/‘ X Lox my, 1‘/5)

J th = Jo
l7710’,1 X % 1771”71,,” X 177,(),/1 X ..0X 177/\7‘,/s

= Ouvlio, .. in, 1,0 Js)

Conclusion : pour tous (n,s) € (N*)?, i, ..., i, et jo, ..., j; éléments de [1;r] tels que i, = jo,

Omlio, - in)Onilfo, - Js) = Omlio, - in, f1s -1 js)

Q L’avis du chef ! O

» On dit que M vérifie la propriété (K) si, pour tout n € N* et iy, ..., i, éléments de [1;] : Enseigner, cest aussi faire des
choix. L'énoncé aurait donc trés
QM(iO, iy in) [0) — QM(iO, ipy oo i1, [0) (K) ( bien pu définir la propriété (K)

comme celle a laquelle elle est
finalement réduite avec n > 2 et

On admet qu'il suffit de vérifier (K) lorsque les i, sont deux a deux distincts et n > 2. les iy deux & deux distincts..

On établit dans la fin de cette partie que, si M est ergodique, il existe p telle que M est p-réversible si
seulement si M vérifie la propriété (K).

6. St r =3, montrer que M vérifie (K) st et seulement st mymy3msq = my3m32mzq.
Montrer que la matrice P de la question 3. vérifie (K).

e Prenons r = 3.
Puisqu'il suffit de vérifier (K) pour les iy deux a deux distincts et n > 2, et que Card([1;3]) = 3, on a
nécessairement :
n=2 et {igh; L} ={1,23}
Il y a donc 6 triplets (io; i1; i2) possibles :

(1,2,3) 5 (1,32 5 (213) 5 231 312 5 327

Ainsi :

’ 2

3
1,
2

'

Ou(1
M vérifie (K) si, et seulement st : 4 Oy(2
Ou(3

)
) )
)

(2,
i

N
, M
1%

1

I
D DD

,2,3,1)
1,2)
1,2,3

(1
2
.2,3) 3

- W N
W =

' ' '

Mais, remarquons que :

* d'une part :

Ou(1;2;3;1) = mqiamaszms g
= Mm31Mmq2My3
= 0u(3,1,2,3)
= Mmp3m31Mq;

= 0u(2,3,1,2)
* d'autre part :

Onm(1;3;2,1) = my3msomyq
= My Mmq3mMs3;
=0u(2.1,3,2)

= M32Mz1M13
Petite remarque
= Qs\,j(g, 2, 1 ' 3) La matrice !

mia mi2 mi3
Par conséquent, les trois équations dans (x) sont toutes équivalentes a mq,my3ms 1 = my3msomy ;. mon map  mos | vérifie
m3 m32 m33
. o ) ) (K) sst le produit des facteurs
Conclusion : M vérifie (K) st et seulement si mqomp3ms3q = My 3M32My . verts vaut le produit des facteurs

rouges.

1 2
1
e On avait P = 3 10 , pour laquelle les deux produits mentionnés dans le point ci-dessus sont
0 2

- N O

nuls, donc égaux.

Conclusion : la matrice P vérifie (K).

7. On suppose dans cette question que M est p-réversible.
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7.a. Montrer que pour tout n € N* et iy, ..., i, éléments de [1;r] :
n n
[ Toi | Oulio, . in) = (] |t | Ouilin, ... i0)
k=1 k=1

Soient n € N* et ip, ..., i, éléments de [1;r]. On a:

n
|_|'Ulk—1 9,\4([0, ...,l,,) = Hig x - .Hi,_4 % I7750r11 Xooox My,
k=1
= HigMig,iy % - > Hip g Miy iy )
J M est p-réversible
= Uy Miy iy % - x HiyMey i

= ,LIH X o i, % /nm,,” poX e X m,w)

n
|_|U1k QM([/M s [O)
k=1

Conclusion : pour tout n € N et (o, ..., i, éléments de [1;r] :

n n
|_| Uiy | Oulio, .. in) = |_| i, | Omlin, .., Qo)
k=1 k=1

7.b. En déduire que M vérifie (K).

Soient n € N* et ig, ..., i, éléments de [1; r]. Montrons que By (io, (1, ..., iy, i0) = Bulio, in, .., (1, io)-
Remarquons déja que :

9,"\4([‘0, [1 P [,7, [0) = 9,"\4([‘0, [1 L, [,7) X /771”‘1[] et QM(I'U, [,7, o, l‘q , [0) = Qm(l’”, o, l‘q , [0) X HLWH

Ensuite, d'apres la question précédente :

n n
|_| 'U[A—W QM([U: s [H) - |_| UU\ QM([/M s lO)
k=1 k=1

Mais M est p-réversible, donc g, my, iy = Hiymi,.i,- Alnsi, en multipliant l'égalité ci-dessus par p;, m;, ;, @
gauche et p;,my, ;, a droite, on obtient avec la remarque précédente :

n+

1
:Uu,r\ 9’\*1([0. ceey [/Yr [U)
k=1

n
|—| i, | Omlio, i, ... io)
k=0

Or, par changement d'indice :
n+

1 n
Hi_y = |_| Hiy
k=0

k=1
Ainsi :

k=0

n n
|_|Mk Omlio, ..., in, lo) = |_|Mk Omlio, in, -, o)
k=0

n

Enfin, puisque les coefficients de i sont tous strictement positifs, on a |—|ulA #+ 0. Par conséquent :
k=0

QJ\/']([O, (1, ..., [y, [()) = QJ\/'](['O, by, oo, U, [())

Conclusion : M vérifie (K).

8. Soit (i, j) € [1;r]° Montrer par récurrence sur s € N* que m(fj) > 0 si et seulement st il existe (ip, i1, ..., is)
appartenant & [1; ™" tel que iy = i, is = j et Bylio, ..., is) > 0.
Démontrons :

=10, ls=]j

Vs e N*, Y(i, ) € [1:r]% [mP) >0 « g, ... i) € [1;r] { Bulio,. 1) >0

e Initialisation. Pour s = 1 :
Soit (i, j) € [1;r]* On a :

=10, =]

mi; >0 < (o, ) € [1;r]°/ { Oulio, 1)

— Oyli,j) >0

Ce qui est vrai, car Oy(i, j) = m;;. L'initialisation est donc vérifiée.

o

— Petite remarque

Il 'y avait une coquille dans
'énoncé : le couple (i, j) ne peut
pas étre fixé hors de la récur-
nous appliquons 'HDR a un
couple qui n'est pas nécessaire-
ment le couple (i, ) (la deuxiéme
composante n'est pas nécessaire-
ment j)...
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e Hérédité. Soit s € N*. Supposons :

L

P L2 (s) ; : LTS+ o =1 ; ls =]
Y(i, j) € [1:r]7, (m[‘/ >0 < iy, ....0.s) € [1:7] / { Oulio, . i) > 0 )

Démontrons :

- 2 (s+1) ; - qs2 lp=10; l41=]
v(i, j) € [1:r]7, (mw >0 < Fio, ... is1) € [1;1] / { Oulio, .. ivir) > O )

Soit (i, j) € [1; r]*. Puisque M*™" = M* « M, par définition du produit matriciel, on a :

.
(s+1) (s)
mp; = mgpme
k=1

Or cette somme est une somme de termes positifs ; elle est donc strictement positive si, et seulement si, au

moins un de ses termes est strictement positif.

Dot :

s)

M >0

7> 0ETme; >0

m >0 — ke ;] m
— ke ]/ m

= Rappel...
Une somme de termes positifs
est nulle ssi tous ses termes sont
nuls...

J les coefficients de M et M* sont positifs

hypothése de récurrence

=i =k
3k € [1;r], o, ..., is) € [1; 7] vtk ET 0
A el Ao, o) e/ Oulio, ..., is) >0 Micy =
= g, ... is, is11) € [1; 7] [lo=i1 iai=] ET m >0
oo by Lo , : - Is,(s
L Omlio, ..., is) >0 o J Omlio, ..., Is) et mig i, sont positifs

: F— LTS I [O =i, [5+1 - /
— Fig, ..., e, ic1) €1 ] ) .

( o ) [[ H L 8\"7(’(% s ‘S) X Mig iy >0 J définition de Oy

. o L oTs ( o =10 ; Il :j
e iy, ..., ic,icp 1) €[] ] ) o

(0 s +1) H H / | 9@,,7([0,---.[5y[s+'\)>O

L'hérédité est ainsi établie.

P * o L2 (s) . . st =10, 5=/
Conclusion : Vs € N*, V(i, j) € [1;r]*, {m;] >0 < 3o, ..., is) € [T """ ] «[ Oulio, 1) > 0 )

9. On suppose que la matrice M vérifie (K) et est ergodique avec pour tout (i, j) € [1; r]?, mif? > 0, ol 0 est un
entier naturel non nul. On veut montrer qu'alors M est p-réversible pour p a définir.
9.a. Montrer que, pour tout i € [1;r], il existe (i, i1, ..., i,) appartenant & [1;r]°*" tel que iy = i,i, = 1 et
Oulio, .., ig) > 0.
Montrer que st mq; > 0, alors By l(iy, ..., ip) > 0 et m;1 > 0.
Soit i € [1;r].

e Puisque mf? > 0, le résultat est immédiat d'apres la question précédente.

e Supposons mq; > 0. On sait que M vérifie (K), d'ot :

6‘\,,7(['0, ['1, S, IIU, [()) = 9\,1({-(), (,,, R l‘())
Autrement dit :
@‘\,,7(1'0, S IIO)ITLU‘IU - ”710‘111 93\4([0, . [0)
Clest-a-dire :
9\4([’0, S [U)/771’l = M\ 9‘\/7([0, - 10)

Mais Ou(ip, ..., is) > 0 et my; > 0. Dot Oy lig, ..., ig)my,; > 0 et donc :
m;16ul(ig, ..., o) >0
Par conséquent, puisque ces deux facteurs sont positifs, on a :

min > 0 ) 6\,,1([(,, o [()) > 0

Conclusion : st mq; > 0, alors Oy(iy, ..., o) > 0 et m;1 > 0.

Oulis, ... io)

» Pour tout i € [1;r], on pose alors v; = 9(7 ol g, ..., iy sont définis comme dans la question 9.a..
MALo, - Lo
9.b. Etablir que pour tout (i,j) € [1;r]?,vimi; = v;m;; puis en interprétant matriciellement les égalités
précédentes que, pour tout (i, j) € [1; r]?, v,-mff;) = v,mﬁ.

— Petite remarque

Cette question fournit donc une
CNS pour que la matrice M® soit
a coefficients strictement positifs...
D'un point de vue des graphes
probabilistes, la matrice M* (ol
M est la matrice de transition) est
a coefficients strictement positifs
sst pour tout (i, j), il existe un
chemin de longueur s reliant les
sommets ( et j.
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e Soit (i, j) € [1; r]*. Raisonnons par équivalences :

O, igr, ..., (1,0 O, jors s 10
M(v:" 10 l)mw: \4(”1 1o N,
Omli iy, o lg—n, 1) Omlj i1, jo1, 1)
& 8,\/7(1,[{7_1,,,.,[1,[)/77[,/9/\40‘,]1,.,.,jg_1,1): /‘\4(’],1-(7—1,-v~yj1rj)n7j,i@f\4([: i1,.,.,l'g_1,1)

— 8,\/7(1, l-g,q,..., [1, l-,/-,]‘q, ..,,j'g,1, 1) = ,\4(1,]071, ..,,j'w,/‘, i [1, S l-g,q, 1)

vimg; = vim;; &= ji
J les dénominateurs sont non nuls

J définition de Oy

Or, puisque M vérifie (K), cette derniere égalité est vraie. Ainsi, par équivalences, la premiere égale-
ment.
Conclusion : V(i, j) € [1; ] vimi; = vjmj,.

e En posant D = diag(w, ..., v;), le résultat précédent fournit :

DM =MD
Or, pour tout i € [[1;r], vi # 0. Donc D est inversible et ainsi :
M = D~"MD
Dot :
M =D ('M)°D

Autrement dit :
MU _ DfW r(Ma)D

Et donc :
DM°® = (M°\D

Conclusion : Y(i, j) € [1; r]?, vlm(ﬂ) = v/mi‘?.

9.c. Montrer qu'il existe i € [1;r] tel que mq; > 0. En déduire que pour tout j € [1;r], v; > 0.

e Raisonnons par l'absurde. Supposons que pour tout i € [1;r], my; = 0. Autrement dit, la premiere
ligne de la matrice M est nulle.
Par conséquent, pour tout n € N*, la premiere ligne de la matrice M" est également nulle.

Petite remarque

Peut se démontrer rapidement par
B récurrence, mais je doute que ce
Ceci contredit le fait que pour tout (i, j) € [1;r]°, m? > 0.. soit nécessaire ici.

Conclusion : il existe i € [1;r], que l'on considére ensuite, tel que my; > 0.

e D'apres la question 9.a. :
* il existe (g, (1, ..., i,) appartenant & [1; 7] tel que iy = i, iy, = 1 et Oulio, ..., i) > 0;
* puisque mq; > 0, on a aussi : Oy(ig, ..., o) > 0 et m;; > 0.
On en déduit :
vi >0
Mats, d'apres la question précédente :

vie 1], vlmﬁ = \//m(/i)

Or, pour tout j € [1;r], mjﬁ) > 0. On obtient donc :

(9)

]
(0)

mj;

vim

vieltr], vi=

Et puisque pour tout j € [1;r], mfz) > 0, on conclut sur le résultat.

Conclusion : pour tout j € [1;r], v; > 0.

9.d. Définir alors u telle que M soit p-réversible.
On sait déja, d'apres les questions 9.b. et 9.c., que :

vielr], v, >0 ; V(i j) €[] vimi = vim;,

Posons donc p € My ,(R) défini par :

Vi

VjE[[T;r}], /J/: r

>

k=1

.

La matrice p est bien définie, car pour tout j € [1;r], v; > 0; donc Z v > 0.
k=1

On a ainsi :

Vet u>0
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v puis :

Vi j=1
k=1
=1
. . 12
v et enfin, pour tout (i, ) € [1;r]" :
V!
Himi; = ———m,
/ question 9.b.
>
k=1
v
_ j
= — mj,
)_vi
k=1
= [;mj,
Vi Vi
. g o g . 7 .
Conclusion : pour p = Z v Z v | la matrice M est p-réversible.
k=1 k=1

PARTIE 2 - MATRICE DE TRANSITION REVERSIBLE ERGODIQUE, CONVER-
GENCE

On conserve les notations de la partie 1. On rappelle que seules les questions 1 et 2 de la partie 1 sont utiles dans
cette partie.

On considere que la matrice de transition P de la chalne de Markov (X;),cn est p-réversible.

On note Q la transposée de P et q;; ses coefficients.
Q© L’avis du chef ! O

10. On rappelle que A désigne la matrice diagonale appartenant a M, (R) dont les éléments diagonaux sont £, ..., ir. € Début de partie 2 assez classique

, . . . . . 2 et relativement abordable : il faut
10.a. Déterminer une matrice diagonale D inversible telle que D° = A. prendre des points |

Puisque i, ...,y > 0, on peut poser D = diag(\/th, ... \/lIr).
v/ Puisque D est diagonale, on a D> = diag(p, ..., pr) = A;
v et D est inversible car diagonale a coefficients diagonaux non nuls.

Conclusion : la matrice diag(\/, ..., ;) convient.

10.b. En utilisant la question 1.c., en déduire que D~'QD est diagonalisable. # Méthode !

Puisque P est p-réversible, d'aprés la question 1.c. : Il'y a essentiellement deux pos-
sibilités.... Soit on montre que

D~"QD est semblable a une ma-
trice diagonale, soit on montre
qu'elle est symétrique...

AP = 'PA

Autrement dit :
D’P = OD?

Dol :
DPD~'=D7"0D

Par conséquent :

1(D71 OD) . 'D'O’(DJ )
J D est diagonale, donc 'D = D

= DP(/D)—W
=DPD™! J idem
—D'0D / ce qui précéde

Conclusion : la matrice D~'QD est symétrique (a coefficients réels), donc diagonalisable.
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10.c. En conclure que Q est diagonalisable.
Puisque, d'aprés la question précédente, D' QD est diagonalisable, il existe une matrice R € M,(R)
inversible et une matrice D" € M,(R) diagonale, que l'on considére ensuite, telles que :

D'0D = RD'R™
Ainst :

Q=DRDR'D"

= (DR)D'(DR)™
Or D' est diagonale, donc Q est semblable a une matrice diagonale.. R .
A retenir...
St une matrice est semblable a
Conclusion : Q est diagonalisable. une matrice diagonalisable, elle
est elle-méme diagonalisable.

» On admet que si M est une matrice carrée appartenant a M, (R) et Z une matrice ligne de M, (R), {(ZM) = 'M'Z.
11. Montrer que Q' = ‘u. Que peut-on en déduire pour Sp(Q)?

e On sait que P est p-réversible, donc d'apres la question 2. :

uP = u
Alnst :

WPy ="u
Autrement dit :

Ply="u

Conclusion : Q'u = .

e Puisque p est a coefficients strictement positifs, on a 1 #+ M, 1(R).
Par conséquent, 1 est valeur propre de Q et s en est un vecteur propre associé.

Conclusion : 1 € Sp(Q).

Y1
12. Soit A une valeur propre de Q et Y = | : | un vecteur propre associé.
Yr
r r r
12.a. Montrer que Z Z qilyil | = Z ly;l.
=1\ j=1 j=1
Ona:
r r r r
Z qu,/‘yl‘ :qur,/@w »
1 =1 =1 1 J permutation des deux sommes
T r
=> > aqulyil

j=1 i=1

- Z (U/ th/)
j=1 i=1

= lyjl
j=1

puisque la somme des coefficients de chaque ligne de P vaut 1; la

somme des coefficients de chaque colonne de Q également

r r

Conclusion : Z qu‘,/\lj/\ = Z\gj|,
j=1

i=1 j=1

12.b. En déduire que || (Z |yl|) < Z ly:].
=

i=1
Puisque Y est vecteur propre de Q pour la valeur propre A :

QY =AY

Autrement dit, en examinant ligne par ligne :

vie [1;r], qug/ = Ay,

j=1
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Puis :

Vie 1], ZCMU/ = Ayl
j=1

Mais, par inégalité triangulaire et puisque les coefficients de Q sont positifs, on a :

Vie 1] ZQ//J/ < ZQL/‘UA
j=1

Ce qui donne donc :

Vie[1;r],

yi| < qu,/‘[//‘
j=1

D'oli, en sommant pour i € [1;r] :

ALY lyd <% quly)l
i=1 i=1 j=1

r

Enfin, d'apres la question précédente, Z Z qi) !y/‘ = Z }yj|. D'our le résultat.

i=1 j=1 j=1

Conclusion : 4] (Z lyi

i=1

.
<> lyil
i=1

12.c. En conclure que Sp(Q) C [-1,1].
D'apres la question précédente :

|l (Zlyll
i=1

r
<> lyil
i=1

Or :

4 im >0
i=1

v Y est un vecteur propre, donc Y # 0,1 et ainsi, au moins une composante de Y est non nulle.

Par conséquent :
T
> lyil >0
i=1

D'oli, en divisant l'inégalité ci-dessus par cette quantité :
Al <1

Et donc :
Ae[=11]

Conclusion : Sp(Q) C [—1;1].

13. On suppose dans cette question que tous les coefficients de P, donc de Q, sont strictement positifs. Dans cette

) , ) N . o Petite remarque
question on détermine E4(Q) ol E1(Q) désigne le sous-espace propre de Q associé a la valeur propre 1.

On peut faire cette hypothese,
U1 sans perte de généralité.. En ef-
fet, st le vecteur propre choisi ne

13.a. Soit un vecteur propre Y = | | de Q pour la valeur propre 1 dont l'un au moins des coefficients, noté ¢ contient que des composantes
’ négatives, il suffit de choisir son
Yr 0pposé, qui a au moins une com-

Yy, est strictement pOS'Ltlf posante non nulle et positive...

On suppose qu'il extste ¢ tel que yo < 0.

Montrer que y; < qu,\y/| puis que Z lyi| < Z ly:|. Conclusion?

j=1 i=1 i=1

e Puisque Y est vecteur propre de Q pour la valeur propre 1 :
oy =Y
Autrement dit, en examinant ligne par ligne :

vie 1], ZQL/U/ =Y

j=1

En particulier, pour i = k :

Z Akj9j = Yk
j=1
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Pourquoi ?
* comme les coefficients de O sont positifs : Vj € [1;r], qi;y; < qe ly;l; {700 a y;f(\)wl« Puis on multiplie
par quj = U

* et, puisque les coefficients de Q sont supposés strictement positifs, donc non nuls, et que y, <0,
on a méme : qeeYye < Grelyel-
Dot :

I r
Z qrjyj < Z r.ilyjl
j=1 =1

.
Conclusion : y; < qu,/\g/|.
-1 .
/ Petite remarque ———

.

. s . Clest le résultat final qui nous

e Montrons maintenant : Vi € [1;r], |y < E qiily;l. encourage 3 vouloir démontrer
j=1 celui-ci...

Soit i € [1;r].

* Sty >0:
Dans ce cas, |y;| = y; et on utilise le résultat du point précédent avec k = i. D'ol :
r
lyid <) ailyl
j=1
* Sty; <0:
Dans ce cas, |y;| = —y; > 0. Et on applique le résultat du point précédent au vecteur —Y, qui
est bien vecteur propre et qui possede au moins une composante strictement positive : —y; > 0.
Dol : /
—y: <Y qil — yjl
j=1
Et ainsi :
E
lyil < qiglyjl
j=1
* Sty =0:

.
Dans ce cas |y;| = 0 et puisque Z qGijly;| = 0, on a bien le résultat voulu.
=1
Par conséquent :
r
Vie[tr], |yl < ZCIA,/|U/|
Jj=1

Ainsi, en sommant pour i € [1;r] :

Petite remarque

r r r
Z lyl < Z Z i lyjl Question plus difficile que ce
i=1

i=1 j=1 qu'elle a lair.. Ou alors je suis
passé a coté d'un truc plus

. , simple !
Conclusion : d'aprés la question 12.a., on obtient : Z lyi| < Z lyil.
i=1 i=1
e (ette inégalité est absurde!
Par conséquent, U'hypothése 3¢ € [1;r] | y, < 0" est fausse.
On en déduit que st Y possede une composante strictement positive, alors toutes ses composantes sont
positives. .
% Subtil... %
En réfléchissant un peu, on se
Conclusion : les vecteurs propres de Q pour la valeur propre 1 ont des composantes toutes rend compte que cela implique

que dim (£1(Q)) = 1.. Cest ce
que la question 13.c. nous permet
d'obtenir, de facon algébrique.

du méme signe.

13.b. En déduire que tous les vecteurs propres de Q pour la valeur propre 1 ont des composantes qui sont toutes,
soit positives, soit négatives. Que peut-on dire d'un élément de £1(Q) dont la somme des composantes est
nulle?

e ('est la conclusion faite ci-dessus.

e Si la somme des composantes d'un vecteur de E41(Q) est nulle, alors, puisqu'il s'agit d'une somme de

~ . = Rappel...
termes tous de méme signe, chacun des termes est nul. PP

Le vecteur nul n'est pas un vec-
teur propre, mais appartient a
E4(0), qui est un espace vectoriel.
E4(0) ne se réduit pas a len-
est nul. o3

semble des VP de Q pour la VP
1 clest cet ensemble réuni avec
le singleton réduit au vecteur nul.

Conclusion : si la somme des composantes d'un vecteur de £4(Q) est nulle, alors ce vecteur

13.c. Soit Y un vecteur propre de Q pour la valeur propre 1. Montrer que Y = Z yi | .
i=1
En conclure que E£1(Q) = Vect(u).

MATHEMATIQUES APPLIQUEES - HEC-ESSEC 2025 - Page 12/24



° PosonsXY(

i

v Y € F1(Q) et 'u € E4(Q) d'apreés la question 11., dot :

X e E£41(Q)

X1

v/ ensulte, en notant X = ,ona:

o)
1

yl) %::ﬂk
(=1

Xr

£
k=1 i
Zw—(
k=1

0

;

)

k=1

;

— J la somme des composantes de 11 vau

Par conséquent, X est vecteur de E4(Q) dont la somme des composantes vaut 0. D'apres
précédente, on en déduit que X =0, 1.

gl) ‘u. Utilisons la question précédente pour démontrer que X =0,1. On a : E

mRéflexe !

our montrer que @ = b, on
montre que @ — b = 0...

t1

la question

Petite remarque

r

>y

Conclusion : st Y est vecteur propre de Q pour la valeur propre 1, alors Y = (
i=1

Le résultat est encore valable

st Y = 0,4. On aurait donc

pu directement demander de

démontrer que st Y € E4(Q),
r

) .

e Par double inclusion.

alors Y = (ny) n
i=1

On vient d'établir que tout vecteur propre de Q pour la valeur propre 1 est multiple de 'u. Et clest

aussi le cas du vecteur nul...
Par conséquent, tout vecteur de £;(Q) est multiple de ‘u. D'oi :

E1(Q) C Vect('n)
D'apres la question 11., 'y est vecteur propre de Q pour la valeur propre 1. D'ou :

Vect() C £4(Q)

Conclusion : £4(Q) = Vect('y).

Y1
13.d. Soit Y =
yr i=1
n'est pas une valeur propre de Q.

e En examinant l'égalité QY = —VY ligne par ligne :

Vie [ Y quy =—y

j=1

- Z Z qijY;

i=1 j=1

- Z Z qijY;
j=1 =1
-2

(U/ C]t,/)
j=1 i=1

,ZQ/
j=1

1 J permutation des deux sommes

,,

somme des coefficients de chaque colonne de O également

tel que QY = —Y. Montrer que Z y; = 0. En raisonnant par l'absurde, montrer que -1

puisque la somme des coefficients de chaque ligne de P vaut 1; la

Conclusion : Z y; = 0.

i=1

Pourquoi 7 ———
Quel est le seul nombre égal a
son opposé?
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e Supposons que —1 est valeur propre de Q. Il existe donc un vecteur non nul Y, que l'on considere
ensuite, tel que QY = —Y.
Ainsi :
QY = 0(QY)
0%
=Y

Donc Y est vecteur propre de Q pour la valeur propre 1. Mais :
v Q> =(P?) et P? est p-réversible. En effet :
x d'une part, puisque P € ST, on a également P* € ST, ;
X d'autre part :
AP? = APP
= 'PAP
_ (Pia J idem

= (P)A

J question 1.c. avec P qui est p-réversible

Ainsi, d'apres la question 1.c., la matrice P? est u-réversible.
v La matrice Q est a coefficients strictement positifs, donc o’ également.

On peut donc appliquer le résultat de la question 13.b. & la matrice Q7. Or Z y; = 0 d'apres le point
i=1
précédent; d'ou :
Y =0, absurde!

Conclusion : —1 n'est pas valeur propre de Q.

» Dans la suite de cette partie on suppose que P est ergodique avec pour tout (i, j) € [1;r]% pf»z-) >0, o0 u
est un entier naturel non nul.

» En appliquant la question précédente a la matrice PY, qui est aussi p-réversible, on a

Sp(QY) C]—1,1] et E4(Q") = Vect(%)

14. 14.a. Montrer que £4(Q) = Vect(').
Procédons par double inclusion.

On sait déja, d'aprés la question 11., que ‘s est vecteur propre de Q pour la valeur propre 1.
Ainsi :
Vect('w) € E1(Q)

Soit X € E4(Q). On a ainsi :

D'ot, par récurrence immédiate :

OX =X

Yne N, O"X =X

En particulier :

OL/X =X
Ainsi :
X e E(QY)
D'ou
X € Vect('n)
Et donc :

E1(Q) C Vect()

QO L’avis du chef ! O —
La suite de cette question aurait
mérité (a moins que l'on puisse
la traiter plus rapidement) d'étre
guidée, par exemple ainst :

e Démontrer que P? est p-
réversible. .

e Démontrer que st Y est VP de
Q pour la VP —1, alors Y est
\73) de 0? pour une VP a déter-
miner.

e Conclure que —1 n'est pas VP

de O.

— Petite remarque

Deux démonstrations du fait que
le produit de deux matrices sto-
chastiques est encore stochas-
tique : Question classique - Ma-
trices stochastiques et Exercice 1
- question 4.

Conclusion : £4(Q) = Vect('y).

14.b. En distinguant les cas, u pair et v impair, montrer par l'absurde que -1 n'est pas une valeur propre de Q.

Supposons que —1 est valeur propre de Q. Il existe donc un vecteur non nul X, que l'on considére ensuite,

tel que QX = —X.D'ol, par récurrence immédiate :
Vn e N, O"X =(—1)"X

En particulier :
OI/X - (7’])[/)(

Petite remarque

Il n'est pas nécessaire de raison-
ner par l'absurde. En effet 'impli-
cation QY = =Y = Y =0,1,
que l'on a démontrée, suffit pour
conclure que —1 n'est pas valeur
propre de Q.

Petite remarque

Ca aurait été intéressant de de-
mander a démontrer que si P
est p-réversible, alors pour tout
n € N, P" également. Ca se
fait trés bien par récurrence, en
utilisant la caractérisation de la
question 1.c..

A retenir...
—
St X est VP d'une matrice M
pour la VP a, alors X est VP de
M? pour la VP @?.
Par conséquent :

Eo(M) C Eo(M?)
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e Si u est pair :
On a ainsi :
Q'X =X
Et donc X est vecteur propre de Q" pour la valeur propre 1. Mais £1(Q") = Vect('u), donc X est
colindaire & ‘i : absurde car X et 'u sont des vecteurs propres de Q associés a des valeurs propres
distinctes.
e Si u est impair :

On a ainst :
0'X =—-X

Et donc X est vecteur propre de Q" pour la valeur propre —1. Or, d'aprés ce qui a été fait en question
13., en particulier en question 13.d., appliquée a la matrice Q“, —1 n'est pas valeur propre de Q :
absurde !

Conclusion : —1 n'est pas valeur propre de Q.

15. On note Ay, ..., A, les coefficients d'une matrice diagonale semblable a Q, avec Ay =1, pour tout i € [2;r], —1 <
A< 1et(u, Ys, ..., ;) une base associée de vecteurs propres. On note aussi pour n € N, L, la matrice élément
de My, (R) : (P([X, =1]) .. P(X,=r]))

15.a. Etablir que pour tout n € N, L,y = L,P puis que L, = L,P".
e Soit n € N. On a, pour tout k € [1; ], d'aprés la formule des probabilités totales avec ([X, = ﬂ)/e[[m]]

comme systeme complet d'évenements :
P (X1 = k]) = > P([X, = jIN[Xps1 = k)
j=1

— Z IP([XN - /] N [XHH - k])

j tq P(Xn=/)#0

- Z IP([X,, - /'])IP[XHZ/]([XHH = k])
J tq P(Xn=/)#0
= IP([X,, = /})P/k

j tq P(Xo=/)#0

= Z IP([X,, = f])P/‘k

J hypothese (H3)

J on ajoute des termes nuls

P1.k
= (P(X, =1] ... P(X,=r])) « :
Prk
P1.k
=1, x :
Pr.k
Dot :
P11 o P
(P(Xosr =1 . P(Xosr =1])) = Uy : —
Pra oo Pra
Autrement dit :
Lyyy =L, x P

Conclusion : Vn €N, L, = L,P.

15.b. Procédons par récurrence.
e |Initialisation. Pour n =0 :
L'initialisation est vérifiée, car par convention, PO = /.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que L, = LoP" et montrons que L,.1 = LoP".
On a, d'apres ce qui précede :

LH+1 =1L,P ’ | |
wpothese de récurrence
— LyP"P y,
o LOIDN—1

['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : Vn € N, L, = [(P".

les points !

Important | ——
%’est du cours | Alors on prend

— X Attention !

4 y a une difficulté apportée par
le fait que, pour tout j € [1;r],
les probabilités P([X, = j])
(quand n bouge) ne sont pas
toutes non nulles. Clest le seul
seulement si n € S;.

Ici, n est fixé. On ne fait donc
porter la somme que sur les j tels
que n € S; (au pire, la somme
est indexée sur un ensemble vide,
donc nulle).

Autrement dit : ——
La k-ieme colonne de L, 1 est
égale a L, x Gy, ot Cy est la
k-ieme colonne de P..

Petite remarque

L'énoncé le demande, alors
faisons-la, cette récurrence im-
médiate...
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15.c. Montrer qu'il existe (ay, ..., ;) € R" tel que, pour tout n € N :

Ly=ap+ Y af (Vi)
k=2

Puisque Ly € M, 1(R) et que (', Y5, ..., ;) est une base de M, 1(R), il existe un unique (a1, ..., o) € R’,
que l'on considére ensuite, tel que :

TL() = C(qr,U+C¥2YZ+ +C¥,Y,—

Soit ensuite n € N. On obtient donc :
.
Q/MLO =q Qm,U + Z o OH Yk
k=2

Or :

e Qu=p, donc Q"'y="u;
e pour tout k € [2;r], OYy = A Yy, donc QY = ALYy
Ainsi :

)
QLo =o'+ ) AV

k=2
Enfin, d'apres la question précédente :
LH - LOP”
. f(f(LOPn))
_ f(OanO) J P — 0, donc (P") = (P)" = Q"

J ce qui précede et linéarité de la transposition

o+ Z A ALY

k=2

Conclusion : il existe (o, ..., a;) € R" tel que, pour tout n € N :

Ly=ap+ Y af(Yi)

k=2

15.d. En déduire que pour tout j € [1;r], lim P([X, = jl) = aw;.

Soit j € [1;r]. En examinant la j-iéme colonne de l'égalité matricielle de la question précédente, et en
notant yy; la j-ieme colonne de 'Y}, on a :

P([X, = jl) = apj + Zwm,/

k=2
Or pour tout k € [2;r], A €]— 1;1[. Donc

Vk e [2;1], UT AL=0
D'ou, par opérations :

lim IP([Xn = /]) = a1l

n—+o0Q

Conclusion : pour tout j € [1;r], lim P([X, = j]) = ops;.

n—+o0Q

15.e. Montrer que a; = 1. En conclure que (X,),en converge en loi vers une variable aléatoire X a valeurs dans
[1; ] telle que, ¥j € [1;r], P(IX =j]) = u;.
e Puisque, pour tout n € N, X,(Q) = [1;], on a

¥n e N, i]?([)(,, =) =1

j=1
Dol :
.
HET@OZ P([Xn - /]) - 1
j=1
Ainsi, d'apres la question précédente :
.
3=
j=1
.
Or, par définition de 1, on a Z”f =1. Dol :
J=1

(]1:1
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e On sait que :

v Yjeltir] u=0;
v Z;/“,:W.

La suite ()1, définit donc une lot de probabilité. Il existe ainsi une variable aléatoire X définie
sur (Q, A, P) telle que X(Q) = [1;r] et pour tout j € [1;r], P([X = j]) = u;.
Ainsi, d'aprés la question précédente et le point ci-dessus, on obtient :

Vie [, Ll X =)

m
1—+00

P (X, = j]) = P(

St au moins les X, ou X est
Puisque les variables X, pour tout n € N, et X sont discretes, on en déduit le résultat voulu. a densité, il faut revenir a la
définition et donc utiliser les
fonctions de répartitions !

X Attention | ——

Conclusion : (X,),en converge en loi vers une variable aléatoire X a valeurs dans [1; r] telle

que, Vj € [1;r], P(X =]) = u;.

PARTIE 3 - UN ALGORITHME POUR LA REVERSIBILITE

On conserve les notations de la partie 1. On rappelle que cette partie est indépendante de la précédente.

Soit a €]0, 1] On définit deux opérations élémentaires sur les matrices M = (m;)1<i,<- appartenant a ST, comme suit :

e On modifie la ligne k de M, oli k € [1;r], en remplacant pour tout j # k, my; par mj ; = amy; et myy par
mi, =1—a+ amgy.

e On modifie la colonne k de M, oii k € [1; ], et sa diagonale en remplagant pour tout i # k, m;, par m}, = am
et mi; par mj, = my; + (1 — a)my.

T 1 1 4 1 1
3 3 3 6 6 6
. 1 2 1 . . / 1 2 I
Par exemple st M = 3 0 3| k=7%eta= 5 la premiere opération donne M’ = 5 0 3 et la deuxieme
1T 2 1 1T 2 1
6 3 6 6 3 6 Important !
1 1 1 Il faut passer le temps nécessaire
§ § § et s'assurer de la bonne compré-
hension de ces exemples !
m- |1 12
6 6 3
1 > 1 Petite remarque
— = _ Il aurait été intéressant de de-
12 3 4 4 mander a démontrer que, dans
Dans les deux cas on obtient ainsi & partir de M € ST,, M = (m, ;)i ;< une matrice que l'on notera dans la suite | les deux cas, si M € ST, alors
M’ = (m; )1<ij<r qui appartient a ST . M €8T,

On remarquera que l'on ne modifie ainsi tout au plus, pour ce qui est des éléments non diagonaux de M, que ceux de
la ligne k, pour la premiére opération, et ceux de la colonne k pour la deuxieme.

16. Ecrire une fonction Python opLigne (M,k,alph) qui réalise l'opération élémentaire sur la k-iéme ligne de M
représentée par la matrice numpy M et « représenté par alph.
On définit de méme une fonction Python opCol(M,k,alph) qui réalise l'opération élémentaire sur la k-iéme
colonne et la diagonale de M (cette fonction n'est pas demandée).

1|/import numpy as np

2

s|def oplLigne (M, k,alph):

4 i=k—1 #numérotation des lignes et colonnes qui débute a 0
5 r,r=np.shape (M)

6 for j in range(0,r):

7 if jl=ti:

8 M[ L, j]=alphsM[ i, ]

9 else:

10 M[j,jl=1—alph+alphsM[j,j] #ou i & la place de j
n return M

17. Soit M e STr, M = (mi,j)q@,jg,,.

17.a. Montrer que M vérifie la propriété (K) si et seulement st M’ aussi.
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e Pour k € [1;r] et a €]0; 1], notons % (M) la matrice obtenue suite a l'opération sur la ligne k de
la matrice M décrite précédemment. Remarquons que, puisque a # 0 :

. ’
ViFk mg=am <= my;= LY

et:

1
mey=1—a+am & me=1-— = T oM

Par conséquent :
M = LoM) &= M=2Z_1(M)

Et, avec des notations analogues pour la seconde opération, on a de la méme facon :
M =€ o(M) <= M=% (M)

Conclusion : pour démontrer l'équivalence, il suffit d'établir que les deux opérations décrites précé-

L ) Petite remarque
demment conservent la propriété (K) sur une matrice M.

Puisque les iy sont deux a deux
e Par définition, la matrice M vérifie (K) si, et seulement si, pour tout n > 2 et tous i, ..., i, € [1;r] 9 distincts dans [1;r], n ne varie

deux a deux distincts, my, i, x .. x My i x Mg = Migiy * Miy i,y * .. x M, en fait que dans [2;r —1]..

Ao lo-

* Opération sur les lignes.
Sotent k € [1;r] et a €]0; 1]. Supposons que M vérifie (K). Montrons que M’ également.
Soient n = 2 et iy, ..., i, € [1;r] deux a deux distincts. On a ainsi, puisque M vérifie (K) :

/7710’[1 X .o% /77[”4’[” X mi”,lo = 177,0’,” X /771,,‘1”4 X ...0X I’I?[MO
Montrons :
’ / ’ / ’ /
My iy My i Mg = Migiy X Migip g %X Mg,
Distinguons deux cas :
X sik & {io, .., in} -
Dans ce cas, aucun coefficient de la ligne k n'apparait dans les produits m, i, x ... x my,_, i, = Mg,
' n—="1:tn no

et My, x My x oo x My g

Ainst aucun des coefficients présents dans ces deux produits n'est modifié par l'opération. Par

conséquent, ces deux produits sont inchangées sur la matrice M’, et sont donc encore égaux.
X sik e {ip, .., in}:

Notons p l'entier tel que i, = k. Dans ce cas, seuls les coefficients de la ligne i, de la matrice

M sont changés. Et donc :

_ ; : . |
seul le facteur Mi,.i,., est changé dans le produtt myg i ... my i, < My, g Important !
Les coefficients du
/7 . . .
[ = amlpyzp_] Mig,iy X -0 X Mi yin X Mip i

sont tous sur des lignes et sur
= , ) des colonnes différentes de M.
ar consequent : De méme pour ceux du produit

, Migin X Mipiy 4 X o X Mg g

m X .ox m x m

’
[ in-1.in in.ip — anLOJ‘W X X My gy X ml'nyi0

est changé dans le produit myy = my, ;  x ... x My g

— seul le facteur m;;
piip—1

/7

ip.ip—1 - am‘[%l/y 1
Par conséquent :
/ / ’ o
mio’i” X Ilv”'an X 00X IHIHO = amlo,[” X mW,H X o..0X mWU
On a donc :
Migiy > oo X M iy Mipig5 = Mig iy * Mip iy % oo X Mig g
Dans les deux cas, on a démontré :
Omlio, .-, in, lo) = Omlio, in, ..., (o)

Conclusion : l'opération sur les lignes conserve la propriété (K).

* Opération sur les colonnes et la diagonale.
Raisonnement analogue..

Conclusion : M vérifie (K) si, et seulement si, M vérifie (K). — # Rédaction

En toute rigueur, il faudrait dis-
o , , tinguer les deux types d'opé-
17.b. Montrer que pour tout (i, j) € [1;r]", st m;; > 0 alors mi; > 0. rations ; puis & Uintérieur les
T L2 différents cas selon que i, j sont
Soit (L'/) € [[1' rﬂ : Sgpposons n_7h/ > 0. ) ) o , , égaux a k ou non... Bref, cest plus
Selon les valeurs de i et j relativement a la ligne ou colonne k sur laquelle l'opération est effectuée, M, 4 lourd et pas nécessaire, surtout
sur ce sujet et a cet endroit du
probleme... On comprend bien
e sim . = mg;: qu'il y a 4 nouvelles valeurs pos-

ij A )
Alors immédiatement m’, > 0 sibles pour ), et cest largement
0 : suffisant !

peut prendre 4 valeurs possibles :
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» Soit / un sous-ensemble non vide de [1;r] et M € ST,, M = (m,;)

18.

o simj; =amg:
Alors, puisque m;; > 0 et @ >0, ona m;; > 0.
® si mf‘/ =1—a+am:
Puisque a €]0;1], on a 1 —a > 0. Et comme précédemment, am;; > 0.
Dot mi; > 0.
o simy=my;+(1—ajmy :
Puisque a €]0;1] et mx = 0 (M € 8T,), alors (1 — a)m;x > 0. Et comme my; >0, on a /nf/ > 0.

17.c. Etablir que si M est ergodique M’ L'est aussi.

Supposons que M est ergodique. Autrement dit, il existe n € N, que l'on considere ensuite, tel que pour

tout (i, j) € [[1;/‘]]2, ’”Ef)/) > 0.

Montrons que M’ est ergodique, et méme plus précisément montrons que pour tout (i, j) € [1; r]?, m" > 0.

LJ

Soit (i, j) € [1; r]*.

Puisque M est ergodique, /nff}) > 0. Et ainsi, d'aprés la question 8., il existe (g, ..., i,) € [1; r]""", que l'on

considere ensuite, tel que iy =i, i, = j et Oulio, ..., i) > 0.
Dol :
Mgy % o x My >0

Et comme chaque facteur de ce produit est positif (M &€ ST,), on a :

vjie [0;r—1], mi,

Jotj+1

>0

Ainsi, d'apres la question précédente :
. . ’
vje [0, r—1], M > 0
Et donc :
Mgy x oxmy >0
Autrement dit :
6\,7/([‘(), B [,7) > 0

D'apres la question 8., on en déduit donc que mf(jJ > 0. Pour le n ainst exhibé, on a donc établi :

Y(i, j) € [1;r]? /nf(",’] >0

Conclusion : si M est ergodique, alors M l'est aussi.

I<ijsr
On définit le graphe non orienté Gy(/) dont U'ensemble des sommets est / et tel que {i, j} est une aréte si i # j,
m[,j % 0 et mﬂ = m[vj,

Donc si / est réduit a ur11 seu1l élé1ment le graphe ne comporte pas d'aréte.
3 3 3

Par exemple st M = % 0 % ,avec | = {1,2,3} les arétes sont {1,2} et {2,3}, et avec / = {1,3} il n'y
T2 1
6 3 6

a aucune aréte.

On suppose que [ est tel que Gu(/) est connexe et qu'il existe ¢ € [ et k & [ tels que my, et my, sont non nuls.

. Mok g . . - .
St mgx < myp, on pose a = —— et on fait lopération élémentaire sur la ligne k avec ce coefficient, sinon on
Mo

M0 VT . -
pose a = —= et on fait l'opération élémentaire sur la colonne k avec ce coefficient.
My k

On note encore M’ la matrice obtenue.
Montrer que {k, ¢} est une aréte de Gy (/U {k}) et que ce graphe est connexe.

e Reprenons les critéres dexistence d'une aréte de Gy (/U {k}) :
v puisque ¢ € letk ¢ [, ona 4+ k;

v puisque myy et myp sont non nuls et que M € ST,, on a my, > 0 et mgy > 0. Alnsi, d'apres la
question 17.b. :

mpe >0 5 mi,>0

v/ my = my,; en effet:
X st on avait mpx < myyp :

. Mo,k PRV . ' .
Dans ce cas, on a posé a = —— et on a effectué l'opération sur la ligne k. D'ot, puisque ¢ + k :
.

My = amyp

= My k

, J lopération n'impacte pas la ligne ¢
=my,

Important !
Il faut passer le temps nécessaire
et s'assurer de la bonne compré-
hension de ces exemples |

Petite remarque
{e caractere non nul suffit...
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X st on avait mex > myp :
. Mi.e TR )y !
Dans ce cas, on a posé a = —— et on a effectué lopération sur la colonne k. D'oli, puisque
m

0k
0+ k:

’
mM = My k
= Mg

, J l'opération n'impacte pas la colonne ¢
=My,

Dans les deux cas :
/ /
My, = My,

Conclusion : {k, ¢} est une aréte de Gy (/U {k}).

e Montrons maintenant que GM/(/ U {k}) est connexe.
On sait que les opérations sur les lignes et colonnes définies en début de cette partie n‘affectent que la
ligne k, la colonne k et la diagonale.
Par conséquent, pour tout (i,j) € /%, si {i,j} est une aréte de Gy(/), alors clest aussi une aréte de
Gur (11U {k}).
Le graphe Gf\,,,,/(/U {k}) est donc constitué des sommets et arétes du graphe Gy(/) auxquels ont été rajoutés
le sommet k, l'aréte entre k et ¢, ainst que les éventuelles arétes entre k et les autres sommets.
Considérons deux sommets de GW(/ U {k}) et distinguons deux cas :

* si ces deux sommets sont dans Gy(/) :
Puisque Gp(/) est connexe, il existe une chatne reliant ces deux sommets.

* sinon, alors au moins un des deux sommets est le sommet k :
Dans ce cas, puisque Gy (/) est connexe, Uautre sommet est relié a ¢ par une chaine; et l'aréte {k, ¢}
existe d'apres ce qui précede. Il existe donc une chalne entre ces deux sommets du graphe.

Dans tous les cas, il existe une chaine entre ces deux sommets du graphe.

Conclusion : le graphe Gy (/U {k}) est connexe.

» On suppose que M € ST,, M = (m;;)i<ij<r est ergodique dans la suite de cette partie.
19. On suppose dans cette question que M vérifie (K).

19.a. En utilisant le résultat de la question 8., établir que st / est un sous-ensemble non vide de [1; r], différent
de [1;r], il existe € € | et k & [ tels que mgy et my, sont non nuls.
Supposons que [ est un sous-ensemble non vide de [1; r], différent de [[1; r].
Puisque M est ergodique, il existe n € N*, que l'on considére ensuite, tel que pour tout (i, j) € [1; r]?, mf'y >
0.
Soit (i, j) € [1;r]” tel que i € I et j ¢ [ (licite car | est strictement inclus dans [1; r]). Puisque m

(n

)
d'apres la question 8., il existe (ig, ..., i,) € [[1;r]]”“, que l'on considere ensuite, tel que iy = i, i, = j et Autrement dit : ——
9,‘\,,1([0, S [,7) > 0. {T

L existe un chemin entre i et j, le

On a donc - chemin i — i1 — ... —ip—1 — J.
my, >0 my, >0 . my_ ;>0 .
B Pourquoi ?
Posons maintenant : °Siiy €l
r= max{p S [[O; nﬂ / i € /} b= k=4 Dans ce cas, il suffit de poser

¢ =1i,_1etk=j Onabien:

Vérifions que ¢ et k conviennent... Cel k¢l myg>0

v Puisque ip =i € leti,=j¢&/ lentier r est bien défini et on a méme r < n —1. o Siin1 &/ etins el alorson
v Par définition de r : EOSE O=ippethk=ipq.
vel ; k&l
v Ensuite :
Mok = Miy i,

ce qui précede
>0 J

Puis, comme M est ergodique et vérifie (K), d'aprés la question 9.d., M est p-réversible. Et ainsi,
puisque my; # 0, d'aprés la question 1.a. on obtient :

Mo % 0

M > 0

AUTRE METHODE...

On reprend apres avoir justifié que mg j > 0.
D'aprés la question 8., il existe (jo, ..., jn) € [1;r]"*", que lon considére ensuite, tel que jo = k, j, = ¢
et Om(jo, ... jn) > 0.
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Puis, comme M vérifie (K) :
Omljor 1.+ i jo) = Omlfo. fins -1 Jo)
Autrement dit :
9/\//(]0, .H,jn)m/nv/'o = mjo,/nQM(jn' .A.,jo)
Clest-a-dire :
OmUjo, -0 Jn)Mek = Mk eOmUn, - Jo)
Mais Bu(jo. .., jn) > 0 et mg g > 0. D'oli Bpy(jo, -, jn)mex > 0 et donc : ( Petite remarque

Méme raisonnement que celut mis
en place dans la question 9.a..

mk,QQM(fn: m,jo) >0

Par conséquent :
mge >0

Les entiers ¢ et k ainsi définis conviennent.

Conclusion : st / est un sous-ensemble non vide de [1; r], différent de [1;r], il existe ¢ € [ et k & /
tels que my, et myp sont non nuls.

19.b. On pose | = {1}. Le graphe Gy(/) est alors connexe. En déduire un algorithme, composé de r—1 opérations
élémentaires a partir de M et [ = {1}, qui la transforme en une matrice M* ergodique, vérifiant (K) et telle
que Gy ([1; r]) est connexe.

En déduire que M* est symétrique.
e On sait déja que les opérations décrites en début de partie conserve la propriété (K) (question 17.a.)
et l'ergodicité (question 17.c.). Par conséquent, apres une successions de telles opérations, la matrice
M* est ergodique et vérifie la propriété (K).
Concentrons-nous donc sur le reste : fournir un algorithme en r — 1 telles opérations permettant de
produire M* telle que Q\,,,,*([ﬁ;r]]) est connexe.
Ce sont les questions 19.a. et 18. qui permettent de créer et valider cet algorithme :
I={1}
Tant que [+ [1;r] :
On cherche (¢, k) dans [ x ([1;r] \ /) tel que myy et my non nuls
Stmex <My

Mmy k
alph = ——
r My,e
On effectue opCol(M,k,alph)
Sinon : .
alph = =2
p my k

On effectue opLigne (M,k,alph)
On rajoute k dans /.

e Notons, pour tout (i, ) € [1;r]?, m;; le coefficient situé en i-eme ligne et j-éme colonne de M".

* Puisque M est ergodique et vérifie (K), d'aprés la question 9.d., M est p-réversible, et donc,
par définition :
(i, j) € [1; ], pmy ;= pym;,

* Puisque le choix de k en ligne 3 de l'algorithme se fait toujours dans [1;r] \ /, a la fin de l'algo-
rithme, k a pris chaque valeur de [2; ] une et une seule fois.
Notons ki, ..., k.1 les valeurs successives prises par la variable k dans l'algorithme. Par construc-
tion de l'algorithme :

X a la premiere étape :
ki # 1, myg >0, mg 1 >0 eton obtient :

My, = M,

tous deux non nuls (d'apres la question 17.b. itérée).
D'oti, puisque M* est p-réversible :

Himy g = Hig Mg 1

Et donc :
H1 = Hi

X a la seconde étape :
ky & {1k}, mog, >0, my, 0 >0, 00 € € {1;k} et on obtient :

My, =M, 0

tous deux non nuls (d'apres la question 17.b. itérée).
D'oti, puisque M* est p-réversible :

HomMp ., = Hi, M, .0
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Et donc :
e = [

Ainsi, d'apres la premiere étape, on a toujours :
Hi, = I

X .
X et ce jusqu'a la derniére étape, ot l'on obtient :

Hi, =
On en déduit que les r composantes de p sont toutes égales. Or leur somme vaut 1...

Par conséquent :
1 1
H=1- ... =
r r
Enfin, puisque M* est p-réversible, cela donne donc :

, 1, ‘
Vi, j) e [1;r]e —=mi, = —m;
;

J P

Conclusion : Y(i, j) € [1; r]?, m;; = m;, : la matrice M" est symétrique.

20. Réciproquement, on suppose qu'a partir de M € ST, une suite d'opérations élémentaires la transforme en une

21.

matrice symétrique M*.
Montrer que M vérifie la propriété (K).

On sait que la matrice M" est symétrique, donc, d'apres la question 1.b., M™ est p-réversible. Ainsi, d'apres la

question 7.b., M™ vérifie (K).

Or, en itérant le résultat de la question 17.a., la matrice M vérifie (K) si, et seulement si, la matrice M* vérifie (K).

Conclusion : la matrice M vérifie (K).

On veut implémenter l'algorithme de la question 19.b. en Python.

21.a. Ecrire une fonction Python NonNul(M,I,J) qui, étant donnés une matrice M = (mi)1<ij<r représentée
par la matrice numpy M et deux ensembles non vides d'indices / et J, représentés par les listes I et J,
renvoie un couple (i, j) tel que i € /, j € J et m;; # 0, cest a dire M[i-1]1[j-11 est non nul, s'il existe un

tel couple et le couple (0, 0) sinon.

Voict :
1|import numpy as np
2
s|def nonNul(M, I, 1]):
4 r,r=np.shape (M)
5 for i in range(1,r+1): #on veut des entiers entre 1 et r
6 for j in range(1,r+1):
7 if M[L—1,j —1]'=0:
8 return (i,j)
9 return (0,0)
21.b. Compléter la fonction suivante pour qu'elle réalise l'implémentation de l'algorithme de la question 19.b. et

renvole True si M ergodique vérifie (K) et False sinon.

1|def estRev(M):

2 r=np.shape (M)[0]

3 I =[1]; J=[k for k in range(2,r+1)]

4 while len () <

5 ell , k=NonNul(M, I, ])

6 if (ell==0) or M[k—="1][ell =1]xM[ ell —1][k—1]==0:

7 return

8 else:

9 if Mlell =1][k=1]<=M[k—=1][ell —1]:

10 OpLigne (M, k M[ell =1][k—=1]M[k—=1][ell —1])
n else:

12 OpCol (M, k M[k—=T1][ell =1]M[ell —=1][k—1])
13 | .append (...)

14 J.remove (...)

15 return (np.transpose (M==M). all ()# teste | 'égalité de deux matrices

nu

D'apres les questions 19.b. et 20., st M est ergodique, alors M* (obtenue apres l'algorithme de la question

19.b.) est symétrique si, et seulement si, M vérifie (K). Cest ce qui justifie le programme ci-dessous :

Important !
Il ne faut pas oublier que, depuis
la question 19., la matrice M est
ergodique ! L'énoncé aurait pu
le rappeler ici pour éviter toute
ambiguité.

— Petite remarque
Une question simple qu'il était
bon de repérer, d'autant plus

4 que la réussite aux questions
d'informatique est toujours bien
récompensée...

— = Rappel...

La fonction s'interrompt des
qu'elle rencontre le premier
return. Ainsi, s'il existe (i, j) tel
que m;; # 0, la fonction renverra
le couple (i, j) sans poursuivre les
boucles for et sans aller non-
plus en ligne 9.

o

mpy
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def estRev (M):
r=np.shape (M)[0]
I =[1]; J=[k for k in range(2,r+1)]
while len(l) < r
ell , k=NonNul(M, |, ])
if (ell==0) or M[k—="1][ell =1]+xM[ ell —1][k—1]==0:
return False
else:
if Mlell =1][k=1<=M[k—1][ell —1]:
OpLigne (M, k M[ell =1][k—=1]M[k—=T][ell —1])
else:
OpCol (M, k M[k—T1][ell =1]M[ell —=1][k—1])
| .append (k)
J .remove (k)
return (np.transpose (M==M). all ()# teste | 'égalité de

deux

Petite remarque
Lignes 6 et 7 : s'il est impossible
de trouver un couple (¢, k) tel

4 que my et my g non nuls, alors
d'apres la question 19.a., M ne
vérifie pas (K).

matrices numpy

MATHEMATIQUES APPLIQUEES - HEC-ESSEC 2025 - Page 23/24



AIDE-MEMOIRE PYTHON

Toutes les fonctions et instructions présentées ne sont pas utiles et il est possible d'utiliser d'autres fonctions ou
instructions absentes de cet aide-mémoire.

LisTES

e [1 : Créer une liste vide

e [al*n oun*(a) : Créer une liste avec n fois l'élément a

e L.append(a) : Ajoute élémenta a la fin de la liste L

e L1 + L2 : Concaténe les deux listes L1 et L2

e len(L) : Renvoie le nombre d'éléments de la liste L

e L.count(a) : Renvoie le nombre d'occurences de a dans la liste L

e L.remove(a) : Enléve la premiére occurence de la valeur a de la liste L

e a in L : Vaut True si a se trouve au moins une fois dans L et False sinon

MODULE MATHEMATIQUE NUMPY
import numpy as np

e np.array(L) : Transforme la liste L en vecteur ou matrice numpy
e np.transpose(M) : Renvoie la transposée de M

e np.shape(M) : Renvoie dans un couple le format de la matrice M

SOUS MODULE RANDOM DE NUMPY POUR LA SIMULATION PROBABILISTE
import numpy.random as rd
e rd.randint(a,b,[x, z]) : Simule une réalisation d'une matrice (r, s) dont les coefficients sont des variables

aléatoires indépendantes qui suivent la lot uniforme discréte U([a, b — 1])

St le paramétre [r,s] est remplacé par r, cette fonction renvoie la réalisation d'un vecteur de longueur r
correspondant a la lot en question, et si ce parametre est omis, elles renvoient un seul coefficient suivant les
mémes contraintes.
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