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Dans cet énoncé r est un entier naturel, r > 2 et [1; r] désigne l'ensemble des entiers naturels k tels que 1< k < r.

On s'intéresse dans ce probléeme aux chalnes de Markov homogénes a espace d'états fini [1; r] réversibles.

Ce type de chalne intervient dans les marches aléatoires sur les sommets d'un graphe non orienté, les processus de naissance et mort, la méthode de
Métropolis par exemple.

Le probleme comporte trois parties. Les parties 2 et 3 sont indépendantes. Seules les questions 1 et 2 de la partie 1 sont utiles pour la partie 2.

Un aide-mémoire Python se trouve a la fin de l"énoncé.
Pour les scripts et fonctions Python, on supposera que les instructions suivantes ont été exécutées :

import numpy as np, numpy.random as rd

On considere, dans la suite du probléme, une chalne de Markov (X)),cn. Sur un espace probabilisé (Q, A, IP), vérifiant les propriétés suivantes :
(H1) Pour tout n > 0, X,(Q) = [1;r].

(H2) Pour tout i € [1;r], il existe n € N tel que P([X, = i]) # 0. On note S; l'ensemble des entiers positifs n tels que P ([X, = i) # 0.

(H3) Pour tout (i, j) € [1;r]? la fonction n +—— Py, _y([Xs+1 = j]) est constante sur son ensemble de définition S; et on note p;; cette constante.
La matrice P = (p;;)i<ij<r Sappelle la matrice de transition de la chatne.

On rappelle que lon a pour tout i € [1;r], pr =1.

j=1
,

On note ST, l'ensemble des matrices M = (m;;)1<;j<r @ coefficients positifs telles que pour tout i € [1;r], Z my; =1 Donc P € ST,
j=1

PARTIE 1 — MATRICE STOCHASTIQUE REVERSIBLE, EXEMPLES ET CARACTERISATION DE
KOLMOGOROV

.
On considére = (p ... p,) une matrice ligne appartenant & M .(R) dont les coefficients sont strictement positifs et tels que Z e =1.
k=1

On dit que la matrice M = (m )1, j<- est p-réversible si M appartient a ST, et vérifie :

(i, j) € [0, mmiy = pm,
Dans cette partie M = (m;;)1<ij<- appartient a ST .
1. 1.a. Montrer que si M est p-réversible et si m;; # 0 pour un couple (i, j) € [1; r]? alors mj; # 0.

1.b. On suppose dans cette question que M est symétrique. Déterminer p telle que M est p-réversible.

1.c. On note A la matrice diagonale d'ordre r dont les éléments diagonaux sont i, ..., y,. Montrer que M est p-réversible st et seulement si
AM = 'MA.

2. Montrer que si M est p-réversible alors yM = p1.

12 0
3. Un premier exemple - On suppose que r =3 etque P== |1 0 2] estla matrice de transition d'une chalne de Markov.
0 2 1

3.a. Représenter le graphe probabiliste associé a cette matrice de transition.
3.b. Déterminer p telle que P soit p-réversible.
4. Un deuxiéme exemple - Soit G un graphe a r sommets 1, ..., r, non orienté, connexe, simple (deux sommets ne peuvent étre reliés que par une
seule aréte). On considere l'expérience aléatoire qui consiste a se déplacer d'un sommet a l'autre de la maniére suivante :
® on choisit un sommet au hasard ce qui définit la valeur de Xj;
® s on se trouve au sommet k aprés n déplacements, on a alors X, = k, on se déplace vers un sommet adjacent au sommet k, ce qui définit
Xn+1. Tous les sommets en question peuvent étre choisis de maniere équiprobable.
On admet que l'on définit ainsi une chatne de Markov et on note encore P = (p;;)i<i j<- Sa matrice de transition.
4.a. Ecrire une fonction Python Trajectoire(L,n) qui étant donnée la liste des listes d'adjacence L du graphe G et un entier n, simule n
déplacements sur le graphe et renvoie la liste des sommets visités.
On notera que les sommets reliés au sommet 1 par une aréte se trouvent dans la liste L[1-1].

» On note A= (01./)1<[ . la matrice d'adjacence de G et d; le degré du sommet .

IS
ai

di

4.c. En déduire p pour laquelle P est p-réversible.

4.b. Montrer que pour tout (i, j) € [1;r]? pi; =
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» On note, pour tout n € N*, mfg) les coefficients de la matrice M".
S'il existe 0 € N* tel que, pour tout (i, j) € [1; r]?, mifj) > 0, on dit que M est une matrice ergodique.
On définit aussi pour tout n € N* et (ip, ..., i,) € [1;r]""

9/\/]([0, ,A.,['n) = Mgy x o x M5, = mi,
k=1

1.0k

En particulier, pour tout (i, j) € [1;r]?, 6umli,j) = mg;.
5. Montrer que pour tous (n, s) € (N*)?, ig, ..., iy et jo, ..., js éléments de [1; r] tels que i, = o,

Omlio, v 0n)Brmljor v fs) = Omlio, o iny 1o i fs)
» On dit que M vérifie la propriété (K) si, pour tout n € N* et iy, ..., i, éléments de [1;r] :
Omlio, i1, ..., in, i0) = Oumlio, in, ..., i1, L) (K)

On admet qu'il suffit de vérifier (K) lorsque les iy sont deux a deux distincts et n > 2.
On établit dans la fin de cette partie que, si M est ergodique, il existe p telle que M est p-réversible si seulement si M vérifie la propriété
(K)-
6. St r =3, montrer que M vérifie (K) st et seulement si myma3ms = my3m32ma.
Montrer que la matrice P de la question 3. vérifie (K).
7. On suppose dans cette question que M est p-réversible.

7.a. Montrer que pour tout n € N* et iy, ..., i, éléments de [1;r] :

(|_|U1k1 ) 9/\/1({0: s in) = (|_|Uik ) QM([/M s 10)
k=1 k=1

7.b. En déduire que M vérifie (K).

8. Soit (i, /) € [1;r]* Montrer par récurrence sur s € N* que m(f/) > 0 si et seulement si il existe (ig, i1, ..., i) appartenant & [1; rJ*™" tel que
io =, is :j et 9/\/1([0, . [5) > 0.

9. On suppose que la matrice M vérifie (K) et est ergodique avec pour tout (i, j) € [1;r]°, mff;) > 0, oli g est un entier naturel non nul. On veut
montrer qu'alors M est p-réversible pour p a définir.

9.a. Montrer que, pour tout i € [1;r], il existe (ig, i1, ..., i;) appartenant & [1; r]°*" tel que iy = i,i, = 1 et Ou(io, ..., iy) > O.
Montrer que st my; > 0, alors Oyl(is, ..., ip) > 0 et m;7 > 0.

Oulis, ..., 0 . . e . .
» Pour tout i € [1;r], on pose alors v; = M ol g, ..., iy sont définis comme dans la question 9.a..

9.b. Etablir que pour tout (i, j) € [1; r]?, vim;; = v;m;;, puis en interprétant matriciellement les égalités précédentes que, pour tout (i, j) €
(g)

ot

9.c. Montrer qu'il existe i € [1;r] tel que mq; > 0. En déduire que pour tout j € [1;r], v; > 0.

ﬂ1;rﬂ2, vlm(iz) =vm

9.d. Définir alors p telle que M soit p-réversible.

PARTIE 2 - MATRICE DE TRANSITION REVERSIBLE ERGODIQUE, CONVERGENCE

On conserve les notations de la partie 1. On rappelle que seules les questions 1 et 2 de la partie 1 sont utiles dans cette partie.
On considére que la matrice de transition P de la chalne de Markov (Xj),cn est p-réversible.

On note Q la transposée de P et q;; ses coefficients.

10. On rappelle que A désigne la matrice diagonale appartenant a M, (R) dont les éléments diagonaux sont fi, ..., .

10.a. Déterminer une matrice diagonale D inversible telle que D? = A.
10.b. En utilisant la question 1.c., en déduire que D™'QD est diagonalisable.
10.c. En conclure que Q est diagonalisable.

» On admet que si M est une matrice carrée appartenant & M, (R) et Z une matrice ligne de M, .(R), (ZM) = 'MZ.
11. Montrer que Q'u = 'u. Que peut-on en déduire pour Sp(Q)?

Y1
12. Soit A une valeur propre de Q et Y = | | un vecteur propre associé.

Yr
12.a. Montrer que Z Z qijly;l | = Z lyjl.
=1 j=1 j=1
12.b. En déduire que |} (Z lyd | <DLyl
i=1 i=1

12.c. En conclure que Sp(Q) C [-1,1].
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13. On suppose dans cette question que tous les coefficients de P, donc de Q, sont strictement positifs. Dans cette question on détermine £1(Q) ol
E4(Q) désigne le sous-espace propre de Q associé a la valeur propre 1.

Y1
13.a. Soit un vecteur propre Y = | | de O pour la valeur propre 1 dont l'un au moins des coefficients, noté y,, est strictement positif.
Yr
On suppose qu'il extste ¢ tel que yy < 0.

Montrer que y; < qu/‘JA puis que Z ly:| < Z ly:|. Conclusion?

j=1 i=1 i=1
13.b. En déduire que tous les vecteurs propres de Q pour la valeur propre 1 ont des composantes qui sont toutes, soit positives, soit négatives.
Que peut-on dire d'un élément de £71(Q) dont la somme des composantes est nulle?

13.c. Soit Y un vecteur propre de Q pour la valeur propre 1. Montrer que Y = (Zg[) u
i=1

En conclure que £1(Q) = Vect('u).
Y .
13.d. Soit Y= | : | tel que QY = —Y. Montrer que Zy, = 0. En raisonnant par l'absurde, montrer que -1 n'est pas une valeur propre de

yr i=1
Q.

» Dans la suite de cette partie on suppose que P est ergodique avec pour tout (i, j) € [1; r]?, pful) > 0, ol u est un entier naturel non nul.

» En appliquant la question précédente a la matrice PY, qui est aussi p-réversible, on a
Sp(QY)y c]—1,1] et E4(Q") = Vect(lu)
14. 14.a. Montrer que F1(Q) = Vect('u).

14.b. En distinguant les cas, u pair et u impair, montrer par l'absurde que -1 n'est pas une valeur propre de Q.

15. On note Aq, ..., A, les coefficients d'une matrice diagonale semblable a Q, avec Ay =1, pour tout i € [2;r], =1 < A < 1 et (’u, Y5, ..., Y;) une
base associée de vecteurs propres. On note aussi pour n € N, L, la matrice élément de My (R) : (P([X, =1]) ... P([X,=r])).

15.a. Etablir que pour tout n € N, L1 = L,P puis que L, = LyP".
15.b. Montrer qu'il existe (a1, ..., a;) € R" tel que, pour tout n € N :

Ly =oap+ ) (Vi)

k=2
15.c. En déduire que pour tout j € [1;r], lim P([X, = j]) = arp;.
n—+00
15.d. Montrer que a; = 1. En conclure que (X,),en converge en loi vers une variable aléatoire X a valeurs dans [1;r] telle que, Vj €

[1:r]. (X = 1) =

PARTIE 3 - UN ALGORITHME POUR LA REVERSIBILITE

On conserve les notations de la partie 1. On rappelle que cette partie est indépendante de la précédente.

Soit a €]0, 1. On définit deux opérations élémentaires sur les matrices M = (m;)1<; <, appartenant & ST, comme suit :
® On modifie la ligne k de M, oii k € [1;r], en remplacant pour tout j # k, my; par m; ; = amy; et my, par my, =1 —a+ amyy.

e On modifie la colonne k de M, ot k € [1;r], et sa diagonale en remplagant pour tout i # k, m;, par mj, = amy, et m;; par mj, =
mi;+ (1 —a)mx.

L 411 LI
3 3 3 6 6 6 3 3 3
1
Par exemple st M = 1 0 g .k =1et a= =, la premiere opération donne M = 1 0 E et la deuxiéeme M’ = 1 1 g
3 3 2 6 3 6 6 3
121 12 1oz
6 3 6 6 3 6 12 3 4
Dans les deux cas on obtient ainst a partir de M € ST,, M = (m;;)1<; <, une matrice que l'on notera dans la suite M’ = (mfj)qg ij<r qui appartient

aST,.

On remarquera que l'on ne modifie ainsi tout au plus, pour ce qui est des éléments non diagonaux de M, que ceux de la ligne k, pour la premiere
opération, et ceux de la colonne k pour la deuxieme.

16. Ecrire une fonction Python opLigne (M,k,alph) qui réalise l'opération élémentaire sur la k-ieme ligne de M représentée par la matrice numpy
M et a représenté par alph.
On définit de méme une fonction Python opCol (M,k,alph) qui réalise l'opération élémentaire sur la k-ieme colonne et la diagonale de M
(cette fonction n'est pas demandée).

17. Soit M € ST,-, M = (m,'/)jgwgr,
17.a. Montrer que M vérifie la propriété (K) si et seulement si M’ aussi.
17.b. Montrer que pour tout (i, j) € [1;r]? si m;; > 0 alors m;; > 0.
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17.c. Etablir que si M est ergodique M’ L'est aussi.
Soit / un sous-ensemble non vide de [1;r] et M € ST,, M = (m'v/)1<i/<r'

On définit le graphe non orienté Gy(/) dont lensemble des sommets est / et tel que {i, j} est une aréte si i # j, m;; #+ 0 et m;; = my,.
Donc si / est réduit a un seul élément le graphe ne comporte pas d'aréte.

LI
3 3 3
Par exemple st M = % 0 % ,avec [ ={1,2,3} les arétes sont {1,2} et {2,3}, et avec | = {1,3} il n'y a aucune aréte.
T2 1
6 3 6
. On suppose que [ est tel que Gp(/) est connexe et qu'il existe £ € [ et k & [ tels que my, et my, sont non nuls.

B My k TN (2 . I - ’ M0 ’
St meg < myyp, on pose @ = —— et on fait l'opération élémentaire sur la ligne k avec ce coefficient, sinon on pose @ = —= et on fait
Mg Mg,k
l'opération élémentaire sur la colonne k avec ce coefficient.

On note encore M’ la matrice obtenue.
Montrer que {k, ¢} est une aréte de Gy (/U {k}) et que ce graphe est connexe.

» On suppose que M € ST,, M = (m;;)1<ij<r est ergodique dans la suite de cette partie.

20.

21.

. On suppose dans cette question que M vérifie (K).

19.a. En utilisant le résultat de la question 8., établir que si / est un sous-ensemble non vide de [1;r], différent de [1;r], il existe ¢ € | et
k & [ tels que my, et mg o sont non nuls.

19.b. On pose | = {1}. Le graphe Gy(/) est alors connexe. En déduire un algorithme, composé de r — 1 opérations élémentaires a partir de M
et / = {1}, qui la transforme en une matrice M* ergodique, vérifiant (K) et telle que Gy ([1;r]) est connexe.
En déduire que M* est symétrique.

Réciproquement, on suppose qu'a partir de M € ST, une suite d'opérations élémentaires la transforme en une matrice symétrique M".

Montrer que M vérifie la propriété (K).

On veut implémenter l'algorithme de la question 19.b. en Python.

21.a. Ecrire une fonction Python NonNul(M,I,J) qui, étant donnés une matrice M = (mi;)1<ij<r représentée par la matrice numpy M et deux
ensembles non vides d'indices / et J, représentés par les listes I et J, renvoie un couple (i, j) tel que i € /, j € J et m;; # O, cest a dire
M[i-1] [j-11 est non nul, s'il existe un tel couple et le couple (0, 0) sinon.

21.b. Compléter la fonction suivante pour qu'elle réalise 'implémentation de l'algorithme de la question 19.b. et renvoie True si M ergodique
vérifie (K) et False sinon.

def estRev (M):

1

2 r=np.shape (M)[0]

3 I =[1]; J=[k for k in range(2,r+1)]

4 while len(1) <

5 ell , k=NonNul(M, 1, ])

6 if (ell==0) or M[k—1][ell =1]xM[ ell —1][k—1]==0:

7 return

8 else:

9 if Mlell =1][k=1]<=M[k—="1][ell —=1]:

10 OplLigne (M, k M[ell =1][k—=1]M[k—="1][ell —1])
n else:

12 OpCol (M, k M[k—1][ell =1]M[ell —=1][k—1])
13 | .append (...)

14 J.remove (...)

15 return (np.transpose (M==M). all ()# teste | 'égalité de deux matrices numpy
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AIDE-MEMOIRE PYTHON

Toutes les fonctions et instructions présentées ne sont pas utiles et il est possible d'utiliser d'autres fonctions ou instructions absentes de cet aide-
mémoire.

LisTES

[1 : Créer une liste vide

[al*n ou nx(a) : Créer une liste avec n fois l'élément a
L.append(a) : Ajoute l'élément a a la fin de la liste L

L1 + L2 : Concaténe les deux listes L1 et L2

len(L) : Renvoie le nombre d'éléments de la liste L

L.count(a) : Renvoie le nombre d'occurences de a dans la liste L

L.remove(a) : Enléve la premiére occurence de la valeur a de la liste L

a in L : Vaut True sia se trouve au moins une fois dans L et False sinon

MODULE MATHEMATIQUE NUMPY
import numpy as np

® np.array(L) : Transforme la liste L en vecteur ou matrice numpy
® np.transpose(M) : Renvoie la transposée de M

® np.shape(M) : Renvoie dans un couple le format de la matrice M

SOUS MODULE RANDOM DE NUMPY POUR LA SIMULATION PROBABILISTE
import numpy.random as rd
® rd.randint(a,b,[x, z]) : Simule une réalisation d'une matrice (r,s) dont les coefficients sont des variables aléatoires indépendantes qui

suivent la lot uniforme discréte U([a, b — 1)

St le parametre [r,s] est remplacé par r, cette fonction renvoie la réalisation d'un vecteur de longueur r correspondant a la loi en question,
et si ce parametre est omis, elles renvoient un seul coefficient suivant les mémes contraintes.

1 6000 ¢ 6 dANINE' S99 0 0 & ¢
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