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(CHARTREUX GRAND CLASSIQUE

VARIABLES ALEATOIRES INDICATRICES

|

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Pour tout A € A, on note 14 la variable aléatoire définie par :

Vocabulaire ———
1 stwe A {Bn dit que 14 est Uindicatrice de

0  sinon 'événement A.

Vw e Q, 1(w) = {

— = Pour info...

< Dans le cas plus général ol E
est un ensemble, 1 est appelée
;o fonction caractéristique de E, et
Avec les notations précédentes VX ER, Le(x) = { (1) itnﬁf .
P1# 14 suit la lot certaine égale a 0 Dans ce cas, si
P2# 1q suit la lot certaine égale a 1 e { e six>0
’ 0 sinon
P3# Pourtout Ac A:st A+ @ et A+ Q alors 14— %(IP(A))
alors on peut écrire
P4# Pourtout Ac A:1;=1-1,4 W ER, () = o 1gs ()
P5# Pour tous A, B A : 1ang =14 x 1
P6# Pourtous A, BE A : 1y =14+ 15 — Lanp
* ’
DEMONSTRATION :
P1# Par définition, on a : Yw € Q, 1g(w) = 0. D'oli le résultat.
P2# Par définition, on a : Yw € Q, 1g(w) = 1. D'otr le résultat.
P3# Soit A € A. Supposons que A+ & et A+ Q. w Pour info...
e Montrons que 14(Q) = {0;1}. €SiP(A) = 0, alors 14 suit une loi
e quasi-certaine égale a 0.
Par définition : 14(Q) C {0;1}. St P(A) = 1, alors 14 suit une lot

quasi-certaine égale a 1.

Puisque A+ @ : 1 € 14(Q). Puisque A # Q : 0 € 14(Q).
e Ensuite, soit w € Q). Ona:
we[lya=1] & 1w =1
= weA 4— Petite remarque

Diots : [14 = 1] = A Et ainsi : P([14 = 1]) = P(4). On on dedut B et Vi)
Conclusion : 14 — B(P(A)).

P4# Soit A € A Montrons : Yw € Q, 1z(w) =1 — 14(w).
Soit w € Q. Distinguons deux cas :

& Méthode !

Il s'agit d'établir une égalité entre
deux applications X et Y toutes

e Stwe A deux définies sur Q. On montre
* Par définition, on a ainsi 14(w) = 1. ;j(o(zjc) ijeyg)z;r tout w € Q)
* Mais, puisque w € A on a w ¢ A D'oli 13(w) = 0.
Ainst
1x(w) = 1 - La(w)
e SlwecA

* Puisque w € A ona w ¢ A dobtl 14(w) = 0.
* Or w € A, donc, par définition : 13(w) = 0.
Ainst
Lx(w) = 1 - La(w)
Conclusion : Yw € Q, 13(w) = 1 — 14(w). Autrement dit : 17 =1~ 14
P5# Soient A, B € A. Montrons : Vw € Q, 1anp(w) = 1a(w) x 1p(w).
Soit w € Q. Distinguons deux cas :
e Stwe ANB.
% Alors, par définition, 1ynp(w) = 1.
% Aussi, puisque w € AN B, ona we&A ET w e B. Par définition, on a alors : 1x(w) =1 €T 1g(w) = 1.
Dot : 14(w) x 1p(w) = 1.
Ainst :
Lang(w) = 1x(w) x 1g(w)
e Siwe ANB.
% Alors, par définition, 1yng(w) = 0.
* De plus, on sait, d'aprés la loi de Morgan : AN B =AUB.
Ainsi, puisque w € AUB, ona w € Aou w € B. Dol, par définition : 14(w) = 0 ou 1g(w) = 0. Ce qui donne
(regle du produit nul) : 14(w)lg(w) = 0.
Alinst :
Lang(w) = 1a(w) x 1g(w)
Conclusion : Yw € Q, 1a08(w) = 1a(w) x 1g(w). Autrement dit : 1ang = 14 x 1p.

GRAND CLASSIQUE - Page 1/2


www.jeremylegendre.fr

P6# Soient A, B € A. D'aprés les lois de Morgan, on sait que AU B = AN B. Ainsi :

Conclusion :

las =155
=1*12m§
—1-1; < 15

=1-(1-1401-1p)
=1—(1—-14—15+ 141p)
=1a+15—1ms

Lo =1a+15—1ans
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