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(CHARTREUX GRAND CLASSIQUE

VARIABLES ALEATOIRES INDICATRICES

Soit (3, A, IP) un espace probabilisé. Pour tout A € A, on note 1, la variable aléatoire définie par :

Vocabulaire ————
1 stweA +7On dit que 14 est Uindicatrice de

0 sinon 'événement A.

Vwe Q, 1x(w) = {

Dans le cas plus général oli E
est un ensemble, 1¢ est appelée

PROPRIETES 1 fonctilop ‘caractérisﬁqye de E, et
est définie sur R par :

Avec les notations précédentes : Yx €R, 1£(x) = { 2) Ztnxone £
P1| 1. suit la lot certaine égale a 0 Dans ce cas, si
) ) ) , . ‘e e six>=0
P 1, suit la loi certaine égale a 1 X771 0 sinon
P3| Pourtout Ac A:sitA+ et A+ Q, alors 14— B(P(A)) alors on peut écrire

Vx € R, f(x) = e *1g+(x)
P4| PourtoutAc A:17;=1-1,

P5| Pourtous ABEe A:1lyp=14x1p

Pour tous A, BE€ A : 1y =14+ 15 — 15

*
DEMONSTRATION :

P1. Par définition, on a : Vw € Q, 14(w) = 0. D'ot le résultat.
P2. Par définition, on a : Vw € Q, 1g(w) = 1. D'ou le résultat.
P3. Soit A € A. Supposons que A+ @& et A+ Q.

e Montrons que 14(Q) = {0;1}. Si P(A) =0, alorsllA soult une loi
quasi-certaine égale a 0.
Par définition : 1,(Q) C {0;1}. St P(A) = 1, alors 14 suit une lot

quasi-certaine égale a 1.

Puisque A # @ : 1 € 1,(Q). Puisque A+ Q : 0 € 14(Q).

e Ensuite, soit w e Q. On a :

welly=1 & Liw) =1
= weA

Remarque
Dot : [14 = 1] = A Et ainsi : P([14 = 1)) = P(A). &géfn”ejfd““ E(La) et VL)
Conclusion : 1, — Z(P(A)).
& Méthode !

P4. Soit A € A. Montrons : Yw € Q, 1z(w) =1 — La(w). o -
. o Il s'agit d'établir une égalité entre
Soit w € Q. Distinguons deux cas : deux applications X et Y toutes
deux définies sur Q. On montre

e SiweA donc que pour tout w € Q,
* Par définition, on a ainsi 1a(w) = 1. X(w) = Y(w).
* Mais, puisque w € A on a w & A Dol 15(w) = 0.
Ainst :
Ii(w) =1 —14(w)
e SiweA

* Puisque w € A ona w ¢ A doll 14(w) = 0.
* Or w e A dong, par définition : 1x(w) = 1.
Ainst :
Ii(w) =1 —14(w)
Conclusion : Yw € Q, 1z(w) =1 — 14(w). Autrement dit : 1z =1 — 14
P5. Soient A, B € A. Montrons : Vw € Q, 1is(w) = 1x(w) x 1g(w).
Soit w € Q. Distinguons deux cas :
e Stlwe ANB.
* Alors, par définition, 1anp(w) = 1.
* Aussi, puisque w € AN B,ona w e A ET w e B. Par définition, on a alors : 14(w) =1 €T 1p(w) = 1.
Dot : 14(w) x 1p(w) = 1.
Ainst :
Lang(w) = 1a(w) x 1p(w)

e Siwe ANB.
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* Alors, par définition, 14ng(w) = 0.

% De plus, on sait, d'apres la loi de Morgan : AN B =AU B.
Ainsi, puisque w € AUB, ona w € A ou w € B. D'ot, par définition : 1a(w) = 0 ou 15(w) = 0. Ce qui
donne (regle du produit nul) : 14(w)lg(w) = 0.

Ainsi :
Lanp(w) = La(w) x 1g(w)
Conclusion : Vw € Q, 1ap(w) = 1a(w) x 1g(w). Autrement dit : 1aqp = 14 x 1g.

P6. Soient A, B € A. D'apres les lois de Morgan, on sait que AU B = AN B. Ainsi

1AuB = 1=

AnB P4
=1_1Zm§ p5
=1-1;x 15

)P4
=1-(1-1401—1p)
:17(171A715+1A13)

)PB
=11+1g—1as

Conclusion : 1458 = 14+ 15 — Lans.
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