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Cours
Énoncer les deux critères de comparaison par négligeabilité sur les séries à termes généraux positifs.Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de réels. On a :

•

(un)n∈N et (vn)n∈N sont à termes positifs
un = o

n→+∞
(vn)∑

n⩾0 vn est convergente
 =⇒

(∑
n⩾0 un est convergente)

•

(un)n∈N et (vn)n∈N sont à termes positifs
un = o

n→+∞
(vn)∑

n⩾0 un est divergente
 =⇒

(∑
n⩾0 vn est divergente)

Exercice 1
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Déterminer lim
n→+∞

(1 + 1
n

)√
n .

Pour tout n ∈ N∗ , on a 1 + 1
n > 0 et ainsi : (1 + 1

n

)√
n = exp(√

n ln(1 + 1
n

)).Or :
✓ pour tout n ∈ N∗ , 1

n ̸= 0,
✓ lim

n→+∞

1
n = 0.

D’où ln(1 + 1
n

)
∼

n→+∞

1
n et ainsi :

√
n ln(1 + 1

n

)
∼

n→+∞

1√
nPar conséquent : lim

n→+∞

√
n ln(1 + 1

n

) = 0
Et par continuité de l’exponentielle en 0, on obtient :

lim
n→+∞

exp(√
n ln(1 + 1

n

)) = exp(0) = 1
Conclusion : lim

n→+∞

(1 + 1
n

)√
n = 1.

2. Convergence et somme de la série ∑
n⩾0

n + 23n .
Soit N ∈ N, suffisamment proche de +∞. On a :

N∑
n=0

n + 23n = 13 N∑
n=0 n

(13
)n−1 + 2 N∑

n=0
(13
)n

Or 13 ∈] − 1; 1[, donc les séries ∑
n⩾0 n

(13
)n−1 et ∑

n⩾0
(13
)n sont des séries géométriques convergentes.

Par conséquent, la série ∑
n⩾0

n + 23n est convergente (comme combinaison linéaire de séries convergentes) et :
+∞∑
n=0

n + 23n = 13 +∞∑
n=0 n

(13
)n−1 + 2 +∞∑

n=0
(13
)n
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= 13 1(1 − 13)2 + 2 11 − 13
= 13 3222 + 232= 34 + 3
= 154

Conclusion : la série ∑
n⩾0

n + 23n est convergente et +∞∑
n=0

n + 23n = 154 .
3. Nature de la série ∑

n⩾1 n
(e 1

n2 − 1).
On a :

✓ pour commencer :
✓ ∀n ∈ N∗, 1

n2 ̸= 0,
✓ lim

n→+∞

1
n2 = 0.D’où : e 1

n2 − 1 ∼
n→+∞

1
n2Ainsi :

n
(e 1

n2 − 1) ∼
n→+∞

1
n

✓ ∀n ∈ N∗, 1
n ⩾ 0, n

(e 1
n2 − 1) ⩾ 0

✓ la série ∑
n⩾1

1
n est la série harmonique, donc est divergente.

Conclusion : par critère de comparaison (par équivalence) sur les séries à termes généraux positifs, la série∑
n⩾1 n

(e 1
n2 −1) est divergente.

4. Nature de la série ∑
n⩾1

ln(n)√
n .

On a :
✓ pour tout n ∈ J3; +∞J, ln(n) ⩾ 1 et √

n > 0, d’où :
∀n ∈ J3; +∞J, ln(n)√

n ⩾
1√
n ⩾ 0

✓ la série ∑
n⩾1

1√
n est une série de Riemann d’exposant 12 , donc elle est divergente (12 ⩽ 1).

Conclusion : par critère de comparaison (par inégalité) sur les séries à termes généraux positifs, la série ∑
n⩾1

ln(n)√
n est divergente.

5. Nature de la série ∑
n⩾1

ln(n)
n2 .

On a :
✓ par croissance comparée : ln(n) = o

n→+∞
(√n). D’où : ln(n)

n2 o
n→+∞

( 1
n 32
)

✓ ∀n ∈ N∗, ln(n)
n2 ⩾ 0, 1

n 32 ⩾ 0
✓ la série ∑

n⩾1
1

n 32 est une série de Riemann d’exposant 32 , donc elle est convergente (32 > 1).
Conclusion : par critère de comparaison (par négligeabilité) sur les séries à termes généraux positifs, la série ∑

n⩾1
ln(n)
n2 est convergente.
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