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COURS

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé ainsi que X et Y deux variables aléatoires définies sur cet espace.
Définition et condition suffisante d'existence de Cov(X, Y). Formule de Koenig-Huygens pour la covariance.

e Définition. Sous réserve d'existence :
Cov(X,Y)=E ((X — E(X))(Y - E(Y)))
e Condition suffisante d’existence. St X et Y admettent un moment d'ordre 2, alors Cov(X, Y) existe.

e Formule de Koenig-Huygens pour la covariance.
St X et Y admettent un moment d'ordre 2, alors :
Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

EXERCICE 1

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé ainsi que X et Y deux variables aléatoires définies sur cet espace telles que :
e X suit la lot de Poisson de parametre A (A > 0)

e pour tout n € N, la lot conditionnelle de Y sachant [X = n] est la loi binomiale de paramétres n et p (avec p €0;1]).

1. Donner, pour tout n € N et tout k € N la valeur de Ppx_([Y = £]).
Indication : distinguer deux cas...
Soit n € N. D'apres l'énoncé, la lot conditionnelle de Y sachant [X = n] est la loi binomiale de parameétres n et p. D'ou :

k k n—k Ry .
Wk e N, Py (Y = K)) = (n)P (1—=p) st k € [0; n]
stk >n
- pr(1—p)"*  sike[0;n]
Conclusion : Vn € N, Yk € N, Pjx_y([V = k]) = n ' :
0 sik>n

2. Déterminer, pour tout k € N, la valeur de P([Y = £]). Quelle est la loi de ¥?
comme systeme complet d'évenements, la série Z P([X = n]n[Y = k))

n=0

Soit k € N. D'aprés la formule des probabilités totales, avec ([X = n]), _,

est convergente et :

=0 J ¥neN, P(X=n]) 40

= J ¥n < k, Pyy([Y =K]) =0
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_ pfatet i (A(1 fp))/

k! =0 /'! J somme d'une série exponentielle
k )k n—A
. P Ate A1=p)
k!
Up)te
- k!

Conclusion : Y suit la loi de Poisson de parametre Ap.

EXERCICE 2

Soit A € M, (R). Considérons l'ensemble F = {M &€ M,(R) | AM = MA}. Démontrer que F est un espace vectoriel.
Montrons que F est un sous-espace vectoriel de M ,(R).

e Par définition : F € M, (R) et M, (R) est un espace vectoriel réel.
e La matrice nulle commute avec A, donc 0, € F : F est non vide.
e Soient A, ;1 € Ret M, N € F. Montrons que AM + uN € F.
% On a déja M, N € M,(R) et M,(R) est un espace vectoriel, donc AM + uN € M, (R).

x Ensuite :
A(AM + uN) = AAM + pAN

— IMA + uNA
— (AM + uN)A

J M € F, donc AM = MA; et N € F, donc AN = NA

Par conséquent :
M+ uN e F

Conclusion : F est un sous-espace vectoriel de M, (R), donc F est un espace vectoriel.

EXERCICE 3

1. Sans utiliser la commande rd.binomial, écrire une fonction Python telle que l'exécution de binomiale(n,p) renvoie une réalisation d'une
variable aléatoire suivant la loi Z(n; p).

1|import numpy.random as rd

s|def binomiale (n,p):

4 nb_succes=0

5 for k in range(n): #ou range (0,n)

6 if rd.random()<p:

7 nb_succes+=1 #ou nb_succes=nb_succes+1
8 return nb_succes

2. Sans utiliser la commande rd.geometric, écrire une fonction Python telle que l'exécution de geometrique (p) renvoie une réalisation d'une
variable aléatoire suivant la loi ¥(p).

1|tmport numpy.random as rd

s|def geometrique (p):

4 rang=1

5 while rd.random()<1—p: #ou while rd.random()>p
6 rang+=1

7 return rang
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