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EXERCICE 4

2
— it>
On considere la fonction f : t — (1413 sit>0

0 sit<0

1. Montrer que f est une densité de probabilité. Dans la suite, on considére une variable aléatoire X de densité f
v Positivité.
Conclusion : de facon immédiate, f est positive sur R.
v Continuité.

* f est continue sur | — oo; 0] car constante sur cet intervalle;
* f est continue sur [0; +o00] comme inverse d'une fonction continue sur [0; +o00[ ne s'annulant pas sur cet intervalle.

Conclusion : f est continue sur R sauf éventuellement en 0.

v /_m f(t)dt?

o0

0
* Lintégrale / f(t)dt est convergente et vaut 0.
—0Q

* Soit B €[0; +oqf. On a :

B B
o -3
/Of(t)dtfzjo (1+6)dt

NI
-2[f5H

o
(1+ B)?
1 +00
Or, par opérations : BEIILJ — m = 1. L'intégrale /0 f(t)dt est donc convergente et vaut 1.
+00
Conclusion : l'intégrale / f(t)dt est convergent et, par relation de Chasles, vaut 1.
—0Q

Conclusion : la fonction f est une densité de probabilité.

2. Déterminer la fonction de répartition de X, notée Fyx.
On considére que X(Q) = R". Soit x € R.

e Six<0:
Fx(x) =P ([X < x
de ([ ]) JX<OPTX(Q):R‘,(|OH(»Xg)(]:@
= P(2)
0
e Six>0:
Fx(x)=P([X < x
X( ) (Y[ ]) () X est a densité, de densité f
= f(t)dt
[/x; ( ) () relation de Chasles
0 X
= f(t)dt + f(t)dt
/oc ( ) 0 ( ) J calculs faits en question précédente
B 1
(1 + x)2
1 ! ix>0
Conclusion : Vx € R, F(x) = (1 + x)? stx =z
0 six <0
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3. Démontrer que X admet une espérance et la calculer.

+o0
X admet une espérance  si, et seulement si,  l'intégrale / [t|f(t)dt est convergente
—00

+00
si, et seulement si, / tf(t)dt est convergente, car f est nulle
0

sur | — o0o; 0] et positive sur [0; +oq|

e Soit B €0; +oqf. On a:

B
2
=2 [
2/ (+1-1,
o (0t

b 1
2 ——dt
/0 +12 (1413

XL

. B
=2
[ 1+t 1+t)]
1
=2 1
( 1+B))+
Or, par opérations lim Z( ! 7) +1="1
- Parop B>+oo 1+B ' 2(1+By B

+00
L'intégrale / tf(t)dt est ainsi convergente et vaut 1.

0
e On en déduit que X admet une espérance et :

Conclusion : X admet une espérance et E(X) = 1.

4. On considere la variable aléatoire Y = In(1 + X) et on note Fy sa fonction de répartition.

4.a. Etablir: Vx € R, Fy(x) = Fx(e* —1).

Soit x € R.
() =P([Y <))
:113([[|11+X N
=P([1+ X <e)
:IP( 971)
= Fx(e*=1)

J stricte croissance de exp sur R

Conclusion : Vx € R, Fy(x) = Fx(e* —1).

4.b. En déduire que la variable aléatoire Y est une variable aléatoire a densité puis en déterminer une densité (pour les khiibes : interdiction

d'utiliser des résultats sur les lois usuelles).

v Continuité. La fonction x — e* — 1 est continue sur R et, puisque X est a densité, Fx est continue sur R.

Conclusion : Fy est continue sur R.

v/ Caractére €. Puisque f est continue sur R sauf éventuellement en O, la fonction Fx est %" sur R sauf éventuellement en 0.

Par conséquent, Fy est @' sur R sauf éventuellement en les réels x tels que ¥ — 1 =0..

Conclusion : Fy est €' sur R sauf éventuellement en 0.

e pour tout x # 0 :
fr(x) = Fy(x)
= e*fy(e* = 1)
2e"
T+e —1)p

267 six>0
0 six <0

o fy(0) =0 (par exemple).

Conclusion : la variable aléatoire Y est a densité et admet pour densité la fonction fy définie sur R :

( sie*—=1>0
0 sie*—1<0
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